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شامل:
 شرح كامل مباحث درسي همراه با مثال هاي تأليفي
 آزمون هاي كارشناسي ارشد همراه با حل تشريحي

 خودآزمايي هاي طبقه بندي شده موضوعي



تمام حقوق مادي و معنوي اين اثر متعلق به مؤسسه آموزش عالي آزاد پارسه است.
هر گونه چاپ و تكثير از محتويات اين اثر بدون اجازه كتبي مؤسسه آموزش عالي آزاد پارسه ممنوع است،
متخلفان به موجب بند 5 از ماده قانون حمايت از مؤلفان و مصنفان و هنرمندان تحت پيگرد قانوني قرار مي گيرند.

نقل مطالب اين اثر با ذكر منبع بلامانع است.

تلفن: 84388

طورانی، محسن،   ۱35۱ - :سرشناسه
آمار و احتمال قابل استفاده دانشجويان كارشناسی و داوطلبين آزمون كارشناسی ارشد/ :عنوان و نام پديدآور    

مولف محسن طورانی.؛ ] برای موسسه آموزش عالی آزاد پارسه [.
تهران: حركت نو  ، ۱3۹۰. :مشخصات نشر             
  8۰۰ ص. : مصور ) رنگی (، جدول ) رنگی (، نمودار ) رنگی (.؛ ۲۲×۲۹ س م.:مشخصات ظاهري      

 ۲۱۰۰۰۰ ريال 1-01-6347-600-978:شابك
 دانشگاه ها و مدارس عالی -- ايران -- آزمون ها:موضوع

آمار رياضی    -- آزمون ها و تمرين ها )عالی( :موضوع                    
آمار رياضی    -- راهنمای آموزشی )عالی( :موضوع                

احتمالات --   راهنمای آموزشی )عالی( :موضوع                    
احتمالات --   آزمون ها و تمرين ها )عالی(  :موضوع                

آزمون دوره های تحصيلات تكميلی -- ايران:موضوع              
مؤسسه آموزش عالی آزاد پارسه:شناسه افزوده

 ۱3۹۰ 785آ83ط/ LB۲353   :رده بندي كنگره        
 378/۱۶۶4   :رده بندي ديويي      

  ۲43۱۹۱4 :شماره كتابشناسي ملي

آمار و احتمال:عنوان كتاب 
محسن طوراني:مؤلف

حركت نو:ناشر
۱3۹۰:سال ويرايش

چهارم  ـ ۱3۹۰ :نوبت چاپ
۱38۶:چاپ اول
8۰۰۰:شمارگان

ناجی نشر:چاپ
موسسه آموزش عالی آزاد پارسه:طرح جلد

۰۰۰ ۲۱۰ ريال:قيمت                 
1-01-6347-600-978:شابك               







در دنيايي زندگي مي كنيم كه تكنولوژي به پيش پا افتاده ترين جنبه هاي زندگيمان ســرك مي كشــد 
و همــه مرزهايــش را درنورديده، در اين ميانه دسترســي به متون و منابع نگارشــي با يك كليك 
ميســر مي شــود و هر فرد مي تواند صاحب كتابخانه اي بزرگ باشــد، اما با تمام اين تفاسير، آنچه 
شــگفت انگيز است ميل انسانها به داشــتن و خواندن كتاب هاي واقعي است، كتاب هايي از جنس 
كاغذ و جوهر كه سالهاســت از نســلي به نسل ديگر در ســفرند و چرخ هاي سترگ تكنولوژي را 
به حركت درمي آورند. شــايد اين خاصيت كاغذ و جوهر اســت كه گويي با علم و دانش پيماني 
ناگسستني بسته است، اتاق اساتيد بزرگ دانشگاه را كه نگاه مي كني نخستين و برجسته ترين نكته اي 
كه نظرت را جلب مي كند كتابخانه هاي غني و كتب منبع آنهاست كه همگي شايد يادگار روزگار 

دانشجويي و علم آموزيشان بوده است.
مؤسسه آموزش عالي آزاد پارسه نيز آرزو دارد كتابهايش همواره همراه شما باشند از اين  روست كه 
حداكثر تلاش خود را كرده تا اين كتابها علاوه بر دربرگيري همه نكاتي كه براي يك دانشجوي 
كنكوري مورد نياز است با بياني روان و قابل فهم كليه مطالب و مباحث آكادميك را شرح و بسط 
دهد تا خواننده را از رجوع به كتابهاي مشــابه بي نياز كند و ســالها در كتابخانه هاي شــما به عنوان 

مرجعي ماندگار و جامع حضور داشته باشد.
پارســه دغدغه اي ديگر نيز دارد، امروز كه اكثريت نســل جوان جامعه ما داراي تحصيلات عالي 
هســتند، جاي تفكر و تامل بسيار اســت كه ســرانه كتاب و كتابخواني هر ايراني از جايگاه نازلي 
در ميان ديگر كشــور هاي دنيا برخوردار باشد.اين حقيقت تلخ تر مي نمايد  وقتي نگاهي به پيشينه 
فرهنگ و هنر در اين مرز و بوم بياندازيم كه هيچ كس نمي تواند منكر برجســتگي و شــكوهش 
باشــد. شايد وظيفه هر انسان دلسوز و نهاد آموزشــي و فرهنگي اين است كه در راه اعتلاي مجدد 
اين فرهنگ گام بردارد چرا كه اين قدم ها هر چند كوچك هم كه باشد مي تواند مقدمه اي گردد 
براي خيزي بلند و سرافرازانه به جايگاه مرتفع اسلاف بزرگ و ماندگارمان. پارسه نيز بر خود بايسته 
مي داند با رويكردهاي فرهنگي، مانند اهدا كتاب و تجهيز كتابخانه ها به سهم خود در پيشبرد اين 
جريان همت گمارد و اميدوار است در آينده نزديك شاهد شكوفايي دوباره اين فرهنگ فاخر در 

كشورمان باشد. 
مؤسسه آموزش عالي آزاد پارسه از شما تقاضا دارد تا نظرات و پيشنهادات خود را درمورد كتابهاي اين 
مؤسسه به پست  الكترونيكي به آدرس CRM@parseh.ac.ir ارسال كنيد تا هر روز و با يكديگر به سمت 

بهترشدن پيش رويم.

 خــرد رهنمــاي و خــرد دلـگشــاي
 خرد چشم جان اســت چون بنگري
 بــه گفتــار داننــدگـــان راه جــوي
ز هــــر دانـــش چون سخن بشنوي

 خـرد دســـت گيرد به هـر دو سراي
نسپري بــي چشـم شـادان جهان   تـو 
 بــه گيتي بپوي و بــه هر كس بگوي
از آمـوختــن يــك زمــان نـغنــوي



جهان هر كس به اندازه وسعت فكر اوست.              
 اديسون

هدف از انتشار اين كتاب، ارائه مجموعه اي كامل از درس و تست است كه با بهره گيري از 
عناوين  و  برنامه ريزي  عالي  شوراي  مصوب  سرفصل هاي  اساس  بر  و  درسي  منابع  معتبرترين 
درسي، براي رشته هاي اقتصاد، مديريت، حسابداري، برنامه ريزي شهري و منطقه اي، برنامه ريزي 

محيط زيست و سنجش از دور )GIS( تدوين شده است.
بيان  قالب مفاهيم كامل و نكات مهم درسي است؛ نحوه  برگيرنده ۶ فصل در  اين كتاب در 
مطالب هر فصل مبتني بر تجربه مؤلف از دوره هاي متعدد تدريس آمار در كلاس هاي دانشگاهي 
و آمادگي آزمون كارشناسي ارشد است، به گونه اي كه سعي بر آن بوده تا در عين سادگي از 

سطح علمي مطلوبي نيز برخوردار باشد.
در پايان هر فصل سؤالات آزمون هاي كارشناسي ارشد  سال هاي 8۶ تا 88 دانشگاه سراسري با 
تقسيم بندي موضوعي و سؤالات سال 8۹ در انتهاي كتاب، همراه با حل تشريحي آورده شده 
است تا داوطلب بتواند پس از مطالعه هر فصل، آن ها را تحليل و بررسي كند؛ توصيه مي شود 

كه داوطلبان هر رشته، سؤالات مربوط به تمام رشته ها را بررسي كنند.
مرجع  كتب  سؤالات  مجموعه  از  موضوع،  اساس  بر  طبقه بندي شده  خودآزمايي هاي  به علاوه، 

به گونه اي انتخاب شده است كه شامل تمام مطالب فصل باشد.

مقدمه



محسن طوراني
تابستان ۱3۹۰

اساس  بر  و  رشته  به  توجه  با  گذشته،  سال هاي  سراسري  آزمون هاي  سؤالات  بودجه بندي 
فصل هاي اين كتاب، در جدول زير آمده است:

رشته

مديريت و حسابدارياقتصاد و محيط زيستفصل
برنامه ريزي شهري و منطقه اي

(GIS( و سنجش از دور 

5 تا 8 سؤال5 تا 7 سؤال4 تا 5 سؤالاول
۱ تا ۲ سؤال۲ تا 4 سؤال3 تا 4 سؤالدوم
۲ تا 3 سؤال۲ تا 3 سؤال4 تا 5 سؤالسوم

3 تا 4 سؤال3 تا 4 سؤال3 تا 4 سؤالچهارم
۱ تا ۲ سؤال۰ تا ۱ سؤال7 تا 8 سؤالپنجم
۰ تا ۲ سؤال۰ تا ۱ سؤال5 تا ۶ سؤالششم

اين بودجه بندي در كنكور دانشگاه آزاد اسلامي وجود ندارد و دانشجويان تمام رشته ها بايد 
تمام فصل هاي كتاب را مطالعه كنند.

تهيه و تدوين اين مجموعه مديون پيگيري ها و زحمات رياست محترم مؤسسه پارسه، جناب 
آقاي مهندس كاوه عابدينی زاده است كه در تمام مراحل اينجانب را همراهي كرده اند. 

بی ترديــد هيچ نوشــته ای خالی از اشــكال نيســت؛ دانشــجويـان گرامي مي تـواننــد نظرات و 
پيشنهادات خود را به آدرس M.Tourani@Parseh.ac.ir ارسال كنند.





فهرست

فصل اول          آمار توصيفي

۱علم آمار

۱جامعه و نمونه

۲مسير توسعه علم آمار

3صفت

4انواع متغيرها

۶مقياس

8مراحل تحقيقات آماري

۱۱داده هاي آماري

۱۶فراواني 

۲۰مشخص كننده هاي عددي

۲۰معيارهاي مركزي

۲۰مد )نما(

۲3ميانه

3۰چندك 

3۹ميانگين

4۰ميانگين هارمونيك

44ميانگين هندسي

4۹ميانگين حسابي

5۰ميانگين حسابي وزني

5۲ميانگين پيراسته

53ميانگين وينزوري

54خواص ميانگين حسابي

5۶ميانگين حسابي در داده هاي طبقه بندي شده

57مقايسه معيارهاي مركزي

58معيارهاي پراكندگي

5۹دامنه تغييرات



۶۰دامنه ميان چاركي )نيم دامنه(

۶۱انحراف چاركي

۶3انحراف متوسط از ميانگين

۶4واريانس

۶4انحراف معيار

۶5محاسبه واريانس

۶7خواص واريانس و انحراف معيار

7۱محاسبه واريانس در داده هاي داراي فراواني

74محاسبه واريانس نمونه

75كاربردهاي انحراف معيار

75درصدهاي منحني نرمال

7۶قضيه چي بي شف

z 8۲متغير استاندارد

84واريانس و تصحيح شپارد

85ميانگين و واريانس كل چند جامعه آماري

87نيمه واريانس

8۹معيارهاي پراكندگي نسبي

8۹ضريب پراكندگي )ضريب تغييرات(

۹4گشتاورها

۹8چولگي )انحراف از قرينگي(

۱۰۶كشيدگي

۱۱۰محاسبه شاخص ها در جداول با حدود باز

۱۱۲نمايش هندسي مشاهدات

۱۱۲نمودارهاي كمي

۱۱۶نمودارهاي كيفي
۱۱۹تست هاي طبقه بندي شده

۱33پاسخ هاي تشريحي
۱57خودآزمايي

۱۶5پاسخنامه
فصل دوم          آناليز تركيبي و احتمال

۱۶7آناليز تركيبي
۱۶7اصل ضرب )اصل اساسي شمارش(

۱7۱جايگشت
۱7۱جايگشت در يك رديف



۱73جايگشت دايره اي )مدور(
۱74جايگشت با تكرار )افرازهاي مرتب(

۱7۶انتخاب
۱7۶تركيب

۱8۲توزيع n شيء متمايز درk سلول
۱83تبديل

۱84انتخاب با جايگذاري
۱85مسئله انطباق )جورها(

۱8۶احتمال
۱8۶آزمايش

۱8۶فضاي نمونه
۱8۶پيشامد

۱87اجتماع و اشتراك دو پيشامد
۱87مكمل )متمم( پيشامد

۱88انواع پيشامد از نظر احتمال و وقوع
۱88گروه كامل حوادث )افراز فضاي نمونه اي(

۱8۹پيشامدهاي هم تراز )هم شانس(
۱8۹انواع بيان احتمال
۱8۹احتمال كلاسيك

۱۹3احتمال هندسي
۱۹3احتمال آماري

۱۹3قانون اعداد بزرگ )به صورت برنولي(
۱۹4پيشامدهاي مستقل و وابسته

۱۹5پيشامدهاي ناسازگار
۱۹۶احتمال اجتماع دو پيشامد

۲۰۰تفاضل دو پيشامد
۲۰3وضعيت هاي مختلف دو پيشامد

 ( )P A B و ( )P A B ۲۰4كران هاي
۲۰۶مسايل مهم احتمال

۲۰۶پرتاب تاس
۲۰8پرتاب سكه

۲۰8پرتاب تاس و سكه
۲۰۹مسئله مهره ها

۲۱۱انتخاب با جايگذاري و بدون جايگذاري



۲۱3مدارهاي سري و موازي
۲۱۶مسئله كلاسيك روز تولد

۲۱7احتمال شرطي
۲۲3احتمال متوسط

۲۲۶قضيه بيز
۲۲۹مباحث اضافي احتمال

۲۲۹بسط چندجمله اي
۲3۰توزيع n شيء نامتمايز )مشابه( در k سلول

۲3۲تقسيمات n شيء متمايز در k سلول )بدون محدوديت(
۲3۲تعداد مسيرهاي بين دو نقطه

۲33مسئله بازي ها
۲37تست هاي طبقه بندي شده

۲43پاسخ  هاي تشريحي
۲55خودآزمايي

۲۶۱پاسخنامه
فصل سوم          متغيرهاي تصادفي

۲۶3مقدمه

۲۶4متغير تصادفي

۲۶5تابع احتمال

۲۶5تابع احتمال گسسته

۲۶8مد )نما( در تابع احتمال گسسته

۲۶۹چندك ها در تابع احتمال گسسته

( )Y g X= ۲۶۹تابع احتمال

۲7۱تابع چگالي احتمال پيوسته

۲7۲انواع مسايل تابع چگالي احتمال پيوسته

۲7۶مد )نما( در تابع چگالي احتمال پيوسته

۲7۶چندك ها در تابع چگالي احتمال پيوسته

( )Y g X= ۲78تابع چگالي

۲8۰اميد رياضي

۲8۲خواص اميد رياضي

x ۲83اميد رياضي تابعي از

۲85ارزش پولي مورد انتظار

۲85واريانس

۲88خواص واريانس



۲88خواص انحراف معيار

۲8۹تابع توزيع تجمعي

۲۹۰تابع توزيع تجمعي متغير تصادفي گسسته

( )XF x با استفاده از ( )f x ۲۹۲محاسبه

۲۹4تابع توزيع تجمعي متغير تصادفي پيوسته

  ( )f x ) در توابع چند ضابطه اي )XF x ۲۹۶محاسبه

( )XF x ۲۹۶محاسبه ضريب ثابت با استفاده از

( )XF x با استفاده از ( )f x ۲۹7محاسبه

  ( )XF x ۲۹۹محاسبه احتمال با استفاده از 

( )XF x 3۰3محاسبه شاخص هاي مركزي با استفاده از 

( )XF x ) با استفاده از )YF y 3۰۶محاسبه 

3۰7تابع مولد گشتاور

3۰۹تابع توزيع توأم

3۰۹تابع توأم گسسته

3۱۰تابع توأم پيوسته

3۱۱محاسبه احتمال در توابع توأم

3۱4تابع حاشيه اي )كناره اي(

3۱۶محاسبه اميد و واريانس در توابع توأم

3۱7استقلال دو متغير تصادفي

3۲3تابع توزيع تجمعي توأم

3۲4تابع احتمال شرطي

3۲۶اميد رياضي شرطي
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35۰خواص ضريب همبستگي
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3۶7پاسخ هاي  تشريحي
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  علم آمار
کننده اطلاعاتی خاص  واژه آمار دو مفهوم کاملاً متفاوت دارد؛ در اصطلاح عام، آمار عبارت است از اعداد و ارقام معناداري که بیان

اي از  اما مفهوم تخصصی آن یعنی علم آمار، مجموعه. مانند جمعیت یک کشور، تعداد خانوارهاي یک شهر یا درآمد سرانه هستند
  .گیرد بندي، تلخیص، تجزیه و تحلیل و تفسیر اطلاعات مورد استفاده قرار می آوري، طبقه هاست که براي جمع شرو

  جامعه و نمونه
اي از عناصر مورد نظر است که حداقل یک  مجموعه (Population)جامعه . شود اطلاعات آماري، از یک جامعه آماري حاصل می

اي را  اند، جامعه  گرفته17براي مثال دانشجویانی که در درس آمار نمره بالاتر از. داشته باشند) صفت مشخصه(صفت مشترك 
  .هاست ، صفت مشترك آن17دهند که نمره بالاتر از تشکیل می

پذیر باشد؛  اي محدود و پایان  آن، مجموعهاي است که عناصر جامعه جامعه آماري محدود. جامعه آماري، محدود یا نامحدود است
پایان باشد؛ مانند  اي نامحدود یا بی اي است که عناصر آن، مجموعه جامعه جامعه آماري نامحدود. مانند تعداد کارمندان یک شرکت

  .ها هاي تمام اقیانوس تعداد ماهی

  گیري؟ سرشماري یا نمونه
توان از  ود یا نامحدود بودن جامعه بستگی دارد؛ اگر جامعه محدود باشد، اغلب میبه محد) آمارگیري(آوري اطلاعات از جامعه  جمع

که جامعه نامحدود باشد، اغلب  استفاده کرد؛ اما درصورتی) آوري اطلاعات مورد نظر از تمام عناصر جامعه جمع(سرشماري 
گیر است؛  سرشماري بسیار پرهزینه و وقتشود زیرا یا دسترسی به تمام عناصر جامعه ممکن نیست و یا  سرشماري انجام نمی

در چنین شرایطی، .  داردمقدار ثابتی است، هرچند در هر لحظه مجهول همواره در جامعه )شاخص مورد نظر(پارامتر بنابراین 
تعداد محدودي از عناصر جامعه است که تمام خصوصیات  (Sample)نمونه . شود گیري انجام می آوري اطلاعات با نمونه جمع

  .جامعه را دارد) هاي ویژگی(

ü دقت کنید!  
  .دهند  نشان میn و اندازه نمونه را باNاندازه جامعه را با

 فصل
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ل اگر براي مثا.  گویند)Parameter(پارامتر به دست آید، به آن ) سرشماري(اگر شاخصی از جامعه با آمارگیري از تمام عناصر آن 
آموزان آن کشور حاصل شود، پارامتر جامعه به دست  گیري قد تمام دانش آموزان یک کشور با استفاده از اندازه میانگین قد دانش

  .آمده است
 )زننده برآوردکننده، تخمین(آماره  به دست آید، به آن )گیري نمونه(اگر شاخصی از جامعه با آمارگیري از بخشی از عناصر آن 

(Statistic)آموزان آن کشور حاصل  گیري قد بعضی از دانش آموزان یک کشور با اندازه براي مثال اگر میانگین قد دانش.  گویند
  .اي براي پارامتر جامعه است آید که برآوردکننده اي به دست می شود، آماره

شود، مقدار   میاختیارط مختلف جامعه  به صورت تصادفی از نقاه است، اما ازآنجاکه نمونمعلومطبیعی است مقدار آماره همواره 
درنتیجه بدیهی است اگر بخواهیم .  استمتغیر تصادفیکند و بنابراین یک  از یک نمونه به نمونه دیگر تغییر می) آماره(آن 

لاً بتوانیم میزان  کنیم تا اوآزمونها را  را به پارامتر جامعه تعمیم دهیم، باید آن ) ها آماره(گیري  آمده از نمونه دست هاي به شاخص
ها بهترین شاخصی را پیدا کنیم که بتواند تقریب نزدیکی از  ها را محاسبه کنیم و ثانیاً بتوانیم از بین آن خطا در هر یک از آماره

  .پارامتر جامعه باشد
  :نتیجه

  

  آزمون کردن مشخصات شاخص شاخص آمارگیري گروه
)پارامتر  سرشماري  امعهج )θ  نیاز ندارد   مجهولـ )عدد (ثابت.  

))برآوردکننده(آماره   گیري نمونه  نمونه )θ̂   نیاز دارد    معلومـمتغیر( )n 1≥  
 

 یک از موارد زیر قابل محاسبه هستند؟ پارامترها به کمک کدام  مثال
  جامعه و نمونه) 2    جامعه) 1
  .ایط تحقیق بستگی داردبه شر) 4    نمونه) 3

 .  درست است1گزینه  : حل

  مسیر توسعه علم آمار
  :شود از نظر موضوعی مسیر توسعه علم آمار به سه مرحله تقسیم می

  (Descriptive Statistics)ـ آمار توصیفی 1
استفاده قرار هاي آماري مورد  بندي، تلخیص و نمایش داده آوري، طبقه هایی که در جمع آمار توصیفی عبارت است از روش

هاي جامعه  شاخصدر این بخش از علم آمار، با محاسبه . کنندگان به سادگی قابل فهم باشد گیرد؛ به طوري که براي استفاده می
  .شود بدون آنکه استنباطی درباره اطلاعات صورت گیرد  پرداخته میتوصیف جامعه فقط به سرشماري از طریق )پارامترها(

  :یآمار توصیفبنابراین در 
  

   سرشماري:نوع آمارگیري   محاسبه پارامترهاي جامعه:هدف   توصیف جامعه:موضوع
 

 نامند؟ اي از تمام مشاهدات جامعه استفاده شده است، آن را چه می براي بررسی فرضیه  مثال
  همبستگی) 4  آمار پارامتریک) 3  آمار استنباطی) 2  آمار توصیفی) 1

  . درست است1گزینه  : حل
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  (Inferential Statistics)ـ آمار استنباطی 2
) تخمین(، سپس به کمک برآورد شدهگیري از جامعه محاسبه  از طریق نمونه) ها آماره(هاي نمونه  در آمار استنباطی ابتدا شاخص
به طور کلی در مباحث آماري، هر جا سخن از . شوند به پارامترهاي جامعه تعمیم داده می) ها آماره(و آزمون، نتایج حاصل از نمونه 

  .خوانند تنباط و استنتاج باشد، آن را آمار استنباطی میاس
  :آمار استنباطی در بنابراین

  

  گیري  نمونه:نوع آمارگیري  ها به پارامترها ها و تعمیم آن  محاسبه آماره:هدف   استنباط پارامتر جامعه از آماره نمونه:موضوع
  

آمار «بندي علم آمار به  باعث تقسیم) پارامتر و آماره(ل از آن و نتایج حاص) گیري سرشماري و نمونه(تفاوت در نوع آمارگیري 
  .شده است» آمار استنباطی«و » توصیفی

  (Non-Parametric Statistics)آمار ناپارامتریک ـ 3
هدات  هستند و مشا)پیوسته(کمی  متغیرها داراي مقیاس آمار پارامتریکدر . شود این نوع آمار در مقابل آمار پارامتریک بیان می

منحنی نرمال نمایشی از قرار گرفتن عناصر جامعه است که در آن تمام عناصر، حول (کنند   تبعیت مینرمال) توزیع(منحنی از 
  هستند و چون دقیقاً قابلمقیاس کیفی بیشتر متغیرها داراي آمار ناپارامتریک، اما در )متقارن هستند) میانگین جامعه(مرکز 
 .شود خوانده می آزاد از توزیعاین نوع آمار، . کنند یچ توزیع آماري پیروي نمیهگیري نیستند، از  اندازه

  :آمار ناپارامتریکبنابراین در 
  یتغیرهاي کیف م:موضوع

  .)به توزیع نرمال و هیچ توزیع مشخصی وابسته نیستند( آزاد از توزیع :مشخصات
  :آمار پارامتریکو در 

   متغیرهاي کمی:موضوع
  .کند نرمال تبعیت می از توزیع :مشخصات

 چه نوع آماري آزاد از توزیع است؟  مثال
  استنتاجی) 4  ناپارامتریک) 3  پارامتریک) 2  توصیفی )1

 . درست است3گزینه  : حل
  .آمار ناپارامتریک خارج از حوزه بحث این کتاب است. شود  بررسی می6 و 5هاي  آمار توصیفی در این فصل و آمار استنباطی در فصل

  (Attribute) صفت
 و به دو بخش تقسیم است، صفت نامیده شدهیت یا کیفیتی که متعلق به عناصر جامعه آماري کم :تعریف

  .و صفت متغیر) مشخصه، مشترك( صفت ثابت :شود می

  )مشخصه، مشترك (ثابتصفت ـ 1
آموز   دانش مانند صفت،کند  و افراد جامعه را از جوامع دیگر متمایز میاستکه میان افراد جامعه مشترك است   یا موضوعیصفت
  .آموزان یک کشور  دانش براي جامعهبودن
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  کدام تعریف براي صفت مشخصه درست است؟  مثال
  .کند گیري آن از فردي به فرد دیگر تغییر می صفتی است که اندازه) 1
  .گیري است صفتی است که قابل اندازه) 2
  .صفتی مشترك براي افراد جامعه است) 3
  .صفتی که قابل شمارش باشد) 4

 . درست است3گزینه  : حل

  صفت متغیرـ 2
آموزان،  مانند قد دانش ،کند گیري آن در یک جامعه آماري، اعضاي جامعه را از هم متمایز می صفت یا موضوعی است که اندازه

  .شود نامیده می (Variable)متغیر  ،در مباحث آماري، این صفت. حقوق کارمندان، تعداد غایبین کلاس و گروه خونی افراد شهر

   متغیرهاانواع
  :بندي می شوند  باشند یا نباشند، به صورت زیر دستهگیري قابل اندازهمتغیرها، بر این اساس که 

  )گیري یا شمارش قابل اندازه(ـ متغیر کمی 1
  )گیري غیر قابل اندازه(ـ متغیر کیفی 2

   متغیرهاي کمیـ1
را به ) اعشاري یا صحیح(عددي توان  گیري یا شمارش هستند و همواره می متغیرهایی که قابل اندازه :تعریف

  .شوند ها نسبت داد، متغیرهاي کمی نامیده می آن
 افراد سن حرارت شهرهاي یک منطقه، درجه افراد یک کلاس، وزن افراد یک شهر، قد مانند گیري قابل اندازهمتغیرهاي کمی 

  . آلودگی هوامیزان زلزله و شدتهاي شهر،   خانهمتراژبازنشسته، 
غایبین یک تعداد تخلفات رانندگی و تعداد زنبورهاي یک کندو، تعداد،   افراد خانوادهتعدادمانند قابل شمارش ی متغیرهاي کم 

  .کلاس
گیري، قد افراد یک شهر   بعد از اندازه،گیري یا شمارش حتماً دامنه معینی دارد؛ براي مثال در این متغیرها عدد حاصل از اندازه

  . نفر باشد20 تا10تواند بین متر باشد یا بعد از شمارش، تعداد غایبین یک کلاس می  سانتی200 تا150تواند بین می

  انواع متغیرهاي کمی
دو ، به خیراختیار کنند یا ) بین دو عدد دلخواه(له محدود  بتوانند هر مقداري را در یک فاصکهاساس  این برمتغیرهاي کمی، 

  .متغیرهاي کمی گسسته و متغیرهاي کمی پیوسته :شوند میدسته تقسیم 

  متغیرهاي کمی پیوسته) الف
را اختیار کرد، بتواند هر مقدار بین آن دو را نیز اختیار کند؛  bو aکه هرگاه دو مقدار یک متغیر کمی را پیوسته گویند، درصورتی

 کیلوگرم باشد، 60 تا50براي مثال اگر وزن افراد یک کلاس بین. به عبارت دیگر، عدد اعشاري براي آن مفهوم داشته باشد
باشد؛ بنابراین وزن، یک متغیر کمی ) 53 یا53.75 یا52.5مانند( کیلوگرم 60 تا50بینتواند هر عددي  گاه وزن یک فرد می آن

  .پیوسته است
]توانند تمام مقادیر یک بازه  ند قد، وزن، درجه حرارت، سن و متراژ که می مانگیري متغیرهاي کمی قابل اندازه تمام :نتیجه ]a , b 

  . هستندکمی پیوستهرا اختیار کنند، متغیرهاي 
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  متغیرهاي کمی گسسته) ب
را اختیار کرد، نتواند هر مقدار بین آن دو را اختیار کند؛ به  bو aکه هرگاه دو مقدار یک متغیر کمی را گسسته گویند، درصورتی

 ،براي مثال. آن دسته از متغیرهاي کمی که پیوسته نباشند، گسسته هستند. عبارت دیگر، عدد اعشاري براي آن مفهوم نداشته باشد
 نفر 4یکی از روزهاي هفته کلاسدر  نفر باشد، ممکن است 7 نفر و در پایان هفته3اگر تعداد غایبین یک کلاس در ابتداي هفته

  .ت گسسته اسنفر باشد؛ بنابراین تعداد غایبین، یک متغیر کمی 4.5 تعداد غایبینغایب داشته باشد، اما ممکن نیست
توانند   غایبین کلاس که نمیتعداد تخلفات رانندگی و تعداد افراد خانواده، تعداد مانند متغیرهاي کمی قابل شمارش تمام :نتیجه

]تمام مقادیر بازه  ]a , b ی گسسته را اختیار کنند، متغیرهستند کم.  

   متغیرهاي کیفیـ2
 شمارش نیستند و فقط ممکن است به نوع یا ترتیب خاصی تعلق گیري یا متغیرهایی که قابل اندازه :تعریف

 .شوند داشته باشند، متغیرهاي کیفی نامیده می

)مانند گروه خونی )O, AB, B,A ، مراحل زندگی )آزاد یا دولتی(، شغل )سالم یا معیوب(، کیفیت کالا )دیم یا آبی(نوع کشت ،
  ).درآمد، کم درآمد پردرآمد، متوسط(، سطح درآمد ...)دبستان، راهنمایی، دبیرستان، (مراحل تحصیل ، ...)کودکی، نوجوانی، جوانی و (

  انواع متغیرهاي کیفی
متغیرهاي  :شوند  میدو دسته تقسیم به خیر،ها وجود داشته باشد یا  متغیرهاي کیفی بر این اساس که یک ترتیب طبیعی بین آن

  .متغیرهاي کیفی اسمی و کیفی ترتیبی

  متغیرهاي کیفی ترتیبی) الف
درآمد،  پردرآمد، متوسط«، »خوب، متوسط، ضعیف«، »بالا، وسط، پایین«در این متغیرها یک نوع ترتیب طبیعی وجود دارد؛ مانند 

  .»...دبستان، راهنمایی، «، »... کودکی، نوجوانی، «، »کم درآمد

  متغیرهاي کیفی اسمی) ب
 پذیر نیست؛ مانند گروه خونی اي بین متغیرها امکان ی وجود ندارد و هیچ مقایسهدر این نوع متغیرها هیچ نوع ترتیب

( )O, AB, B,A آزاد یا دولتی(، شغل.(  

  انواع متغیرها در یک نگاه
  پیوسته) الف

  ـ کمی1




  
  گسسته) ب
  ترتیبی) الف

  متغیرها







  
  یـ کیف2





  
  اسمی) ب
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  مقایسه متغیرهاي کمی و کیفی
  .ها قابل تعمیم به جامعه است گیري، دقت بیشتري دارند و نتایج حاصل از آن متغیرهاي کمی به دلیل قابلیت اندازه

   : حل    .نوع هر یک از متغیرهاي زیر را مشخص کنید  مثال
  کیفی اسمی  ←  موجود در یک نمایشگاه اتومبیلهاي  رنگ اتومبیل) الف
  کمی پیوسته  ←  مقاومت یک ترانزیستور) ب
  کیفی ترتیبی  ←  )سواد باسواد، بی(وضع سواد ) ج
  کمی گسسته  ←  تعداد شکایات رسیده به یک پاسگاه پلیس) د
  کمی پیوسته  ←  درآمد دانشجویان شاغل) ه
  کیفی اسمی  ←  وضعیت تأهل کارمندان یک شرکت) و
  کمی پیوسته  ←  کننده در یک دوره هنري سن دانشجویان شرکت) ز
  کمی گسسته  ←  کننده به یک پزشک در طول روز بیماران مراجعهتعداد ) ح
  کیفی ترتیبی  ←  )دیپلم، کارشناسی، کارشناسی ارشد(میزان تحصیلات افراد یک شهر ) ط
  کمی پیوسته  ←  گنجایش آب یک تانکر) ي

 (Scale)مقیاس 
  :اند از ها عبارت ؛ این مقیاسگیري هستند هاي مختلف، قابل اندازه با توجه به مقیاس) کمی و کیفی(انواع متغیرها 

  )اي طبقه(ـ مقیاس اسمی 1
  )اي رتبه(ـ مقیاس ترتیبی 2
  اي ـ مقیاس فاصله3
  )نسبی ـ کسري(ـ مقیاس نسبتی 4

  (Nominal Scale)) اي طبقه( مقیاس اسمی ـ1
کند، مقیاس اسمی نامیده  افراد یا اشیا استفاده می) بندي طبقه(بندي  گیري که از علایم یا اعداد براي گروه ترین روش در اندازه ساده
  .ها را مشخص کرد توان فاصله میان آن د و به هیچ وجه نمینشو  در این مقیاس، تنها عناصر جامعه از یکدیگر جدا می.شود می

)مانند گروه خونی افراد )O, AB, B,Aیا شماره لباس بازیکنان بسکتبال   
  :خصوصیات

üترتیب ندارد .  
üکند  فاصله را مشخص نمی.  
ü ندارد) مطلق یا قراردادي( مبدأ صفر.  

  .رود به کار میکیفی متغیرهاي گیري  براي اندازه :کاربرد

 (Rank Scale)) اي رتبه( مقیاس ترتیبی ـ2

  .گاه یک مقیاس ترتیبی خواهیم داشت ها با مقیاس اسمی یک نوع ترتیب طبیعی وجود داشته باشد، آن که بین داده درصورتی
بالا، «قات یک ساختمان ، طب»درآمد، پردرآمد کم درآمد، متوسط«، سطح درآمد »...دبستان، راهنمایی، «مانند سطوح تحصیلی

  .»وسط، پایین
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  :خصوصیات
üترتیب دارد .  
üکند  فاصله را مشخص نمی.  
ü ندارد) مطلق یا قراردادي( مبدأ صفر.  
üتري است  نسبت به مقیاس اسمی، مقیاس قوي.  

 برايها را مشخص کند،  تواند فاصله بین داده کند، اما چون نمی ها را مشخص می  هرچند این مقیاس ترتیب بین داده:کاربرد
  .رود میمتغیرهاي کیفی به کار گیري  اندازه

  (Interval Scale)اي   مقیاس فاصلهـ3
ه بر آن بتواند فاصله بین هر دو مقدار دلخواه را با معیار اگر یک مقیاس، تمام مشخصات مقیاس ترتیبی را داشته باشد و علاو

  .شود اي نامیده می تر از مقیاس ترتیبی خواهیم داشت که مقیاس فاصله مشخصی به دست آورد، مقیاسی قوي
  :خصوصیات

üترتیب دارد .  
üکند  فاصله را مشخص می.  
ü  شود، نقطه  گیري درجه حرارت استفاده می گراد و فارنهایت که براي اندازه براي مثال، در دو مقیاس سانتی(صفر قراردادي دارد

  .)صفر یکسان نیست و در هر یک به طور اختیاري و قراردادي انتخاب شده است
üصفر مطلق ندارد .  
üبراي مثال.  نسبت هر دو عدد، مستقل از واحد و مستقل از نقطه صفر است:  

1010  فارنهایتگراد  سانتی 
2=  

5هایت فارن 
  =2  و

5گراد  سانتی 
  

  .رود کار می  بهیرهاي کمی متغگیري  اندازهها، براي  گیري فاصله بین داده  با توجه به قابلیت اندازه:کاربرد

 (Ratio Scale)) نسبی ـ کسري( مقیاس نسبتی ـ4

باشد، به ) واقعی(د و علاوه بر آن داراي نقطه صفر مطلق اي را داشته باش در شرایطی که یک مقیاس تمام مشخصات مقیاس فاصله
  .شود آن مقیاس نسبتی گفته می

  .داراي مقیاس نسبتی بوده که همگی داراي صفر مطلق هستند... متر و  واحدهاي پوند، گرم، کیلوگرم، متر، سانتی
  :خصوصیات

ü ترتیب دارد.  
üکند  فاصله را مشخص می.  
üصفر قراردادي و مطلق دارد .  
üبراي مثال.  نسبت هر دو عدد، مستقل از واحد و مستقل از نقطه صفر است:  

  10cm 10km2 , 2
5cm 5km

= =  

  .رود میکار  رهاي کمی بهمتغیگیري  اندازهترین مقیاس براي   به عنوان قوي:کاربرد
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  ها رابطه بین مقیاس
  متغیرهاي کیفی    متغیرهاي کمی

              

  مقیاس اسمی  >>  مقیاس ترتیبی  >>  اي مقیاس فاصله  >>  مقیاس نسبتی
↓            ↓  

  ترین مقیاس ضعیف            ترین مقیاس قوي
  
  

  مراتب
  مقیاس

  )واقعی(صفر مطلق   صفر قراردادي  فواصل  ترتیب

  ندارد  ندارد  ندارد  ندارد  اسمی
  ندارد  ندارد  ندارد  دارد  اي رتبه
  ندارد  دارد  دارد  دارد  اي فاصله
  دارد  دارد  دارد  دارد  نسبی

  
 

 هاي زیر صفر مطلق دارد؟ یک از مقیاس کدام  1مثال
  اي رتبه) 4  اي فاصله) 3  اسمی) 2  نسبی) 1

 .  درست است1گزینه  : حل

 )84 ، 83حسابداري ـ (  دار است؟رگیري برخو هاي بهتري براي اندازه کدام مقیاس از ویژگی  2مثال
  اي رتبه) 4  اسمی) 3  اي فاصله) 2  نسبی) 1

 .  درست است1گزینه  : حل

  مقیاسی است؟وزن محصولات یک کارخانه داراي چه نوع  3مثال
  اي فاصله) 4  اسمی) 3  نسبی) 2  اي رتبه) 1

  .  درست است2گزینه  : حل

  مراحل تحقیقات آماري
  :توان به ترتیب زیر بررسی کرد مجموعه مراحل اساسی هر پژوهش آماري یا تحقیق علمی را می

  گذاري هدف: مرحله اول
  ها آوري داده جمع: مرحله دوم 
  ها تجزیه و تحلیل داده: مرحله سوم

  ها بیان یافته: مرحله چهارم
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 )86حسابداري و مدیریت ـ (  اولین مرحله در هر تحقیق علمی یا پژوهش آماري کدام است؟  مثال
  سازي فرضیه) 2    ها آوري داده جمع) 1
  ها تحلیل یافته) 4    گذاري هدف) 3

 . درست است3گزینه  : حل

  هاي مدیریتی عناصر اصلی در پژوهش
  :ی وجود داردهاي مدیریت دو عنصر اصلی در پژوهش

  .شود و راهنماي مطالعات جدید است ها و نظریات گذشته استنتاج می ها از پژوهش  این فرضیه:هاي تحقیق  فرضیهـ1
هاي تحقیق را براي پژوهشگران فراهم  گیري و مشاهده فرضیه  این متغیرها امکان اندازه:ها  متغیرهاي لازم براي آزمایش فرضیهـ2
  .کنند می

   براي پژوهشمتغیرهاي لازم
  .شود  متغیري که مقدار آن ممکن است از یک عضو به عضو دیگر تغییر کند، متغیر خصیصه نامیده می:متغیر خصیصه) الف
  .شود  متغیري که معلول احتمالی یا فرضی است، متغیر وابسته، پاسخ یا برونداد نامیده می:متغیر وابسته) ب
 .شود ا فرضی متغیر وابسته است، متغیر مستقل، محرك یا درونداد نامیده می متغیري که علت احتمالی ی:متغیر مستقل) ج

آید و مورد  شود، تحت کنترل درمی کنند که توسط محقق انتخاب می در حالت کلی متغیر مستقل را به عنوان متغیري تعریف می
  .گیرد سنجش قرار می

  .شود کننده نامیده می غیر مستقل و وابسته ببینیم، متغیر تعدیل متغیري که بخواهیم تأثیر آن را در مت:کننده متغیر تعدیل) د
  .کند شود و ارتباط بین متغیر مستقل و متغیر وابسته را تعدیل می کننده در تحقیق اعمال می متغیر تعدیل

  .شود رود، متغیر کنترل نامیده می  و از بین میشدهها خنثی   متغیري که تأثیرش در پژوهش:متغیر کنترل) ه

  کننده و کنترل فاوت متغیرهاي تعدیلت
گیرد، اما در متغیرهاي کنترل لازم است تأثیر  کننده تأثیر متغیر همواره مورد مطالعه و بررسی قرار می در متغیرهاي تعدیل

  .از بین برودو شود  متغیرها در مطالعه خنثی 

 کننده تفاوت دارد؟ د با متغیرهاي تعدیلرو ها از بین می یک از متغیرهاي زیر از این لحاظ که تأثیرات آن کدام  مثال
  کنترل) 4  پاسخ) 3  وابسته) 2  مستقل) 1

  . درست است4گزینه  : حل
  : براي درك بیشتر متغیرها بهتر است به مثال زیر توجه کنید:مثال مفهومی

روزانه رشته کار معدل دانشجویان  براي این. خواهیم تأثیر محل سکونت را بر معدل دانشجویان بررسی کنیم فرض کنید می
اي از  کنند و همچنین عده اي خارج از خوابگاه زندگی می اي از دانشجویان در خوابگاه و عده دانیم که عده می. یابیم مدیریت را می

 متغیر مستقل، )خوابگاهی، غیرخوابگاهی( دانشجویان محل سکونتدر این تحقیق متغیر . اي پسر هستند دانشجویان دختر و عده
  . استمتغیر وابسته، »معدل دانشجویان« که مستقیماً تحت تأثیر متغیر مستقل است یعنی است و متغیري

  

  متغیر مستقل  
  )محل سکونت(

 ]علت[
  

  

  متغیر وابسته
  )معدل(
  ]معلول[
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 ندهکن تعدیلمتغیر ) دختر و پسر (جنسیتدهد، یعنی   اثر متغیر مستقل بر متغیر وابسته را تغییر می،متغیري که بنا بر فرض
  .است؛ مثلاً ممکن است محل سکونت در معدل دختران تأثیر بیشتري داشته باشد تا در معدل پسران

  

  
  

دانشجوي روزانه رشته شود و تأثیرش در طول تحقیق خنثی است، یعنی  اما متغیري که در طول تحقیق ثابت نگه داشته می
  . استکنترل بودن، متغیر مدیریت

  . نیز استخصیصه دانشجویان متغیر معدلتوجه کنید که در این تحقیق، 

  کننده با متغیر مستقل تفاوت و شباهت متغیر تعدیل
نظر، متغیر  از این . کند چنین عمل میطورکه متغیر مستقل  گذارد، درست همان کننده بر دستاورد تحقیق تأثیر می متغیر تعدیل

تواند متغیر مستقل را تحت کنترل  کننده کنترل ندارد؛ یعنی محقق می است، اما متغیر تعدیلکننده شبیه متغیر مستقل  تعدیل
تواند جنسیت دانشجویان را تحت کنترل درآورد؛ بنابراین متغیر  براي مثال، محقق نمی. تواند کننده را نمی درآورد، اما متغیر تعدیل

تواند توسط   نمیگذارد و با متغیر مستقل تفاوت دارد زیرا قیق تأثیر میکننده شبیه متغیر مستقل است؛ زیرا بر نتیجه تح تعدیل
  .محقق کنترل شود

  و گروه آزمایش) شاهد(گروه گواه 
آموزان  خواهیم تأثیر کلاس تقویتی ریاضی را در دانش فرض کنید که می. بهتر است با طرح یک مثال این دو گروه را معرفی کنیم

کنیم و سپس گروهی را به کلاس  آموزان کلاس را به دو گروه مساوي تقسیم می کار دانش نبراي ای. یک کلاس بررسی کنیم
اند درواقع  گروهی که به کلاس تقویتی رفته. فرستیم فرستیم و گروهی دیگر را ثابت نگه داشته و به کلاس تقویتی نمی تقویتی می

  .اند، گروه گواه و یا شاهد هستند  کلاس تقویتی نرفتهاند و گروهی که ثابت نگه داشته شده و به مورد آزمایش واقع شده
  .شده را با گروه گواه که از ابتدا ثابت مانده و تغییري روي آن اعمال نشده، مشاهده کنیم توانیم تغییرات گروه آزمایش ما از این طریق می

  . از یکدیگرندمستقلتوجه کنید که دو گروه آزمایش و گواه کاملاً 

هاي  گروه فرضیه. ی یک دوره آموزش مدیریت، از یک گروه گواه و یک گروه آزمایش استفاده شده استدر بررسی اثربخش  مثال
 )85حسابداري و مدیریت ـ (  اند؟ این نوع تحقیق چگونه

  توصیفی) 4  جورشده) 3  مستقل) 2  همبسته) 1

 . درست است2گزینه  : حل

 پسرها

 متغیر وابسته متغیر مستقل

 هادختر
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 (Statistics Data)هاي آماري  داده

هاي  آیند، داده به دست می... گیري، آزمایش، مشاهده و   جامعه یا نمونه آماري که با استفاده از اندازههاي صفت متغیر عناصر اندازه
  .شوند آماري نامیده می

  .گیرند بندي نشده قرار می بندي شده و طبقه هاي آماري در دو گروه طبقه داده

  بندي نشده هاي طبقه  دادهـ1
N)اولیه(هاي خام  داده :تعریف 2 1x ,..., x , xگیري صفت متغیر عناصر جامعه به دست   که از طریق اندازه

  . شوند بندي نشده نامیده می هاي طبقه اند، داده بندي نشده آید و گروه می

10 نفر از اهالی یک محله7براي مثال، سن , 30 , 10 , 15,10 , 20 ,  .دان بندي نشده ها طبقه  است؛ این داده10

  بندي شده هاي طبقه  دادهـ2
یک روش تقریبی براي . بندي مشاهدات، عوامل مختلفی از جمله تعداد مشاهدات و تجربیات آمارگر تأثیر دارند در طبقه

  :بندي مشاهدات به شرح زیر است طبقه

) دامنه تغییرات مشاهداتـ1 )Rشود  به روش زیر محاسبه می:  
)ترین مشاهده  بزرگ−ن مشاهدهتری کوچک   ) ( )i iR max x min x= − =  

) تعداد طبقاتـ2 )kشود  با یکی از دو روش تجربی زیر محاسبه می) :N=تعداد مشاهدات(  
  1) k 1 3.32 log N= +  

  2) k N=  
  . که هر دو رابطه تقریبی هستند و بر یکدیگر برتري ندارنددقت کنید

) فاصله طبقاتـ3 )Iشود  به روش زیر محاسبه می:  
  دامنه تغییرات
  تعداد طبقات

RI
k

= =  

 به عدد 0.5بالاتر از . (کنیم ترین عدد صحیح گرد می ه نزدیکاگر حاصل تقسیم بالا اعشاري شود، براي راحتی محاسبات، آن را ب
  .)شود  به عدد صحیح قبلی گرد می0.5تر از صحیح بعدي و پایین

ها  بندي داده  باشد، تعداد طبقات جدول طبقه25فاصله طبقات و 400 و200اگر حداقل و حداکثر مشاهدات به ترتیب  مثال
 کدام است؟

1( 16  2 (8  3 (5  4 (25  

 . درست است2گزینه  : حل
R) دامنه تغییرات(  R 200k 8

I 25
→ = = =  

k) تعداد طبقات(  
I   )فاصله طبقات(=

( ) ( )i iR max x min x 400 200 200= − = − = 
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  حدود طبقات
  :توان طبقات را به صورت زیر نشان داد گاه می  تقسیم شده باشند، آنIطبقه با فاصله kچنانچه مشاهدات جامعه به

  
  

k kL U−    i iL U−    1 1L U−  C L−) حدود طبقات(  
            

i(است و به صورت ) حد بالاي طبقه (iUو) حد پایین طبقه (iLام حدود طبقه شاملiدر هر طبقه مانند طبقه iL U − در 
  .شود نظر گرفته می

درنتیجه اطلاعات مربوط به هر طبقه شامل حد . شود حد پایین طبقه، بسته و حد بالاي طبقه، باز است طور که دیده می همان
)پایین طبقه )iLتا قبل از حد بالاي طبقه ( )iUاست .  

  :ده استبندي ش ت به صورت زیر طبقهبراي مثال، سن افراد یک شرک
 

40 50− 30 40−  20 30−  C L−)حدودطبقات(  
  تعداد   نفر5   نفر6   نفر9

  

5در این جدول  20 نفر>30 ≤ ،6 30 نفر>40 9 و≥ 40 نفر>50   . قرار دارند≥

  طبقات گسسته و پیوسته
 در غیر این صورت، و طبقات، پیوسته باشد حد پایین طبقه بعد، حد بالاي هر طبقه همان  یک جدول طبقات متوالیاگر در

  . هستندطبقات، گسسته
  :براي مثال  طبقات گسسته  طبقات پیوسته
1 3 ,  3 5 ,  5 7− − −  1 3 ,  4 6 ,  7 9− − −  

  پیوسته کردن طبقات
 تقسیم کرده و به ترتیب آن را از حد پایین هر 2ربراي پیوسته کردن طبقات گسسته کافی است فاصله بین دو طبقه متوالی را ب

  .طبقه کم و به حد بالاي طبقه اضافه کنیم

  :براي مثال
4 3 7 6 0.5

2 21 3 , 4 6 , 7 9 0.5 3.5 , 3.5 6.5 , 6.5 9.5
− −

= =
− − − → − − −  

ü دقت کنید!  
  .هاي آماري ابتدا باید طبقات پیوسته شوند، سپس شاخص مورد نظر بررسی شود در محاسبه شاخص

   طول طبقات، عرض طبقاتفاصله طبقات،
R) دامنه تغییرات(  
k) تعداد طبقات(  

: I   فاصله طبقات=

  )دسته(طول طبقات =تفاوت دو حد پایین یا دو حد بالا در دو طبقه متوالی  

  عرض طبقات=لاي طبقه از حد پایین طبقهتفاوت حد با  
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 :البراي مث

10 8 13 11 2= − = −    عرض طبقات=

11 8 13 10 3= − = −    طول طبقات=
13 8 5 2.5 3

2 2
−

= = = فاصله طبقات   

: 8 10 ,  11 13



− − → 




  طبقات گسسته

 

7 4 10 7 3= − = −   عرض طبقات =

7 4 10 7 3= − = −    طول طبقات=
10 4 3

2
−

=    فاصله طبقات=

: 4 7 ,  7 10



− − → 




  طبقات پیوسته

  :نتیجه
  .است» طول طبقات«= » فاصله طبقات« همواره ـ1
  .است» عرض طبقات«= » طول طبقات«= » فاصله طبقات« اگر طبقات پیوسته باشند، ـ2

90اگر   مثال 80 و−99  )83حسابداري ـ (  بندي شده باشند، فاصله طبقات کدام است؟  دو طبقه متوالی از یک جدول طبقه−89
  کدام هیچ) 4  10)3  9.5)2  9 )1

 . درست است3نه گزی : حل
99  دامنه تغییرات 80 9.5 10

2
−

= =   تعداد طبقات  
  فاصله طبقات=

  

90 80 10= −     تفاضل حد پایین دو طبقه متوالی=
  طول طبقات  یا

99 89 10= −   الاي دو طبقه متوالی تفاضل حد ب=




= 



  
  

 (Middle of Classes)) متوسط طبقات(مرکز طبقات 

گیرند از نظر اندازه صفت متغیر مورد نظر تفاوت  بندي مشاهدات، سعی بر آن است اعضایی که در یک طبقه قرار می در طبقه
حال .  داراي یک اندازه مشترك دانستتوان اعضاي یک طبقه را چندانی با هم نداشته باشند؛ به عبارت دیگر با کمی اغماض می
توان به هر یک از اعضاي طبقه نسبت داد، وسط طبقه  اي که می اگر بخواهیم این اندازه مشترك را به دست آوریم بهترین اندازه

  .شود  نامیده میمرکز طبقهاست که 
iبندي شده با طبقاتی به صورت  اگر یک جدول طبقه iL U−) بالاي طبقهحد i−حد پایین طبقهi (گاه براي  مفروض باشد، آن

  :کنیم محاسبه مرکز هر یک از طبقات به صورت زیر عمل می
  

i  i)ایین طبقهحد پ+i)  (حد بالاي طبقه( iL U
2
+

=  
2 

  

i: x   امiمرکز طبقه=
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  :به عبارت دیگر
k kL U

2
+    2 2L U

2
+  1 1L U

2
+  ix) مرکز طبقه(  

k kL U−    2 2L U−  1 1L U−  C L−) حدود طبقات(  
kF   2F  1F  iF) فراوانی مطلق(  

  :براي مثال
10 13 11.5

2
+

=  7 10 8.5
2
+

=  4 7 5.5
2
+

=  1 4 2.5
2
+

=  ix) کز طبقهمر(  

10 13− 7 10−  4 7−  1 4−  C L−  
  

7 9 8
2
+

=  4 6 5
2
+

=  1 3 2
2
+

=  ix) مرکز طبقه(  

7 9− 4 6−  1 3−  C L−  
  طبقات با فواصل نامساوي

. یت کردهاي طبقات را در آن رعا گاهی ممکن است مجموعه اطلاعات آماري طوري باشد که نتوان مسئله مساوي بودن فاصله
براي مثال، فرض کنید بخواهیم حقوق پرداختی به کارمندان شرکتی را در یک جدول توزیع فراوانی خلاصه کنیم و براي این 

  :ممکن است طبقات را به صورت زیر تشکیل دهیم.  هزار تومان در نظر بگیریم200 جدول فاصله طبقه را
   هزار تومان300 هزار تومان تا کمتر از100
   هزار تومان500 هزار تومان تا کمتر از300
   هزار تومان700 هزار تومان تا کمتر از500

  

500 700−  300 500−  100   حدود طبقات  −300
  فراوانی  21  62  17

  

گیرند، این   هزار تومان قرار می500ومان تا کمتر از هزار ت300ولی ازآنجاکه بخش وسیعی از کارمندان شرکت در طبقه
براي بهتر آشکار شدن توزیع حقوق پرداختی شاید ناچار باشیم . دهد بندي، توزیع حقوق پرداختی را به درستی نشان نمی طبقه

  :فاصله طبقات را نامساوي در نظر بگیریم، مانند
  هزار تومان300هزار تومان تا کمتر از 100
   هزار تومان350هزار تومان تا کمتر از 300
  هزار تومان400هزار تومان تا کمتر از 350
   هزار تومان450هزار تومان تا کمتر از 400
   هزار تومان500هزار تومان تا کمتر از 450
   هزار تومان700هزار تومان تا کمتر از 500
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500 700−  450 500−  400 450−  350 400−  300 350−  100   حدود طبقات  −300
  فراوانی  23  11  19  18  14  17

  
قدر فاصله بگیرند که در تنظیم جدول توزیع فراوانی  در مواردي نیز ممکن است یک یا چند مشاهده از توده مشاهدات آماري آن

براي مثال، فرض کنید بخواهیم درآمد کارکنان شرکتی را .  را باز بگذاریممجبور شویم حد پایین طبقه اول یا حد بالاي طبقه آخر
در این شرکت ممکن است مدیرانی وجود داشته باشند که حقوق آنان حدود . بندي کنیم  هزار تومان طبقه50با فاصله طبقات

به کار بردن فواصل طبقاتی مساوي در ساختن جدول توزیع فراوانی . رکنان آن شرکت باشد هزار تومان بیشتر از سایر کا200
  : طبقه جدول برابر صفر شود4 شود که فراوانی حقوق پرداختی این شرکت باعث می

  
650 700−  600 650−  550 600−  500 550−  450 500−  400 450−  350 400−  300 350−  250   حدود طبقات  −300

  فراوانی  25  16  18  0  0  0  0  4  3
  

  :ر نوشتتوان حد بالاي طبقه آخر را باز گذاشت و آن را به صورت زی براي اجتناب از ایجاد چنین حالتی، می
  

400≥ 350 400−  300 350−  250   حدود طبقات  −300
  فراوانی 25 16 18 7

  
  .گیرند  تعداد کمی از جامعه را دربرمی400شود، طبقات بیشتر یا مساوي طور که دیده می مانه

توان مرکز  در جداول با حدود باز، ازآنجاکه حد پایین در طبقه اول، حد بالا در طبقه آخر وجود ندارد و یا هر دو وجود ندارند، نمی
طور که در پایان فصل خواهیم دید، امکان محاسبه بعضی از  انتها یا هر دو محاسبه کرد؛ درنتیجه، همانطبقه را براي طبقات ابتدا، 

  .ها براي این جداول وجود ندارد شاخص
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   (Frequency) فراوانی
 کل نسبت مشاهدات هر طبقه به«یا » )فراوانی مطلق(تعداد مشاهدات هر طبقه «بندي بر اساس  با توجه به آنکه جدول طبقه

  :توان به شرح زیر بررسی کرد تهیه شده باشد، انواع فراوانی را می... یا » )فراوانی نسبی(مشاهدات 

  فراوانی مطلق
نامند و  ام از کل مشاهدات جامعه را فراوانی مطلق میiطبقه یا دسته ) دفعات تکرار(تعداد مشاهدات  :تعریف

  .دهند  نشان میiFبا

  :نکته

  ).ها در جدول است تعداد طبقات یا دسته، k؛ها برابر با حجم کل جامعه است هاي داده مجموع فراوانی(
k

i
i 1

1) F N
=

=∑  

(i2  .)تر یا مساوي صفر است فراوانی مطلق همواره عددي صحیح و بزرگ( F 0≥ 

  انی نسبیفراو
)نسبت فراوانی مطلق هر طبقه یا دسته :تعریف )iFبه کل مشاهدات جامعه ( )Nنامند و   را فراوانی نسبی می

i  .دهند  نشان میifآن را با
i

F
f

N
= 

    :نکته

 ).یا طبقات برابر یک استها  هاي نسبی داده مجموع فراوانی(
k

i 1 k
i 1

1) f f ... f 1
=

= + + =∑  

(i2  .)فراوانی نسبی همواره مقداري بین صفر و یک است( 0 f 1≤ ≤ 

  درصد فراوانی نسبی
 .شود ، درصد فراوانی نسبی نامیده می100ضرب فراوانی نسبی هر طبقه یا دسته در حاصل :تعریف

if 100=   امi درصد فراوانی نسبی داده یا طبقه×
  

  فراوانی تجمعی
نامند و آن را  براي هر دسته یا طبقه، مجموع فراوانی مطلق طبقه و طبقات قبلی را فراوانی تجمعی می :تعریف

با
icFدهند  نشان می. 

i 1 2 icF F F ... F= + + +  
 

 ). استها در جدول تعداد طبقات یا دسته، k ( برابر با حجم کل جامعه است،فراوانی تجمعی طبقه آخر :نکته

  
k

k

i
i 1

cF F N
=

= =∑ 
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  فراوانی نسبی تجمعی
  

ی براي هر دسته یا طبقه، نسبت تجمع مشاهدات طبقه و طبقات قبلی به کل مشاهدات را فراوانی نسب :تعریف
نامند و آن را با تجمعی می

icfدهند  نشان می .
icf از حاصل تقسیم فراوانی تجمعی طبقه به کل مشاهدات به 

 :آید دست می

i

i i

c 1 i
c c i

F F ... F
f f f

N N
+ +

= → = = ∑  
 

 

 .) استها در جدول تعداد طبقات یا دسته ،k (فراوانی نسبی تجمعی آخرین طبقه، یک است :نکته

  
k

k

c i
i 1

f f 1
=

= =∑ 

  :براي مثال، به جدول زیر توجه کنید
  

  15 20− 10 15−  5 10−  0 5−  C L−  
4

i
i 1

F N 100
=

→ = =∑  40  30  20  10  iF  

100  →حجم کل جامعه یا فراوانی تجمعی آخرین طبقه N= 60  30  10  icF  

k

i
i 1

10 20 30 40f 1
100=

+ + +
→ = =∑  40

100
 30

100
 20

100
 10

100
 if  

100  →فراوانی نسبی تجمعی آخرین طبقه 1
100

=  60
100

  30
100

  10
100

  icf  

 
ü دقت کنید!  

هاي  تشخیص اینکه داده. دهند  نشان میrf و فراوانی نسبی را باiF، فراوانی تجمعی را باifدر بعضی از منابع، فراوانی مطلق را با
)دهد، ساده است زیرا فراوانی نسبی عددي بین صفر و یک جدول، چه نوعی از فراوانی را نشان می )i0 f 1≤  و فراوانی مطلق ≥

 . استصفر  یا مساويتر عدد صحیحی بزرگ
 باشد، فراوانی مطلق 24بندي شده زیر، اگر درصد فراوانی نسبی دسته وسط  هاي دسته در جدول فراوانی تجمعی داده  1مثال

 )86برنامه ریزي شهري ـ (  دسته چهارم کدام است؟
1 (14  2 (15  
3 (16  4 (17  

  مرکز دسته  13  15  17  19  21

50  41  a  14  5  فراوانی تجمعی    
 

 . درست است2گزینه  : حل
)ها شده، فراوانی تجمعی دسته آخر برابر حجم داده با توجه به نکته گفته )N است، بنابراین در این سؤال N   . است=50

  

i )فراوانی نسبی(
i

F
f

N
=  

i )درصد فراوانی نسبی(
i

F
f 100 100

N
× = ×  
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3)فراوانی مطلق دسته سوم(  
3 3

F
f 100 24 100 24 F 12

50
= × = → × = →    دسته وسطدرصد فراوانی نسبی=

فراوانی تجمعی دسته سوم (aتوان مقدار  می3Fحال با داشتن
3cF   .را به دست آورد) =

با توجه به اینکه
i i 1c i cF F F

−
= علاوه فراوانی تجمعی دسته  سته به، فراوانی تجمعی هر دسته برابر است با فراوانی مطلق آن د+

  :، داریمقبل
  

3 2c 3 ca F F F 12 14 26= = + = + =  

  :آید، زیرا راوانی مطلق به دست میحال با کامل شدن ردیف فراوانی تجمعی جدول به راحتی ردیف ف
  

i i 1i c cF F F
−

= −  
  

4 34 c cF F F 41 26 15= − = − =  
  

  دسته  اول  دوم  سوم  چهارم  پنجم
50 N= 41  a 26=  14  5  icF  

9  15  12  9  5  iF  
    24      if 100×  

 

ها در طبقه آخر قرار داشته باشند،   داده20%بندي شده باشند و  داده آماري در یک جدول توزیع فراوانی دسته50اگر  2مثال
 فراوانی تجمعی دسته ماقبل آخر کدام است؟

1 (10  2 (40  3 (45  4 (30  

 . درست است2گزینه  : حل
 

: «فراوانی تجمعی دسته آخر با) 1 Nبرابر است»ها تعداد داده  .N)=آخرc(F  
  c(Fآخر=(1.  است1 فراوانی تجمعی نسبی دسته آخر برابر )2
3(

i i 1i c cF F F
−

=    :نکته  −
  









  

4(
i i 1i c cf f f

−
= −  

  

      ماقبل آخر  آخر  
F N 50= =∑  10      iF  

  50  x   icF  
  0.2      if  

  :راه حل اول
c0.2ماقبل آخر→cfماقبل آخر=0.8 1 f→ =   fآخر=cfآخر−cfماقبل آخر−

50 0.8 40= × Nماقبل آخر= f= ماقبل آخر×
c

c c
F

f F
N

= →  

N 50=   cFآخر=
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  :راه حل دوم

N 0.2 50 0.2 10= × = × 0.2آخر= F= آخر→
c

c
F

f f
N

= →  

c10ماقبل آخر→cFماقبل آخر=40 50 F→ =   Fآخر=cFآخر−cFماقبل آخر−
Nآخر=50 F=  









  

 22ها از  داده15%اگر. اند بندي شده  طبقه دسته3 است، در27ها  و بیشترین آن12ها  داده آماري که کمترین آن20  3مثال
 تر باشند، فراوانی مطلق طبقه وسط کدام است؟  کوچک17ها از  داده25%بیشتر و

1 (17  2 (20  3 (15  4 (12  

 .  درست است4گزینه  : حل
  .بقه وسط در کجاي جدول قرار داردابتدا باید جدول توزیع فراوانی را با توجه به اطلاعات مسئله رسم کنیم سپس ببینیم ط

  

R 27 12 15 5
k 3 3

−
= = =   فاصله طبقات=

Rدامنه تغییرات=بیشترین داده−کمترین داده :    

kتعداد طبقات :  









  

  

  طبقه وسط  

i i

12 17 17 22 22 27

f 0.25 0.6 0.15 f 1

↑

− − −

=∑


  

)ها برابر یک است مجموع فراوانی نسبی دادهازآنجاکه  )if 1Σ   :، داریم=

N 0.6 20 12× = × iوسط=fوسط=
i

F
f F

N
= →  

0.15وسط=0.6 1 f+ = ifوسط→ 1 0.25 f= → +∑  
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  ديهاي عد کننده مشخص
  :شوند تقسیم میدسته روند و به سه  یسه چند جامعه به کار میمعیارهایی هستند که براي مقاهاي عددي،  کننده مشخص

  زيمعیارهاي مرکـ 1
  یمعیارهاي پراکندگ ـ2
  بیمعیارهاي پراکندگی نس ـ3

   (Measures of Central)معیارهاي مرکزي 
ها حول  ه بوده و دادهجامع) مرکز(ترین مسایل در مطالعه و بررسی هر جامعه آماري، تعیین مقادیري است که نماینده  یکی از مهم

  .اند آن توزیع شده
هاي جامعه است و مشاهدات جامعه اطراف آن قرار دارند،  هر شاخص عددي را که نشانگر مرکز داده :تعریف

  .نامند معیار مرکزي می

  انواع معیارهاي مرکزي
واع مختلف معیارهاي به انها،  شاخصهاي متعددي وجود دارد که بر اساس آن  هاي آماري شاخص براي محاسبه مرکز جامعه

  :اند از که عبارت رسیم  میمرکزي
  (Mode) مد ـ1
  (Median) میانه ـ2
  (Quantile) چندك ـ3
  (Mean) میانگین ـ4

  (Mode) )نما(مد 
)اي در میان مشاهدات هر جامعه، داده :تعریف )ix نما(را داشته باشد، مد ) تکرار( که بیشترین فراوانی (

  .دهند  نشان میMo آن را بانامند و می

ü دقت کنید!  
)اي که بیشترین تکرار را داشته باشد، مطمئناً بیشترین فراوانی مطلق داده )iFو درنتیجه بیشترین فراوانی نسبی ( )ifرا خواهد داشت .  
7مربوط به مشاهدات) نماي(مد   1مثال ,    کدام است؟4,13,5,7,8,7,8

1 (7  2 (8  3(8   .وجود ندارد) 4 7,

 .ست است در1گزینه  : حل
ixدر این مشاهدات، داده Mo بنابراین) بار3( بیشترین تکرار را دارد =7 7=.  

 مربوط به مشاهدات جدول زیر کدام است؟) نما(مد   2مثال
  

1 (1−  2 (0  
3 (1  4 (2  

i

i i

i i

x 1 0 1 2

F 30 40 20 10 N F 100

f 0.3 0.4 0.2 0.1 f 1

−

= =

=

∑
∑

  

 . رست است د2گزینه  : حل
ixدر این جدول داده Mo بیشترین فراوانی مطلق و درنتیجه بیشترین فراوانی نسبی را دارد=0 0=.  
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  )نما(مشخصات مد 
ها به عنوان مد  دادهفرد نیست، اگر چند داده بیشترین تکرار را داشته باشند، همه آن  لزوماً منحصربه) نما( شاخص مرکزي مد ـ1

  .شوند در نظر گرفته می
گاه  ، آن)هاي مطلق یا نسبی یکسان داشته باشند فراوانی(به یک اندازه تکرار شده باشند ) هاix(ها   در شرایطی که تمام دادهـ2

)جامعه فاقد شاخص مرکزي مد )Moخواهد بود .  
ها را در یک عدد ثابت ضرب یا بر یک عدد ثابت تقسیم کنیم و همچنین با یک عدد ثابت جمع و یا از یک   تمام داده هرگاهـ3

  .کند ها نیز به همان نسبت تغییر می عدد ثابت کم کنیم، مد داده
  ( )1 n i i xx ,..., x ax b Mo ax b aMo b→ ± → ± = ±  

  )نما(خاصیت مهم مد 
تک مشاهدات آماري مورد  ، هنگامی که به عنوان نماینده و تخمین کمیت تکاي است با بیشترین فراوانی ازآنجاکه مد مشاهده

  .مینیمم است eN،هاي اشتباه باشد تعداد تخمین eNاستفاده قرار گیرد، تعداد خطاها در تخمین، حداقل است؛ به عبارت دیگر، اگر

  : را در نظر بگیرید2,2,9,9,9,9,5هاي ، دادهبراي مثال
  .ایم  داده اشتباه کرده5را قرار دهیم، در تخمین 2ها مقدار جاي تمام داده اگر به
  .ایم  داده اشتباه کرده3را قرار دهیم، در تخمین 9ها مقدار جاي تمام داده اگر به
  .ایم  داده اشتباه کرده6را قرار دهیم، در تخمین 5ها مقدار جاي تمام داده اگر به

  .هاي اشتباه، حداقل است تعداد تخمینها،  به جاي سایر داده) مد (9شود که با قرار دادن مشاهده می

3مربوط به مشاهدات) نما(مد   3مثال , 7 , 3 , 4 , 2 , 7 , 2 , 9 , 2,    کدام است؟7
1 (2  2 (7  3 (7 ,   .وجود ندارد) 4  2

 .  درست است3گزینه  : حل
ixهاي در این مشاهدات، داده 7, Mo، بنابراین ) بار3(ها دارند   بیشترین تکرار را نسبت به بقیه داده=2 2, 7=.  

,4,7مربوط به مشاهدات) نما(مد   4مثال 4, 2,7 ,4,    کدام است؟2,2,7
  .وجود ندارد) 4  4) 3  3) 2  7) 1

 .  درست است4گزینه  : حل
7هاي داده , 4, Moاند و فراوانی یکسان دارند، بنابراین مد وجود ندارد؛ یعنی   بار تکرار شده3 هر یک2 = ∅.  

nهاي براي داده  5مثال 2 1X ,..., X ,Xد کم  واح1ها را نصف کرده و از هر کدام اگر هر یک از داده.  است10 مقدار مد برابر
 شود؟ کنیم، مقدار مد چقدر می

1 (5  2 (10  3(9  4 (4  

  .  درست است4گزینه  : حل

  ( ) ( )i i
1 1 1Mo X 1 Mo X 1 10 1 4
2 2 2

 − = − = − = 
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  )نما(کاربرد مد 
گاه از  ، آن... )گیري براي انتخابات و  نظرسنجی، رأي(، معیار سنجش و انتخاب باشد )تکرار(هرگاه در یک جامعه بیشترین فراوانی 

  .شود اده میاستف) نما(شاخص مرکزي مد 

آوري شده  خش برنامه نهضت سوادآموزي از سیماي جمهوري اسلامی جمعپنظر گروهی از سوادآموزان راجع به زمان   6مثال
  ) 73اقتصاد ـ (  تر است؟ ها مناسب  کدام شاخص مرکزي براي آن داده.است

  چارك اول) 4  نما) 3  میانه) 2  میانگین) 1

  . درست است3گزینه  : حل
ترین معیار مرکزي براي  انتخاب، زمان پخش برنامه بر اساس بیشترین درخواست سوادآموزان است، مناسببا توجه به آنکه معیار 

  .است) نما(ها، شاخص مد  درخواست

  بندي شده هاي طبقه محاسبه مد در داده
  .شود میبندي شده با داشتن حدود واقعی طبقات، مد به صورت زیر محاسبه  هاي طبقه در داده
)اي که بیشترین فراوانی مطلق قه انتخاب طب)الف )iFیا فراوانی نسبی ( )if مددار طبقه ( را دارد.(  
  : زیراز رابطه محاسبه مقدار مد )ب

1طول طبقه

1 2

d
d d

+ ×
+

Mo مددار حد پایین طبقه =  

iفراوانی مطلق یا نسبی طبقه مد دار −یا نسبی طبقه قبلفراوانی مطلق  i 1f f −− 1 یا= i i 1d F F −= −  
iفراوانی مطلق یا نسبی طبقه مد دار −فراوانی مطلق یا نسبی طبقه بعد i 1f f +− 2 یا = i i 1d F F += −  





  
  

 هاي جدول زیر کدام است؟ دادهمد در   1مثال

8 10− 6 8−  4 6−  2   4.8) 2  5.5) 1  حدود طبقات  −4
  فراوانی  10  14  8  3  5.2) 4  4) 3

 

 .ست است در2گزینه  : حل
)طبقه) الف )4   . است6 تا4 بیشترین فراوانی را دارد و طبقه مددار است، بنابراین مد عددي بین−6
  :شود زیر محاسبه می از رابطه مقدار مد) ب

( )
( ) ( )

14 10
Mo 4 2 4.8

14 10 14 8
−

= + × =
− + −

  

 هاي جدول زیر کدام است؟ مد در داده  2مثال

11 13− 8 10−  5 7−  2   5.7) 2  5.2) 1  حدود طبقات  −4
  فراوانی  10  14  8 3  6.5) 4  4.5) 3

 
 

 .  درست است2گزینه  : حل
)طبقه) الف )5   :بیشترین فراوانی را دارد و طبقه مددار است، اما حدود واقعی طبقه به علت گسسته بودن طبقات باید محاسبه شود −7

5 4 8 7 11 10 1
2 2 2 2
− − −

= = =  
( )4.5 7.5−  

1
2

  .شود  واحد از حد پایین کم کرده و به حد بالا اضافه می
)طبقه  )5 7−  

  . است3با توجه به حدود واقعی طبقه، طول طبقه برابر
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  :شود محاسبه میاز رابطه د به مقدار م) ب

  ( )
( ) ( )

14 10
Mo 4.5 3 5.7

14 10 14 8
−

= + × =
− + −

  

  (Median) میانه
)اگر مشاهدات :تعریف )ixاي را که در وسط  گاه داده  در یک جامعه به صورت صعودي مرتب شده باشند، آن
، میانه  ) درصد مشاهدات بعد از آن قرار دارند50و درصد مشاهدات قبل از آن 50یعنی(ها قرار دارد  داده
 .دهند  نشان میMe یاMdنامند و آن را با می

 

)بنا بر تعریف، شاخص میانه :نکته )Mdمشاهدات قبل از خود است درصد 50 جزیی از.  
  :به عبارت دیگر

i i

min max
x Md x Md

x Md x
≤ >

←→←→

 

  

 درصد مشاهدات بیشتر از 50
)میانه )Mdهستند .  

 درصد مشاهدات کمتر یا 50
)مساوي میانه )Mdهستند .  

 .است................ آموزان   درصد دانش50گاه نمرات  باشد، آن12آموزان یک کلاس ر میانه نمره دانشاگ  مثال
  3 و 1هاي  گزینه) 4  12بیشتر از) 3  12مساوي) 2  12کمتر یا مساوي) 1

 .  درست است4گزینه  : حل
) باشد12آموزان یک کلاس اگر میانه نمرات دانش )Md آموزان کلاس را به صورت  ، به آن مفهوم است که اگر نمرات دانش=12

  :صعودي مرتب کنیم، داریم

  
1 1%50 %50
2 2

maxMd 12 Md 12
x Md 12 xmin

= =

≤ = > =
←→ = ←→  

  . هستند12 درصد بیشتر از50 و12)حداکثر( درصد نمرات کلاس کمتر یا مساوي 50

ü دقت کنید!  
  :هاي زیر استفاده کرد توان از عبارت در بیان میانه فقط می

) درصد مشاهدات کمتر یا مساوي میانه هستند؛ به مفهوم حداکثر50 ـ1   . است≥(
)درصد مشاهدات بیشتر از میانه هستند 50ـ 2 )>.  

  

  :هاي زیر استفاده کرد از عبارتتوان  در بیان میانه به هیچ وجه نمی
) درصد مشاهدات بیشتر یا مساوي میانه هستند؛ بیشتر یا مساوي به مفهوم حداقل50 ـ1   . است≤(
) درصد مشاهدات کمتر از میانه هستند50 ـ2 )<.  

  دي نشدهبن هاي طبقه دادهمحاسبه میانه در 
  .کنیم رت صعودي مرتب میها را به صو  داده)الف
  ):تعداد مشاهدات=N(آوریم  را از رابطه زیر به دست می محل میانه )ب

  N 1
2 2

=    محل میانه+
  .یمآور  شده به دست می هاي صعودي مرتب  داده متناظر با محل میانه را از بین داده)ج
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 .ي زیر را محاسبه کنیدها میانه داده  مثال
6) الف , 7 , 9 , 0 , 9) ب    1- , 7 , 5 , 0 , 4 , -1   

   : حل
  )الف

    سومی  


: 1 , 0 , 6 , 7 , 9
↑

  سازي مرتب−

  6 Md 6= → Nمقدار میانه= 1 5 1 3
2 2 2 2

= + = + =   محل میانه→
 )ب

  : 1 , 0 , 4 , 5 , 7 ,   سازي مرتب−9

  N 1 6 1 7 3.5
2 2 2 2 2

= + = + =   محل میانه=
4 0.5 (5 4) 4.5 Md 4.5= + − = → =
↓ ↓↓

  مقدار میانه

    سومی  چهارمی  سومی  
 

ها زوج باشد، میانه بعد از   دادهاما اگر تعداد ت؛ داده وسط اس،سازي ها فرد باشد، میانه بعد از مرتب دادهتعداد اگر  :نکته
 .بود میانگین دو عدد وسط خواهد ،سازي مرتب

  :کنیم مثال قبل را مجدداً مرور می
1.ها فرد است تعداد داده→میانه=6   , 0 , 6 , 7 , 9 ;−  

  4 5 4.5
2
+

= 1.ها زوج است تعداد داده→میانه= , 0 , 4 , 5 , 7 , 9 ;−  

  ) طبقه(ها با مرکز دسته  نه در دادهمحاسبه میا
)ها ها در آن با مرکز دسته اگر مشاهدات با جدول فراوانی که حدود دسته )ix مشخص شده است، نمایش داده شوند، براي 

  :کنیم محاسبه میانه به صورت زیر عمل می
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می  مرکز دسته)الف

Nل میانه مح)ب 1
2 2

  . است+

کنیم که در آن  اي را انتخاب می  براي پیدا کردن محل میانه از چپ به راست اولین مرکز دسته)ج
ic

N 1F
2 2

≥   . باشد+

 میانه در جدول زیر کدام است؟  1مثال
1 (7.5  2 (6.5  
3 (4  4 (1  

i

i

x 4 1 0 7

F 3 8 5 9  

 .  درست است4گزینه  : حل
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می مرکز دسته) الف
  :کنیم محل میانه را تعیین می) ب

  N 1N 25 13
2 2

= → + =  
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  )ام13ام تا 6(  
↓  

  )ام5اول تا (
↓  

  

i

i

i i

c

x 0 1 4 7
F 5 8 3 9 F N 25
F 5 13 16 25

= =∑  

اي که در آن اولین مرکز دسته) ج
ic

N 1F 13
2 2

≥ + x باشد، دسته=   :راین است؛ بناب=1

Md 1=  
  ام13 تاام6داده

→  

  .است1عدد
N 1 13
2 2

= +    محل میانه=

 میانه در جدول زیر کدام است؟  2مثال
1 (6.5  2 (4  
3 (0.5  4 (1  

i

i

x 4 1 0 7
F 8 4 5 9  

 

 .  درست است2گزینه  : حل
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می مرکز دسته) الف
  :کنیم محل میانه را تعیین می) ب

  N 1N 26 13.5
2 2

= → + =  

  )ام17ام تا10(  
↓  

  )ام9ام تا6(
↓  

  )ام5اول تا(
↓  

  

i

i

i i

c

x 0 1 4 7
F 5 4 8 9 F N 26
F 5 9 17 26

= =∑  

اي که در آن اولین مرکز دسته) ج
ic

N 1F 13.5
2 2

≥ + x باشد، دسته=   : است؛ بنابراین=4
  ام17ام تا10داده

→  Md 4=  
  .است4عدد

N 1 13.5
2 2

= +   محل میانه=

 میانه در جدول زیر کدام است؟  3مثال
1 (4  2 (0.5  
3 (2.5  4 (6  

i

i

x 4 1 0 7

F 3 8 5 10  
 

 .  درست است3گزینه  : حل
  .کنیم می ا را به صورت صعودي مرتبه مرکز دسته) الف
  :کنیم میانه را تعیین می محل )ب

  N 1N 26 13.5
2 2

= → + =  
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) ام16ام تا14(  
↓  

  )ام13ام تا6(
↓  

  )ام5اول تا(
↓  

  

i

i

i i

c

x 0 1 4 7
F 5 8 3 10 F N 26
F 5 13 16 26

= =∑  

 اي که در آن اولین مرکز دسته) ج
ic

N 1F 13.5
2 2

≥ + x باشد، دسته =   : است، بنابراین=4
  

  است1ام عدد13داده
→  Md 1 0.5 ( 4 1 ) 2.5= + − =

↓ ↓ ↓
  

  است4ام عدد14داده
N 1 13.5
2 2

= +    محل میانه=

      ام13  ام14    ام13
بندي شده با مرکز دسته، فراوانی نسبی مشاهدات داده شود، براي محاسبه میانه به  هاي دسته که در جدول داده  درصورتی:تبصره

  :کنیم صورت زیر عمل می
  .کنیم  صورت صعودي مرتب میها را به  مرکز دسته)الف
  .آوریم ها را به دست می  فراوانی تجمعی نسبی دسته)ب

1اي که فراوانی تجمعی نسبی آن بیشتر از  اولین مرکز دسته)ج 0.5
2

) باشد،= )icf   .ها است  میانه داده≤0.5

 هاي زیر کدام است؟ میانه در جدول داده  4مثال

1 (4  2 (2.5  
3 (1  4 (0  

i

i

x 4 1 0 7

f 0.3 0.1 0.4 0.2  
 

  . درست است3گزینه  : حل
  .کنیم ها را به ترتیب صعودي مرتب می مرکز دسته )الف
  :آوریم ها را به دست می فراوانی تجمعی نسبی دسته )ب

  
i

i

i

c

x 0 1 4 7

f 0.4 0.1 0.3 0.2

f 0.4 0.5 0.8 1

  

اي که در آن اولین مرکز دسته )ج
icf x باشد، دسته ≤0.5 ) است؛ بنابراین میانه، عدد یک=1 )Md   . خواهد بود=1

  بندي شده  طبقهيها دادهمحاسبه میانه در 
)ی فراوانی تجمع)الف )icFکنیم  جدول را محاسبه می.  

Nاش بیشتر یا مساوي که فراوانی تجمعی) از چپ به راست(اي  اولین طبقه )ب
2

باشد 
ic

NF
2

 ≥ 
 

) دار است طبقه میانه،  )i iL U−.  

  :برابر است با میانه مقدار )ج
i: L  دار حد پایین طبقه میانه  

i 1c: F
−

  دار فراوانی تجمعی طبقه ماقبل میانه  
i: F  دار فراوانی مطلق طبقه میانه  

: I   اتفاصله طبق(طول طبقات(  

i 1
i

i

c
N F
2Md L I

F
−

−
= + ×  

  
  .را اجرا کنیم) ج( سپس مرحله ،دار را پیوسته کرده ، طبقه میانه)ب( طبقات گسسته باشند، باید بعد از اجراي مرحله اگر :توجه
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 )73مدیریت ـ (  هاي جدول زیر کدام است؟ میانه داده  1مثال
40 49− 30 39−  20 29− C L−) 34.5) 2  34.6) 1  )فاصله طبقات 

3 (37.8  4 (37.3 7  6  3  iF) فراوانی(  
 

 . درست است3گزینه  : حل

) فراوانی تجمعی)الف )icFکنیم  جدول را محاسبه می:  

  

i

i i

c

C L 20 29 30 39 40 49
F 3 6 7 N F 16

F 3 9 16

− − − −
= =∑  

است که اي  اولین طبقهمیانه در  )ب
ic

N 16F 8
2 2

≥ = ) طبقهباشد؛ بنابراین = )30   .دار است  طبقه میانه−39

)کنیم با توجه به گسسته بودن طبقات، ابتدا دسته دوم را پیوسته می )29.5 39.5− ←  
  : مقدار میانه برابر است با)ج

  i 1
i

i

c
N F 8 32Md L I 29.5 10 37.8

F 6
−

− −
= + × = + × =  

  .دقت کنید که فاصله طبقات، وقتی که حدود طبقات پیوسته باشد، مورد نظر است

  بندي شده زیر، مقدار میانه کدام است؟ ل طبقهبا توجه به جدو  2مثال
1 (25  2 (30  
3 (20  4 (40  i

C L 10 20 20 30 30 40 40 50
f 0.1 0.4 0.3 0.2
− − − − −

  
 

 .  درست است2گزینه  : حل

)فراوانی تجمعی نسبی) الف )icfکنیم  جدول را محاسبه می:  

  
i

i i

c

C L 10 20 20 30 30 40 40 50
f 0.1 0.4 0.3 0.2 f N 1

f 0.1 0.5 0.8 1

− − − − −
= =∑  

است کهاي  اولین طبقهمیانه در ) ب
ic

N 1f
2 2

≥ )طبقهبنابراین  باشد؛ = )20   .دار است  طبقه میانه−30

  :برابر است بامقدار میانه ) ج

  i 1
i

i

c
N 1F 0.1
2 2Md L I 20 10 30

0.4F
−

− −
= + × = + × =  

  :نتیجه
)در شرایطی که مشاهدات جدول با فراوانی نسبی )if داده شوند، براي محاسبه میانه به همان روش اصلی عمل کرده و فقط 

Nجاي به
2

1از 
2

  .کنیم  استفاده می
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Iاگر.  است32.5مشاهده 40میانه توزیع آماري  3مثال هاي   و مجموع فراوانی10دار و فراوانی طبقه میانه) فاصله طبقات (=5
 دار کدام است؟  باشد، حدود کرانه طبقه میانه14دار ماقبل طبقه میانه

1 (29.5 34.5−  2 (29 39−  3 (30 40−  4 (35 39−  

 .  درست است1گزینه  : حل

  i 1
i i i

i

c
N 40F 14
2 2Md L I 32.5 L 5 L 29.5

F 10
−

− −
= + × → = + × → =  

  i: U 29.5 5 34.5= + Iحد بالاي طبقه= 5
i: L 29.5 == →حد پایین طبقه  

  مشخصات میانه
  ).فرد است میانه برخلاف مد مانند میانگین منحصربه(هر جامعه آماري فقط یک میانه دارد  ـ1
ترین عدد یک سري داده، عدد ثابتی را کم کنیم،  ترین عدد یک سري داده، عدد ثابتی را اضافه کنیم یا از کوچک  اگر به بزرگـ2

  .کند تأثیري روي میانه ندارند و درنتیجه مقدار آن تغییري نمیکند، این تغییرات هیچ  ها تغییر نمی ازآنجاکه ترتیب داده

  
3

min

max 7

x 5 2
x 34 41

5 ,8 , 12 , 17 , 34 2 , 8 , 12 , 17 , 41
Md 12 Md 12

−

+

= →

= →

  → 
= =  

  

)ترین مشاهده  از کوچک3شود کاهش مقدار طور که دیده می همان )minx ترین   به بزرگ7 و اضافه کردن مقدار=5

)مشاهده )maxx )ها ایجاد نکرده و مقدار میانه ، تغییري در ترتیب داده=34 )Md   .کند  نیز تغییر نمی=12

ترین عدد یک سري داده، عدد ثابتی را کم  ترین عدد یک سري داده، عدد ثابتی را اضافه یا از کوچک که به بزرگ درصورتی  مثال
 )80اقتصاد ـ (  گذارد؟  یا کاهش بر کدام معیار تأثیر نمیکنیم، این افزایش

  واریانس) 4  میانگین) 3  میانه) 2  ضریب پراکندگی) 1

  . درست است2گزینه  : حل
هاست؛ به  بود، میانه تابع ترتیب داده) بیشترین فراوانی(که تابع فراوانی ) نما(شود که برخلاف مد  ، مشاهده می2 طبق خاصیت ـ3

  .کند ها را تغییر ندهد، مقدار میانه تغییر نمی ها ترتیب داده انی که تغییر در دادهعبارت دیگر، تا زم

ها را در عدد ثابتی ضرب یا بر عدد ثابتی تقسیم کنیم و یا با عدد ثابتی جمع یا از عدد ثابتی کم کنیم، میانه   هرگاه کل دادهـ4
  .کند ها نیز به همان نسبت تغییر می داده

  ( )1 n i i xx ,..., x ax b Md ax b aMd b→ ± → ± = ±  

6اگر میانه مشاهدات  مثال 2 1x ,..., x , xباشد، میانه مشاهدات زیر برابر است با4 برابر :  
  6 2 12x 3,..., 2x 3, 2x 3− + − + − + 

1 (8−  2 (4  3 (5−  4 (7  

 .  درست است3گزینه  : حل

  ( ) xMd 2x 3 2Md 3 2 4 3 5− + = − + = − × + = − 
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  خاصیت مهم میانه
  :هاي زیر بیان شود تواند به یکی از حالت ترین خاصیت میانه می مهم

  . استحداقلاز میانه همیشه ) تفاضلات(انحرافات  قدرمطلق مجموع ـ1
  ix Md min− =∑  

)انحرافات نسبت به هر نقطه دلخواه قدرمطلق از هر مجموع میانه انحرافات از طلققدرم مجموع ـ2 )a Md≠ است تر کوچک.  
  i ix Md x a− < −∑ ∑  

)نهگاه آن نقطه میا حداقل باشد، آن) cمانند(انحرافات از نقطه دلخواهی  قدرمطلق هرگاه مجموع ـ3 )c Md=است و برعکس .  
  ix c min c Md→− = =←∑  

  کاربرد میانه
)در شرایط زیر استفاده از میانه )Mdرسد تر به نظر می  به عنوان شاخص مرکزي مناسب:  

شود؛ زیرا میانه نسبت به میانگین   مرکز توزیع استفاده میها به هاي نامتقارن، از میانه براي نمایش اندازه تمایل توزیع  در توزیعـ1
  .گیرد و همیشه در وسط قرار دارد کمتر تحت تأثیر مقادیر انتهاي توزیع قرار می) نما(و مد 

    
 توزیع واقع هایی که در ابتدا و انتها اندازه داده(ها وجود دارد  هایی که تعداد اندکی مشاهده در ابتدا یا انتهاي آن  در توزیعـ2

  ).اي تفاوت داشته باشند اند، با سایر مشاهدات به طور قابل ملاحظه شده
Nبراي مثال،   : مشاهده زیر را در نظر بگیرید=18

  200 , 2, 2, 2,3,3, 4, 4,4,5,5,5,6,6,6,6, 100 , 400−  
فاصله زیادي با سایر مشاهدات دارند و تعدادشان ) در انتها (400 و100و) در ابتدا (−200هاي شود داده طورکه دیده می همان

 پارامتر مرکزي میانه نسبت به میانگین کمتر تحت تأثیر مقادیر ابتدایی و انتهاییدر این شرایط ).  مشاهده3(نیز اندك است 
( )200 , 100 ,   .رسد تر به نظر می براي همین استفاده از میانه مناسب. گیرد  قرار می−400

  .باشد) نامشخص(بندي شده زمانی که حدود ابتدا یا انتها باز  هاي طبقه  در جدول دادهـ3
 :براي مثال

  8≥  5 8− 2 5−  2<  C L− 

iF N 18=   فراوانی  1  8  7  2  ∑=
x مشاهده قبل از1شود که تنها هاي مثال قبل دیده می با توجه به داده ) وجود دارد=2  ، از این رو حدود ابتدا باز است،−200(

x مشاهده بعد از2تنهاهمچنین  ) وجود دارد=8   .نابراین حدود انتها نیز باز است، ب400,100(

ü دقت کنید!  

)در جدول، امکان محاسبه مرکز طبقه )ixتوان شاخص مرکزي میانگین  در طبقه اول و آخر وجود ندارد و نمیix
N

 
 µ =
 
 

∑ 

  .را محاسبه کرد؛ درنتیجه تنها شاخص مرکزي مناسب، میانه است
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  (Quantile) ندكچ

1هاي ها مقادیري از مشاهدات هستند که جامعه آماري را به فواصل مساوي با نسبت چندك
4

1،)چارك (
10

1و) دهک (
100

 
  .دهد فراوانی کل را تشکیل میکنند به طوري که فراوانی در هر یک از این فواصل، درصد معینی از  تقسیم می) صدك(

  چارك
)هاي اول  قسمت مساوي تقسیم کنیم، چارك4اگر جامعه آماري را به )1Qدوم ،( )2Qو سوم ( )3Qبعد از . آیند  به وجود می

  : داریم،ورت صعوديها به ص مرتب کردن داده

  
1 1 1 10.25 0.25 0.25 0.25
4 4 4 4

min 1 2 3 maxx Q Q Q x
= = = =

←→ ←→ ←→ ←→  
  

25%1مقداري که
4

)تر یا مساوي  مشاهدات، کوچک=   .آن هستند≥(
1  یا

1Q
4

  )چارك اول (=









  

75%3مقداري که
4

)تر  مشاهدات، بزرگ=   . از آن هستند<(
 

50%2مقداري که
4

)تر یا مساوي  مشاهدات، کوچک=   . آن هستند≥(
2  یا

2Q
4

  )میانه= چارك دوم (=









  

50%2مقداري که
4

)تر  مشاهدات، بزرگ=   . از آن هستند<(
 

75%3مقداري که
4

)تر یا مساوي  مشاهدات، کوچک=   . آن هستند≥(
3  یا

3Q
4

  )چارك سوم (=








  

25%1مقداري که
4

)تر  مشاهدات، بزرگ=   . از آن هستند<(

  دهک
)هاي اول  قسمت مساوي تقسیم کنیم، دهک10اگر جامعه آماري را به )1Dتا نهم ( )9Dبعد از مرتب کردن . آیند د می به وجو

  :ها به صورت صعودي داریم داده

  
1 1 1 10.10 0.10 0.10 0.10

10 10 10 10
min 1 2 5 9 maxx D D ... D ... D x

= = = =
←→ ←→ ←→ ←→  

  

10%1مقداري که
10

)تر یا مساوي  مشاهدات، کوچک=   . آن هستند≥(
1  یا

1D
10

  )دهک اول (=









  

90%9مقداري که
10

)تر  مشاهدات، بزرگ=   . از آن هستند<(
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50%5مقداري که
10

) مشاهدات، کوچکتر یا مساوي=   . آن هستند≥(
5  یا

5D
10

  )میانه= دهک پنجم  (=









  

50%5مقداري که
10

)تر  مشاهدات، بزرگ=   . از آن هستند<(
 

90%9مقداري که
10

)تر یا مساوي  مشاهدات، کوچک=   . آن هستند≥(
9  یا

9D
10

  )دهک نهم (=









  

10%1مقداري که
10

)تر  مشاهدات، بزرگ=   . از آن هستند<(

  صدك
)هاي اول  قسمت مساوي تقسیم کنیم، صدك100اگر جامعه آماري را به )1Pنود و نهم تا ( )99Pبعد از مرتب . آیند  به وجود می

  :ها به صورت صعودي داریم کردن داده
  

  
1 1 1 1%1 %1 %1 %1

100 100 100 100
min 1 2 50 99 maxx P P ... P ... P x

= = = =
←→ ←→ ←→ ←→  

  

1%1مقداري که
100

)ساويتر یا م  مشاهدات، کوچک=   .آن هستند≥(
  یا

1
1P

100
  )صدك اول (=









  
99%99مقداري که

100
)تر  مشاهدات، بزرگ=   . از آن هستند<(

 
50%50مقداري که 

100
) مشاهدات، کوچکتر یا مساوي=   . آن هستند≥(

50  یا
50P

100
  )میانه= صدك پنجاهم (=









  
50%50 مقداري که

100
)تر  مشاهدات، بزرگ=   . از آن هستند<(

 
99%99مقداري که

100
)تر یا مساوي  مشاهدات، کوچک=   . آن هستند≥(

99  یا
99P

100
  )صدك نود و نهم (=









  
1%1مقداري که

100
)تر  مشاهدات، بزرگ=   . از آن هستند<(
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  ها تطبیق چندك
  

)دكص )aP  دهک( )aD  چارك( )aQ  صدك( )aP  دهک( )aD  چارك( )aQ  

1
1P

100
=  −  −  50

50P
100

=  5
5D

10
=  2

50Q Md
100

= =  

  −  −    −  −  

10
10P
100

=  1
1D

10
=  −  60

60P
100

=  6
6D

10
=  −  

  −  −    −  −  

20
20P

100
=  2

2D
10

=  −  70
70P

100
=  7

7D
10

=  −  

  −  −    −  −  

25
25P

100
=  −  1

25Q
100

=  75
75P

100
=  −  3

75Q
100

=  

  −  −    −  −  

30
30P

100
=  3

3D
10

=  −  80
80P

100
=  8

8D
10

=  −  

  −  −    −  −  

40
40P

100
=  4

4D
10

=  −  90
90P

100
=  9

9D
10

=  −  

  −  −    −  −  
  99

99P
100

=  −  −  

  : می شود کهمشاهده
)دهد  در میانه رخ می،ها بیشترین تطبیق درصد بین چندكـ  )2 5 50Md Q D P= = =.  

  .هاست ـ صدك شامل تمام چندك

 .گیرند هزار تومان حقوق می 125.............. این به آن مفهوم است که .  هزار تومان است125دهک چهارم حقوق کارمندان  1مثال
   درصد کارمندان بیشتر از60) 2   درصد کارمندان کمتر یا مساوي40) 1
   درصد کارمندان حداقل60) 4     درصد کارمندان40) 3

 . درست هستند2 و 1هاي  گزینه : حل
4 60%40 %60

10 100
min 4 min125000 125000

x D 125000 x
= =

≤ >
←→ = ←→  

  )حداکثر( یا مساوي کمتر  بیشتر

 ...........این به آن مفهوم است که .  متر است1.50 و1.20آموزان به ترتیب چارك اول و سوم قد دانش  2مثال
  .ست متر ا1.20آموزان قدشان کمتر و یا مساوي دانش %25) 1
  . متر است1.50 و1.20آموزان قدشان بین دانش %50) 2
  . متر است1.50آموزان قدشان بیشتر از  دانش%25) 3
  .هر سه گزینه درست است) 4
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 . ت درست اس4گزینه  : حل

  
1 1 1 1
4 4 4 4

min 1 2 3 maxx Q 1.20 Q Q 1.50 x←→ = ←→ ←→ = ←→  
  :اند از توانند درست باشند عبارت جملات دیگري که می

  . متر است1.20آموزان قدشان بیشتر از  دانش%75
  . متر است1.50آموزان قدشان کمتر یا مساوي  دانش%75

  بندي نشده هاي طبقه ها در داده چندكمحاسبه 
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می  داده)لفا

:(آوریم  زیر به دست میاز روابط  محل چندك مورد نظر را )ب Nتعداد مشاهدات:(  

  aN 1 a 1, 2,3
4 2

= +   امaمحل چارك=

  aN 1 a 1, 2,...,9
10 2

= +   امaمحل دهک=

  aN 1 a 1, 2,...,99
100 2

= +   امaمحل صدك=
  .آوریم شده به دست می هاي صعودي مرتب  داده متناظر با محل چندك را از بین داده)ج

 .ر مشاهدات زیر محاسبه کنیدچارك سوم، دهک ششم و صدك هفتاد و هشتم را د  مثال
  73 , 10 , 15 , 30 , 84 , 45 , 73 , 90 , 100 , 20  

  : حل
  :کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می داده) لفا

  : N   تعداد مشاهدات=10
10 , 15, 20 , 30 , 45 , 73 , 73 , 84 , 90 , 100

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
  

  پنجم         ششم           هفتم       هشتم     نهم                                      

  

3
3N 1 8 Q 84
4 2

= + = →   محل چارك سوم=

6
6N 1 6.5 D 73 0.5 ( 73 73) 73
10 2

= + = → = + − =
↓ ↓ ↓

 محل دهک ششم

            ششم                هفتم               ششم                      
 

87
78N 1 8.3 P 84 0.3 (90 84) 85.8
100 2

= + = → = + − =
↓ ↓ ↓

  محل صدك هفتاد و هشتم
   هشتم               نهم           هشتم                   

 

  :آید  از روابط زیر به دست میامaدر بعضی منابع، محل چندك  :نکته

  aN 1 a 1, 2,3
4 4

= +   امaمحل چارك=

  aN 1 a 1,2,...,9
10 10

= +   امaمحل دهک=

  aN 1 a 1, 2,...,99
100 100

= +   امaمحل صدك=
آمده از روابطی که در ابتدا مطرح شد، متفاوت باشد؛  دست آمده از این روابط با محل چندك به دست ممکن است محل چندك به

  .ها باید رابطه مناسب را به کار برد در این صورت با توجه به گزینه
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  ) هطبق(ها با مرکز دسته  ها در داده محاسبه چندك
)ها ها در آن با مرکز دسته اگر مشاهدات با جدول فراوانی نمایش داده شوند که حدود دسته )ix مشخص شده است، براي 

  :کنیم ها به صورت زیر عمل می محاسبه چندك
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می  مرکز دسته)الف

aN محل چارك،)ب 1
4 2

aN، محل دهک،+ 1
10 2

aN و محل صدك+ 1
100 2

  . است+
کنیم که به ترتیب براي  اي را انتخاب می  براي تعیین کردن محل چارك، دهک، صدك از چپ به راست اولین مرکز دسته)ج

چارك، 
ic

aN 1F
4 2

≥ ، براي دهک،+
ic

aN 1F
10 2

≥  و براي صدك،+
ic

aN 1F
100 2

≥   . باشد+

 هاي زیر کدام است؟ چارك اول در جدول داده  1مثال
1 (1  
2 (4  
3 (0  
4 (0.25  

i

i

x 4 1 0 7

F 9 3 4 10  

 .  است درست1گزینه  : حل
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می مرکز دسته) الف
  :کنیم تعیین میمحل چارك اول را ) ب

  aN 1 1 26 1N 26 7
4 2 4 2

×
= → + = + =  

  

  )ام4 تااولداده (  )ام7ام تا5داده(

i

i

i i

c

x 0 1 4 7

F 4 3 9 10 F N 26

F 4 7 16 26

↑ ↑

= =∑  

اي که در آن  اولین مرکز دسته) ج
ic

aN 1F 7
4 2

≥ + x باشد، دسته=   : است؛ بنابراین=1
  

  ام7ام تا5داده
→  1Q 1=  

  .است1عدد
aN 1 7
4 2

= +   محل چارك اول=

 هاي زیر کدام است؟ م در جدول دادهدهک شش  2مثال
1 (0.6 
2 (4  
3 (2.4  
4 (0  

i

i

x 4 1 0 7

F 7 5 6 8  

 .  درست است2گزینه  : حل
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می مرکز دسته) الف
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  :کنیم محل دهک ششم را تعیین می) ب

  aN 1 6 26 1N 26 16.1
10 2 10 2

×
= → + = + =  

  

  )ام6 تااولداده  (        )ام11ام تا7داده(      )ام18ام تا12داده(    

i

i

i i

c

x 0 1 4 7

F 6 5 7 8 F N 26

F 6 11 18 26

↑ ↑ ↑

= =∑  

اي که در آن اولین مرکز دسته) ج
ic

aN 1F 16.1
10 2

≥ + x باشد، دسته=   : است؛ بنابراین=4
  ام18ام تا12داده

→  6D 4=  
  .است4عدد

aN 1 16.1
10 2

= +   محل دهک ششم=

 هاي زیر کدام است؟ ام در جدول داده36صدك   3مثال
1 (0  2 (0.36 
3 (2.5  4 (3.7 

i

i

x 4 1 0 7

F 16 5 9 10  

 .  درست است4 گزینه  : حل
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می مرکز دسته) الف
  :کنیم محل صدك سی و ششم را تعیین می) ب

  aN 1 36 40 1N 40 14.9
100 2 100 2

×
= → + = + =  

  )ام9 تااولداده (  )ام14ام تا10داده(  )ام30ام تا15داده(

i

i

i i

c

x 0 1 4 7

F 9 5 16 10 F N 40

F 9 14 30 40

↑ ↑ ↑

= =∑  

 که در آن اي اولین مرکز دسته) ج
ic

aN 1F 14.9
100 2

≥ + x باشد، دسته=   : است؛ بنابراین=4
  

 .است1ام عدد14داده
→  36P 1 0.9 ( 4 1) 3.7= + − =

↓ ↓ ↓
  

 .است4ام عدد15داده

aN 1 14.9
100 2

= +   و ششممحل صدك سی=

         چهاردهم               چهاردهم      پانزدهم       
ها به  اي محاسبه چندكبندي شده با مرکز دسته، فراوانی نسبی مشاهدات داده شود، بر هاي دسته  اگر در جدول داده:تبصره

  :کنیم صورت زیر عمل می
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می  مرکز دسته)الف
  .آوریم ها را به دست می  فراوانی تجمعی نسبی دسته)ب

اي که فراوانی تجمعی نسبی آن به ترتیب  اولین مرکز دسته)ج
ic

af
4

≥،
ic

af
10

 و≤
ic

af
100

 باشد، چارك، دهک و صدك ≤
aهاست ام داده.  
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 هاي زیر کدام است؟ چارك سوم داده  مثال
1 (0  2 (4  
3 (2.5  4 (1  

i

i

x 4 1 0 7

f 0.3 0.1 0.4 0.2  

  .ت است درس2گزینه  : حل
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می مرکز دسته) الف
  :آوریم ها را به دست می فراوانی تجمعی نسبی دسته) ب

  
i

i

i i

c

x 0 1 4 7

f 0.4 0.1 0.3 0.2 f 1

f 0.4 0.5 0.8 1

=∑  

اي که در آن اولین مرکز دسته) ج
ic

3f 0.75
4

≥ x باشد، دسته= 3Q است؛ بنابراین =4   . خواهد بود=4

  بندي شده هاي طبقه ها در داده چندك
) فراوانی تجمعی)الف )icFکنیم  جدول را محاسبه می.  

aNاش بیشتر یا مساوي که فراوانی تجمعی) از چپ به راست(اي  اولین طبقه )ب
4

aNیا 
10

aNیا 
100

aNباشد 
100

aNیا(
10

یا
ic

aNF
4

( ≥ ،

)دار است طبقه چارك یا دهک یا صدك )i iL U−.  
  .کنیم ه می پیوسته نبود، آن را پیوست نظر اگر طبقه مورد)ج
  : برابر است باامaچارك مقدار )د

  

i: L  دار حد پایین طبقه چارك  
i 1c: F
−

  دار فراوانی تجمعی طبقه ماقبل چارك  
i: F   دار طبقه چاركفراوانی مطلق  

: I   فاصله طبقات(طول طبقات(  

i 1
a i

i

c
aN F
4Q L I a 1, 2,3

F
−

−
= + × = 

  
  

  : برابر است باامaکدهمقدار 
  

i: L  دار حد پایین طبقه دهک  
i 1c: F
−

  دار بل دهکفراوانی تجمعی طبقه ماق  
i: F  دار فراوانی مطلق طبقه دهک  

: I   فاصله طبقات(طول طبقات(  

i 1
a i

i

c
aN F
10D L I a 1, 2,...,9

F
−

−
= + × = 

  

  : برابر است باامaصدكمقدار 
  

i: L  دار حد پایین طبقه صدك  
i 1c: F
−

  دار فراوانی تجمعی طبقه ماقبل صدك  
i: F  دار فراوانی مطلق طبقه صدك  

: I   فاصله طبقات(طول طبقات(  

i 1
a i

i

c
aN F
100P L I a 1,2 ,...,99

F
−

−
= + × = 
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 هاي زیر کدام است؟ چارك اول داده  1مثال
1 (7.8  2 (12  
3 (1.8  4 (6.3  i

C L 0 6 6 12 12 18 18 24
F 3 10 7 4
− − − − −

  

 .  درست است1گزینه  : حل
)الف

icFکنیم  را در جدول محاسبه می:  

  

i

i i

c

C L 0 6 6 12 12 18 18 24
F 3 10 7 4 F N 24

F 3 13 20 24

− − − − −
= =∑  

 است کهاي  اولین طبقهچارك در ) ب
ic

aN 1 24F 6
4 4

×
≥ = ) طبقهباشد؛ بنابراین = )6   .استدار   طبقه چارك−12

  .طبقه پیوسته است) ج
  :اول برابر است بامقدار چارك ) د

  i 1 a 1
a i 1N 24i

c
aN 1 24F 3
4 4Q L I Q 6 6 7.8

F 10
− =

=

×
− −

= + × → = + × =  

 )78حسابداري ـ (  چارك سوم جدول زیر کدام است؟  2مثال
1 (6.8  2 (9.5  
3 (10  4 (10.5  i

CL 2 5 6 9 10 13
F 10 30 20

− − −
  

 .  درست است4گزینه  : حل
)الف

icFکنیم  را در جدول محاسبه می:  

  

i

i i

c

CL 2 5 6 9 10 13

F 10 30 20 N F 60

F 10 40 60

− − −

= =∑  

 که  استاي اولین طبقهچارك در ) ب
ic

aN 3 60 180F 45
4 4 4

×
≥ = = ) طبقهباشد؛ بنابراین = )10   .استدار   طبقه چارك−13

).کنیم با توجه به گسسته بودن طبقات، ابتدا طبقه سوم را پیوسته می) ج )9.5 13.5− ←   
  :برابر است بامقدار چارك سوم ) د

  i 1 a 3
a i 3N 60i

c
aN 3 60F 40
4 4Q L I Q 9.5 4 10.5

F 20
− =

=

×
− −

= + × → = + × =  

Iات، وقتی حدود طبقات پیوسته باشد، مورد نظر است؛ بنابراین در این مثال دقت کنید که فاصله طبق 13.5 9.5 4= −   . است=

 شده زیر، مقدار دهک ششم کدام است؟بندي  با توجه به جدول طبقه  3مثال
1 (12.5  2 (15  
3 (11  4 (6  i

C L 0 6 6 12 12 18 18 24
f 0.3 0.1 0.4 0.2
− − − − −
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 .  درست است2گزینه  : حل

)فراوانی تجمعی نسبی) الف )icfکنیم  را در جدول محاسبه می:  

  
i

i i

c

C L 0 6 6 12 12 18 18 24
f 0.3 0.1 0.4 0.2 f N 1

f 0.3 0.4 0.8 1

− − − − −
= =∑  

است کهاي  اولین طبقهدهک در ) ب
ic

aN 6 1f 0.6
10 10

×
≥ = )طبقه باشد؛ بنابراین = )12   .استدار   طبقه دهک−18

  .طبقه پیوسته است) ج
  :ششم برابر است بامقدار دهک ) د

  i 1 a 6
a i 6N 1i

c
aN 6 1f 0.4
10 10D L I D 12 6 15

f 0.4
− =

=

×
− −

= + × → = + × =  

)که مشاهدات جدول، همانند این مثال با فراوانی نسبی دقت کنید درصورتی )ifهمان ها به  داده شوند، براي محاسبه چندك 
  .دهیم را قرار می 1 عددNجاي کنیم، فقط به روش اصلی عمل می

 )89مدیریت و حسابداري ـ  (  م است؟ها کدا  درصدي داده80متغیر . اند بندي شده متغیرهاي پیوسته در جدول زیر گروه  4مثال
 

27 30−  24 27−  21 24−  18 21−  15 18−  12   حدود دسته  −15
  فراوانی  5  10  9  11  8  7

  

1( 25.875  2 (25.625  3 (26.125  4 (26.225  

  . درست است1گزینه  : حل
  :ام است؛ بنابراین80 درصدي همان صدك80منظور از متغیر

) الف
icFکنیم  را در جدول محاسبه می:  

  

i

i i

c

C L 12 15 15 18 18 21 21 24 24 27 27 30

F 5 10 9 11 8 7 N F 50

F 5 15 24 35 43 50

− − − − − − −

= =∑  

است کهاي  اولین طبقهصدك در ) ب
ic

aN 80 50F 40
100 100

×
≥ = ) طبقهباشد؛ بنابراین = )24   .استدار  كصد طبقه −27

  .طبقه پیوسته است) ج
  :مقدار صدك هشتادم برابر است با) د

  i 1 a 80
a i 80N 50i

c
aN 80 50F 35 5100 100P L I P 24 3 24 3 25.875

F 8 8
− =

=

×
− −

= + × → = + × = + × =  

  است؟36.5ها کمتر از  چند درصد داده. اند بندي شده هاي آماري پیوسته یک پژوهش در جدول زیر گروه داده  5مثال
  

45 50−  40 45−  35 40−  30 35−  25 30−  20   حدود دسته  −25
  فراوانی  12  17  19  20  15  7

  )GIS 89 ـ(  
1 (56  2 (60  3 (63  4 (64 
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  . درست است2گزینه  : حل
و چون صدك ) میانه، چارك، دهک یا صدك( یک چندك است 36.5 مورد نظر است؛36.5اي کمتر ازه ازآنجاکه درصد داده
براي به .  هستند36.5 درصد مشاهدات کمتر یا مساويaدرواقع،. کنیم ام فرض میa را صدك36.5هاست، شامل تمام چندك
، ابتداaدست آوردن مقدار

icFکنیم  را در جدول محاسبه می:  

  

i

i i

c

C L 20 25 25 30 30 35 35 40 40 45 45 50

F 12 17 19 20 15 7 N F 90

F 12 29 48 68 83 90

− − − − − − −

= =∑  

)دار طبقه  است، طبقه صدك36.5با توجه به آنکه مقدار صدك برابر با )35   : خواهد بود؛ بنابراین−40

  i 1
a i

i

c
a N a 90F 48 0.9a 48100 100P L I 36.5 35 5 1.5 a 60

F 20 4
−

×
− − −

= + × → = + × → = → =  

ü دقت کنید!  
 .کنند ها به همان میزان تغییر می ها با هرگونه تغییر در کل داده ها نیز صادق است؛ یعنی چندك خاصیت سوم میانه براي تمام چندك

  (Mean)میانگین
درواقع اگر . دهنده نقطه تعادل و مرکز ثقل جامعه است، میانگین یک جامعه است ترین شاخص مرکزي که نشان ترین و مهم اصلی

)مشاهدات جامعه )ixاي که  گونه گاه میانگین، نقطه ثقل جامعه خواهد بود به  را در یک ردیف به صورت مرتب قرار دهیم، آن
  .نسبت به میانگین صفر خواهد شد) ها تفاوت داده(شتاور جمع جبري گ

  1 2 3
2

3
+ +

=     میانگین=
( ) ( ) ( )1 2 2 2 3 2 0= − + − + − )  →  ها از میانگین تفاوت داده= ): 1,   ها داده2,3

  انواع میانگین
  : مشاهدات، داراي انواع مختلفی به شرح زیر استگیري میانگین با توجه به مقیاس اندازه

) کی میانگین هارمونـ1 )Hx  
)  میانگین هندسیـ2 )Gx  
)  میانگین حسابیـ3 ), xµ  
ü دقت کنید!  

ها همیشه  گیري رابطه زیر بین آن نظر از واحد اندازه فبا توجه به مقدار حاصل از میانگین حسابی، هندسی و هارمونیک، صر ـ1
  :وجود دارد

( )H Gx x x≤ ≤ µ  
 بین سه میانگین، میانگین حسابی از نظر کمیت همیشه بیشترین مقدار و میانگین هارمونیک همیشه کمترین ، ازبه عبارت دیگر
  .شوند ، هر سه میانگین با هم برابر میباشند) برابر(ها یکسان  اگر تمام داده و مقدار را دارد

  .شوند جزیی از میانگین حسابی هستند و در آن بررسی می» وزنی « و»وینزوري«، »پیراسته«هاي   میانگینـ2
)یک از روابط زیر بین میانگین حسابی کدام  مثال )xو میانگین هندسی ( )Gxونیک و میانگین هارم( )Hxبرقرار است؟  

 )74 ، اقتصاد ـ 71مدیریت ـ (  
1 (H Gx x x< <  2 (G Hx x x< <  3 (G Hx x x< <  4 (G Hx x x< <  
  . درست است1گزینه  : حل
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  (Harmonic Mean)میانگین هارمونیک 
)سبه میانگین هارمونیکبراي محا )Hxکنیم  در مشاهدات جامعه یا نمونه به صورت زیر عمل می:  

  شاهدات بدون فراوانیم) الف
)اگر )i N 2 1N x 0 x ,..., x , x≠مشاهده دلخواه باشند، میانگین هارمونیک ( )Hxبرابر است باها   داده:  

 

H N

1 2 N ii 1

N Nx
1 1 1 1...
x x x x=

= =
+ + + ∑

  

6هاي میانگین هارمونیک داده  1مثال , 4 , 4 ,    کدام است؟3
1 (2  2 (4  3 (6  4 (8  
 .  درست است2گزینه  : حل

  H

1 2 3 4

N 4x 4
1 1 1 1 1 1 1 1

x x x x 3 4 4 6

= = =
+ + + + + +

  

  به میانگین هارمونیک با استفاده از میانگین حسابیمحاس

Nاگر مشاهدات 2 1x , , x , xمفروض باشد، عکس این مقادیر به ترتیب 
N 2 1

1 1 1, , ,
x x x

این مقادیر حسابی میانگین .  است

  :برابر است با

  1 2 N

1 1 1...
x x x

N

+ + +

   معکوس مقادیر حسابیمیانگین=

  :ین هارمونیک برابر است باو میانگ

  H N

1 2 N ii 1

N Nx
1 1 1 1...

x x x x=

= =
+ + + ∑

  

 .ها میانگین هارمونیک چند داده برابر است با عکس میانگین حسابی معکوس دادهشود،  طورکه مشاهده می همان

  مشاهدات با فراوانی ) ب
)اگر مشاهدات )ixداراي فراوانی مطلق ( )iFیا فراوانی نسبی ( )ifبرابر است باها   باشند، میانگین هارمونیک داده:  

  i i
H

1 2 1 2

1 2 1 2

F f
x

F F f f
... ...

x x x x

= =
+ + + +

∑ ∑  
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)ها  به عنوان وزن دادهiF یاifدرواقع اگر )ixجاي هر دو از توانیم به د، می در نظر گرفته شونiw استفاده کرده و به رابطه نهایی 
  :زیر برسیم

i i H
i

ii i
H

1 2 i
i i H1 2 i i

i

Nw F ; x
F
xw w

x
w w w 1... w f ; xx x x f

x

 = =

= = → 
+ + = =



∑
∑ ∑

∑
∑

  

  ها کدام است؟ با توجه به جدول فراوانی زیر میانگین هارمونیک داده  2مثال
1 (2.5  2 (1.9  
3 (1.2  4 (0.7  

i

i i

x 1 2 3

w F 4 6 9=
  

 . درست است2گزینه  : حل

  

i
H

31 2

1 2 3

i i

w 19 19x 1.9
w 4 6 9w w 10

1 2 3x x x

w F 19


= = = =

 + + + +


 = =

∑

∑ ∑

  

  ها کدام است؟ زیر، میانگین هارمونیک داده) وزنی(با توجه به جدول فراوانی   3مثال
1 (4  2 (6  
3 (2  4 (10  

i

i i

x 1 2 4

1 1 1w f
4 4 2

=
  

 .  درست است3گزینه  : حل

  

i
H

31 2

1 2 3

i i

w 1 1x 2
w 1 1 1 1w w

4 4 2 2x x x
1 2 4

w f 1


= = = =

 + +
 + +
 = =

∑

∑ ∑

  

  کاربرد میانگین هارمونیک
ه، کیلومتر بر ساعت، دور در دقیقه، مانند متر بر ثانی( هستند مقیاس با واحد ترکیبیبراي محاسبه میانگین مشاهداتی که داراي 

  .شود ، از میانگین هارمونیک استفاده می)تعداد در دقیقه، ریال در لیتر
  .هاي دیگر میانگین هارمونیک، همساز و توافقی معکوس است نام

 کیلومتر بر ساعت همان مسیر 80 کیلومتر بر ساعت طی کرده باشد و با سرعت100اگر یک اتومبیل مسافتی را با سرعت  1مثال
  شود؟ را برگشته باشد، براي محاسبه سرعت متوسط اتومبیل در رفت و برگشت از چه میانگینی استفاده می

  پیراسته) 4  حسابی) 3  هارمونیک) 2  هندسی) 1

 .  درست است2گزینه  : حل
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1اتومبیلی  2مثال
3

 . کیلومتر بر ساعت طی کرده است120 کیلومتر بر ساعت و بقیه مسافت را با سرعت60سرعت مسافتی را با 
  رعت متوسط اتومبیل چقدر بوده است؟س
1 (90  2 (84  3 (120  4 (100  
 .  درست است1گزینه  : حل

1xاولاً، واحد مشاهدات 2x و=60   .، واحد ترکیبی کیلومتر بر ساعت است=120

1xثانیا،ً به مشاهده 1، وزنی معادل=60
1w
3

2x و به مشاهده= 2، وزنی معادل=120
2w
3

 نسبت داده شده است؛ =
  :بنابراین

  

2

i
i 1

H
1 2

1 2

1 2w
3 3x 90

w w 1 2
3 3x x

60 120

=
+

= = =
+

+

∑
  

اند و هنگام برگشت، اتومبیل اول با  ی کرده کیلومتر بر ساعت ط120 کیلومتري را با سرعت100اتومبیل مسیر 2   3مثال

1 کیلومتر بر ساعت و اتومبیل دوم80سرعت
4

 کیلومتر بر ساعت 90 و بقیه مسافت را با سرعت60 مسافت را با سرعت
  ها چقدر بوده است؟ ت متوسط اتومبیلسرع. برگشته است

1 (82  2 (80  3 (96  4 (100  
 .  درست است3گزینه  : حل

1xاولاً، واحد مشاهدات 120=،2x 80=،3x 4x و=60   . ، واحد ترکیبی کیلومتر بر ساعت است=90
1xثانیاً، به مشاهده 1w وزنی معادل=120 2x، به مشاهده=2 2w وزنی معادل=80 3xه، به مشاهد=1  وزنی =60

3معادل
1w
4

4x و به مشاهده= 4 وزنی معادل=90
3w
4

  :، نسبت داده شده است؛ بنابراین=

  

4

i
i 1

H
31 2 4

1 2 3 4

1 3w 2 1 44 4x 96
w 1 3 10w w w

2 1 4 4 240x x x x
120 80 60 90

=
+ + +

= = = =
+ + +

+ + +

∑
  

  .تأثیري در حل مسئله ندارد)  کیلومتر100(قت کنید در این سؤال طول مسافت د
کارگر اولی در دو دقیقه، دومی در سه . گیري شده است  کارگر کارخانه آجرسازي در روزهاي مختلف اندازه3مقدار کار  4مثال

کنند، به طور متوسط یک متر اگر این سه کارگر با هم کار . کنند دقیقه و سومی در چهار دقیقه یک متر خشت را آماده می
  کنند؟ خشت را در چه مدتی آماده می

1( 3  2 (39  3 (1
3

  4 (36
13

  
 .  درست است4گزینه  : حل

1xواحد مشاهدات 2=،2x 3x و=3   :، واحد ترکیبی مترخشت است؛ بنابراین با توجه به رابطه میانگین هارمونیک داریم=4

  H 3

1 2 3ii 1

N 3 3 36x
1 1 1 1 1 1 131

x x x 2 3 4x=

= = = =
+ + + +∑
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1 کیلومتر بر ساعت رفته و هنگام برگشت 30اتومبیلی مسیري را با سرعت  5مثال
3

 کیلومتر بر ساعت و 60 مسیر را با سرعت
   کیلومتر بر ساعت برگشته است، سرعت متوسط اتومبیل چقدر بوده است؟40مانده را با سرعت باقی

1 (36  2 (40  3 (48  4 (54  

 . درست است1گزینه  : حل
1xاولاً، واحد مشاهدات 2x و=30 3x و=60   .، واحد ترکیبی کیلومتر بر ساعت است=40

1xثانیاً، به مشاهده 1wادل وزنی مع=30 2x، به مشاهده=1 2 وزنی معادل=60
1w
3

3x و به مشاهده=  وزنی =40

3معادل
2w
3

  : نسبت داده شده است؛ بنابراین=

  

3

i
i 1

H
31 2

1 2 3

1 2w 1 23 3x 36
w 1 2 10w w

1 3 3 180x x x
30 60 40

=
+ +

= = = =
+ +

+ +

∑
  

سرعت متوسط این . کنند  دور در ثانیه کار می5 ماشین با سرعت6 دور در ثانیه و2 ماشین با سرعت4در یک کارخانه  6مثال
  ها چند دور در ثانیه است؟ ماشین

1 (4.5  2( 3.125  3 (5  4 (2.5  

 .  درست است2گزینه  : حل
1xاولاً، واحد مشاهدات 2x و=2   .، واحد ترکیبی دور در ثانیه است=5
1xثانیاً، به مشاهده 1w، وزنی معادل=2 2x ماشین و به مشاهده=4 2w، وزنی معادل=5  ماشین نسبت داده شده =6
  :است؛ بنابراین

  

2

i
i 1

H
1 2

1 2

w
4 6 10 100x 3.125

w w 4 6 32 32
2 5 10x x

= +
= = = = =

++

∑
  

 240 هزار کیلومتري را با سرعت5 کیلومتر بر ساعت و فاصله480 سرعت هزار کیلومتري را با3یک اتومبیل فاصله  7مثال
سرعت متوسط این اتومبیل . ی کرده است کیلومتر بر ساعت ط320 هزار کیلومتري را با سرعت2کیلومتر بر ساعت و فاصله

  چند کیلومتر بر ساعت است؟
1 (300  2 (150  3 (200  4 (600  

 .  درست است1گزینه  : حل
در این مثال کل . کنیم ساعت است، از میانگین هارمونیک استفاده میبا توجه به آنکه واحد مشاهدات، واحد ترکیبی کیلومتر بر 

2مسافت 3 5 10+ +   : هزار کیلومتر است که=

  1 1 2 2 3 3
3 5 2x 480 w 0.3 , x 240 w 0.5 , x 320 w 0.2

10 10 10
= = = = = = = = =  

  1 2 3
H

31 2

1 2 3

w w w 0.3 0.5 0.2 1x 300
w 0.3 0.5 0.2 0.3 1 0.3w w

480 240 320 480x x x

+ + + +
= = = =

+ +
+ ++ +
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  (Geometric Mean)میانگین هندسی 
)میانگین هندسی )Gxهاي  دادهN 2 1x ,..., x , x برابر است با:  

( )
1

N NG 1 2 n 1 2 Nx x x ... x x x ... x= × × × = × × ×  

)داراي فراوانی مطلق) هاix(ها  اگر داده )iFیا فراوانی نسبی ( )ifه شده ها در نظر گرفت ها به عنوان وزن داده  باشند، این فراوانی
  : به شکل زیر استفاده کنیمiwتوانیم از ، می)if یاiF(و به جاي هر دو 

k ii 1 2

1
k Nw ww w w

G 1 2 k i
i 1

x x x ... x x
=

 ∑  = × × × =
 
 
∏

iw) فراوانی مطلق (iFبراي N=∑
iw)  فراوانی نسبی (ifبراي 1=∑

2هاي میانگین هندسی داده  1مثال , 8 ,    کدام است؟4

1 (14
3

  2 (4  3 (8  4 (64
3

  

 .  درست است2گزینه  : حل

  ( )333 33 2 3 6 2 23
G 1 2 3x x x x 4 8 2 2 2 2 2 2 2 4= × × = × × = × × = = = =  

  ها کدام است؟ با توجه به جدول فراوانی زیر، میانگین هندسی داده  2مثال

1 (2  2 (24
3

  

3 (4  4 (1024
6

  

i

i i

x 1 2 4

w F 2 6 2=
  

  .درست است 1گزینه  : حل

  ( )
 ( )i 31 2

22

210 10w ww w 2 102 6 6 2 10
G 1 2 3

2

i i

4x x x x 1 2 2 2 2 2

w F N 10

 ∑= × × = × × = × = =



= = =∑ ∑
  

  ها کدام است؟ با توجه به جدول فراوانی زیر میانگین هندسی داده  3مثال
1 (0.024  2 (0.33  
3 (2  4 (1   

i

i i

x 1 2 4

w f 0.2 0.6 0.2=
  

  .  درست است3گزینه  : حل

  ( )0.21 0.2 0.6 0.2 0.6 2 0.6 0.4 1
G

i

x 1 2 4 2 2 2 2 2 2

w n 1

 = × × = × = × = =

 = = ∑
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  کاربرد میانگین هندسی
 .شود  استفاده می)مانند نسبت، درصد، نرخ رشد، نرخ تورم( باشند) بدون واحد ( نسبی،ها میانگین هندسی در مواردي که داده

  :بگیریمبندي زیر را در نظر  توانیم دسته میمیانگین هندسی راي حل مسایل ب
N  مشاهداتـ1 2 1x ,..., x , xبه صورت نسبت داده شوند .  

  :شود در این حالت، میانگین هندسی از رابطه زیر محاسبه می

  ( )
1

N NG 1 2 N 1 2 Nx x x ... x x x ... x= × × × = × × ×  
Nکه در آن 2 1x ,..., x , xنسبت دو مقدار هستند .  

 برابر سال دوم باشد به این معناست که 3برابر سال اول و در سال سوم، 2 آنبراي مثال، اگر قیمت یک کالا در سال دوم تولید
  :است؛ به عبارت دیگر 3و نسبت قیمت آن در سال سوم به سال دوم برابر با 2نسبت قیمت این کالا در سال دوم به سال اول برابر با

  

  قیمت کالا در سال دوم  قیمت کالا در سال سوم
  قیمت کالا در سال اول  =2  و  قیمت کالا در سال دوم  =3

1xشود که مقادیر مشاهده می 2x و=2 ها که عبارت است   نسبت دو قیمت هستند و بنا بر رابطه بالا میانگین هندسی آن=3
  :شود از متوسط افزایش قیمت در این سه سال، به صورت زیر محاسبه می

  22
G 1 2x x x 2 3 2.5= × = ×   

  .رابر شده است ب2.5به عبارت دیگر، قیمت این کالا در این سه سال به طور متوسط
به طور .  برابر سال اول شده است8 برابر سال قبل و در سال دوم2با تغییر مدیریت در یک فروشگاه، فروش در سال اول  1مثال

  )70اقتصاد ـ (  متوسط فروش از آغاز مدیریت جدید چند برابر شده است؟
   برابر6) 4   برابر8) 3   برابر5) 2   برابر4) 1
 . درست است1گزینه  : حل

  :کنیم براي محاسبه متوسط از میانگین هندسی استفاده می، هستند  نسبیها دادهازآنجاکه 
  فروش سال اول

1x  فروش سال قبل  =2 =  
  فروش سال دوم

22
G 1 2x x x 2 8 4⇒ = × = × =  

2x  فروش سال اول  =8 =  

  .شده است برابر 4بنابراین، از آغاز مدیریت جدید، فروش به طور متوسط

,4,8نسبت قیمت گندم به ذرت طی سه سال گذشته  2مثال   ها کدام است؟ میانگین این نسبت.  بوده است2
1 (4  2 (2  3 (8  4 (3  
 .  درست است1گزینه  : حل

  :کنیم از میانگین هندسی استفاده می، نسبی هستندها  دادهازآنجاکه 
  

  گندم
:1  ذرت  =2 x   سال اول=

  گندم
:2  ذرت  =8 x   سال دوم=

  گندم

3 3
Gx 2 4 8 64 4⇒ = × × = =  

:3  ذرت  =4 x   سال سوم=

  .است 4 بنابراین، میانگین قیمت گندم به ذرت طی سه سال گذشته
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 نسبت 1368 دو برابر و در سال 1366 نسبت به 1367 هشت برابر، در سال 1365 نسبت به 1366سود شرکتی در سال   3مثال
  ، چند برابر شده است؟1365 نسبت به سال 1368ود شرکت در پایان سال س.  چهار برابر شده است1367به 
1 (4  2 (2  3 (27  4 (8  
 .  درست است1گزینه  : حل

 که همان متوسط سود در 1365 نسبت به 1368به سود شرکت در سال براي محاس، هاي نسبی هستند  اندازه،ازآنجاکه مشاهدات
  :کنیم  هندسی استفاده می این سه سال است، از میانگین

  

  1366سود سال 
:1  1365سود سال   =8 x   سال اول=

  1367سود سال 
:2  1366سود سال   =2 x   سال دوم=

  1368سود سال 

3 3
Gx 8 2 4 64 4⇒ = × × = =  

4= 
:3  1367سود سال  x   سال سوم=

 .ه است برابر شد1365،4 نسبت به سال 1368بنابراین، سود شرکت در پایان سال 

1گذاري از مقیاس اولویت. اند سه نفر کارشناس، اولویت اتومبیل بنز را از نظر سرعت نسبت به پژو تعیین کرده  4مثال
8

. است 8 تا

1، نفر دوم4نفر اول اولویت بنز را
4

  متوسط اولویت اتومبیل بنز به پژو از نظر سرعت چقدر است؟. تعیین کرده است 8نفر سوم و 
1 (2  2 (4  3 (6  4 (8  
 .  درست است1گزینه  : حل

  :کنیم براي محاسبه متوسط از میانگین هندسی استفاده می،  نسبی هستندها به صورت داده ازآنجاکه
  اولویت بنز

:1  اولویت پژو  =4 x   نفر اول=

1  اولویت بنز
4

:2  اولویت پژو  = x   نفر دوم=

  اولویت بنز
G 1 32

31 3 333x x x x 4 8 8 2 2
4

⇒ = × × = × × = = =  

:3  اولویت پژو =8 x   نفر سوم=

  . است2بنابراین، متوسط اولویت اتومبیل بنز به پژو از نظر سرعت برابر
یک از   بوده است، کدام80 و20 برحسب درصد فروش به ترتیبمیزان سود یک شرکت سهامی در دو سال گذشته  5مثال

  دهد؟ هاي زیر به عنوان شاخص مرکزي، وضع سودآوري شرکت را بهتر نشان می کمیت
1 (20  2 (40  3 (60  4 (50  

 . درست است2گزینه  : حل
  : داریم، است برحسب درصد فروش مطرح شدهمیزان سودازآنجاکه 

  سود سال اول
(1  فروش سال اول  =0.20 x→ (سود سال اول=)0.20فروش سال اول= %20فروش سال اول→   سود سال اول=)

  سود سال دوم
(2  فروش سال دوم  =0.80 x→ (دومسود سال =)0.80دومفروش سال =   سود سال دوم=)%80فروش سال دوم→
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  :بهترین شاخص مرکزي براي تعیین وضعیت سودآوري، میانگین هندسی استبنابراین، 
  22

G 1 2x x x 0.20 0.80 0.40= × = × =  
%به عبارت دیگر متوسط سودآوري در دو سال گذشته   . فروش بوده است40

N مشاهداتـ2 2 1x ,..., x , xداده شوند) نرخ رشد یا تورم(ه صورت درصد  ب.  

ixبا استفاده از رابطهدر این حالت 
1

100
 

+  
 

» برابر«به دست آورده و مقدار متوسط را برحسب » برابر« را برحسب واحد درصدها 

  :کنیم به صورت زیر محاسبه می) 1(از همان رابطه 

  N1 2N
G

xx x
x 1 1 ... 1

100 100 100
    = + + +    

     
  

 درصد سال دوم باشد به 30 درصد سال اول و در سال سوم،20ل، اگر نرخ رشد قیمت یک کالا در سال دوم تولید آنبراي مثا
 سال سوم نسبت به سال  درصد افزایش و قیمت آن در20این معناست که قیمت این کالا در سال دوم نسبت به سال اول

  : درصد افزایش داشته است؛ به عبارت دیگر30دوم
1: p  قیمت در سال اول  

( )2 1 1 1: p p 0.2 p 1.2 p= +   قیمت در سال دوم  =
( )3 2 2 2: p p 0.3p 1.3 p= +   قیمت در سال سوم  =

  :در این صورت داریم
  

1x201.2  قیمت در سال دوم 1 1
100 100

= + = )برابر+ ) 12

1 1

1.2 pp
p p

= = =  
  قیمت در سال اول
)برابر1.25  قیمت در سال سوم ) ( )2

Gx 1.2 1.3⇒ = ×   
2x301.3 1 1

100 100
= + = )برابر+ ) 23

2 2

1.3 pp
p p

= = =  
  قیمت در سال دوم

  :ط نرخ رشد قیمت این کالا در این سه سال برابر است بابنابراین، متوس

  ( )x 1 1.25 x 1.25 1 100 25%
100

+ = → = − × =  

متوسط نرخ رشد .  بوده است−20% و80%نرخ رشد تولیدات یک کارخانه تولیدي طی دو سال گذشته به ترتیب  6مثال
  )85اقتصاد ـ (  ست؟تولیدات سالانه در این کارخانه چقدر ا

1 (%20  2 (%30  3 (%50  4 (%60  

 .  درست است1گزینه  : حل
  :کنیم ه صورت زیر عمل میمطرح شده است، براي محاسبه متوسط نرخ رشد ب» درصد«ها با عنوان نرخ رشد برحسب  با توجه به آنکه داده

  1 2 2 222G
x x 80 20x 1 1 1 1 1.8 0.8 1.44 1.2

100 100 100 100
   −  = + + = + + = × = =            

  

) برابر معادل1.2متوسط نرخ رشد در هر سال )1.2 1 100 %20− ×   . است=

N مشاهداتـ3 2 1x ,..., x , xداده شوند) واحددار مانند تومان، ریال، تعداد(هاي غیرنسبی   با اندازه.  
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iبراي محاسبه متوسط نرخ رشد و یا نرخ تورم با استفاده از کسر این حالت در

i 1

x
)

x −
i) براي  نسبت تبدیلها را به   داده≤2

  :کنیم؛ به عبارت دیگر می

  3 N N2 N 1N 1G
1 2 N 1 1

x x xx
x ...

x x x x
−−

−
= × × × =  

  :بنابراین

  NN 1G
1

x
x

x
−=  

ü دقت کنید!  
N،داده N   .کند  نسبت ایجاد می−1

 تومان 900 تومان و در سال سوم600 تومان، در سال دوم،400براي مثال، فرض کنید قیمت یک کالا در سال اول تولید آن
  :در این صورت داریم. باشد

  2
1 2 3 G

x
x 400 , x 600 , x 900 x= = = ⇒ = 3

1 2

x
x x

× 3 223 1
1

x 900 3 1.5
x 400 2

− = = = =  

) برابر شده است که معادل1.5بنابراین، قیمت این کالا در این سه سال به طور متوسط )1.5 1 100 %50− ×   . رشد است=

متوسط نرخ رشد .  نفر شده است640 و40،80،130،200ساله به ترتیب تعداد کارکنان یک شرکت طی یک دوره پنج  7مثال
  کارکنان چند درصد بوده است؟

1 (%100  2 (%200  3 (%150  4 (%50  

 .  درست است1گزینه  : حل
n متوسط نرخ رشد طی دوره،اند هاي غیرنسبی و برحسب تعداد مطرح شده ها با اندازه  دادهازآنجاکه  با استفاده از  ساله=5

  :شود محاسبه می به صورت زیر میانگین هندسی

  4N 4N 11 N G
1

x 640x 40 , x 640 , N 5 x 16 2
x 40

−= = = ⇒ = = = =  

) برابر شده که معادل2، به طور متوسط کارمندان در طول پنج سالبنابراین، تعداد )2 1 100 %100− ×   . رشد است=

 رسیده باشد، متوسط نرخ تورم در این 71ال  در س180 به69 در سال 80فروشی از فرض کنید شاخص قیمت خرده  8مثال
  فاصله زمانی چقدر بوده است؟

1 (%50  2 (%150  3 (%100  4 (%200  

 .  درست است1گزینه  : حل
nاند، متوسط نرخ تورم طی دوره  قیمت مطرح شدههاي غیرنسبی و برحسب ها با اندازه  دادهازآنجاکه ، با )71 تا 69( ساله =3

  :شود استفاده از میانگین هندسی به صورت زیر محاسبه می

  2N 2N 11 N G
1

x 180x 80 , x 180 , N 3 x 2.25 1.5
x 80

−= = = ⇒ = = = =  

) برابر شده که معادل1.5 به طور متوسط سال،3فروشی در طول بنابراین، قیمت خرده )1.5 1 100 %50− ×   . تورم است=
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 (Mathematical Mean)حسابی  میانگین

) حسابیمیانگین )x هاي دادهn 2 1x ,..., x , x حاصل تقسیم مجموع مشاهدات بر تعداد مشاهدات برابر است با.  
  مجموع مشاهدات
  تعداد مشاهدات

  میانگین حسابی=

  .شود  نیز نامیده می»متوسط« یا »معدل«میانگین حسابی، 

  میانگین حسابی نمونه و جامعه
Nاگر 2 1x , , x , xمشاهدات جامعه باشند، میانگین حسابی جامعه برابر است با :  

N
i

i 1
x

:
N

=µ =
∑

  گین حسابی جامعهمیان

nاگر 2 1x , , x , xاي   نمونهnتایی از جامعه باشد، میانگین حسابی آن برابر است با:  
n

i
i 1

x

: x
n

==
∑

  میانگین حسابی نمونه

ü دقت کنید!  
)فاهیم میانگین نمونه مـ1 )xمعه و میانگین جا( )µ اما روش محاسبه ) شود  بررسی می5در فصل ( کاملاً با هم متفاوت است
  ).مجموع مشاهدات تقسیم بر تعداد مشاهدات(ها یکسان است  آن
) بیان دیگر میانگین حسابی، امید ریاضیـ2 )( )E X گر؛ به عبارت دی)شود  بررسی می3در فصل ( است:  

  ( )E X x≡ µ ≡ 

,30هاي میانگین حسابی داده  1مثال   کدام است؟40,30,20
1 (20  2 (30  3 (25  4 (35  

 . درست است2گزینه  : حل

  ix 20 30 40 30 120 30
n 4 4

+ + +
µ = = = =

∑  

  میانگین حسابی و تصاعد حسابی
nاگر 2 1x ,..., x , xیک تصاعد حسابی با قدرنسبت dشود محاسبه میگاه میانگین حسابی مشاهدات به صورت زیر   باشد، آن:  

ixها تصاعد حسابی  
→  ( )

( )n 1 n
1 1 1 i

i 1

n x x
x , x d,..., x n 1 d x

2
=

+
+ + − → =∑  

  
1 2 nx , x ,..., x  
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( )

n
1 ni

i 1 1 n

n x xx
x x2

n n 2
=

+
+

µ = = =

∑
  

  :به عبارت دیگر در هر تصاعد حسابی، میانگین حسابی مشاهدات برابر است با
   مشاهده اول+امnمشاهده

2  
1 nx x

2
+

µ = =  

,99هاي میانگین حسابی داده  2مثال ,3, 2 ,1کدام است؟  
1 (50  2 (100  3 (51  4 (45  

 .  درست است1گزینه  : حل
dعد حسابی با قدرنسبت این مشاهدات یک تصا   : هستند؛ بنابراین میانگین حسابی برابر است با=1

  1 nx x 1 99 50
2 2
+ +

µ = = =  

ü دقت کنید!  
ها برابر با داده وسط است و اگر  ها فرد باشد، میانگین حسابی داده دهند، اگر تعداد داده هایی که تشکیل تصاعد حسابی می در داده
  .ها برابر با میانگین دو داده وسط است ها زوج باشد، میانگین حسابی داده د دادهتعدا

  .هاي زیر را محاسبه کنید میانگین حسابی داده  3مثال

   : حل
  تصاعد حسابی

→  238µ =  
nفرد   

  
232,235,238, 241, 244

µ
  

  

  تصاعد حسابی
→  443 447 445

2
+

µ = =  
nزوج   

  
435,439,443, 447, 451, 455  

  (Weighted Mathematical Mean)میانگین حسابی وزنی 
)گاهی مشاهدات )ix شوند داده می)  نسبییالق مط( به صورت زیر با جدول فراوانی:  

  
i 1 2

i 1 2 i

i
i i 1 2 i

x x x

F F F F N

F
f p f f f 1

N

=

= = =

∑

∑







  

  :برابر است بادر این حالت میانگین حسابی 

  i i
i i

F x
x f x

N
= µ = =

∑
∑  
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 با توجه به جدول فراوانی زیر مقدار میانگین کدام است؟  1مثال

3  1  2  ix  1( 1.9  2 (3.3 
3 (1.8  4 (6.3 

2  3  5  iF) فراوانی مطلق(  
 

 . درست است1گزینه  : حل

  
i i

i

F x 5 2 3 1 2 3 19 1.9
N 10 10

F N 10

 × + × + ×
µ = = = =


 = =

∑

∑
  

 با توجه به جدول فراوانی زیر مقدار میانگین کدام است؟  2مثال

3  2  1  0  ix  1 (1.5  2 (1.7  
3 (1.3  4 (1  0.4  0.1  0.3  0.2  if) فراوانی نسبی(  

 

 .  درست است2گزینه  : حل
  i if x 0.2 0 0.3 1 0.1 2 0.4 3 1.7µ = = × + × + × + × =∑  

)را وزن هر داده) فراوانی مطلق (iFیا) فراوانی نسبی (ifاگر :نکته )ixدو ازجاي هر توانیم به  در نظر بگیریم، می iw استفاده 
  .گذاري کنیم  نامwx با نماد»میانگین حسابی وزنی«کرده و میانگین حاصل را 

  
i 1 2

i i 1 2 i

i i 1 2 i

x x x

f w w w w N

F w w w w 1

= =

= =
∑
∑







  

 

i i w i i
i i

w w i ii i i w

w f : x w x
w x

x w xw w F : x
N

 = =


= µ = → 
 = =


∑∑
∑∑

  

  

 شود؟  را از نمرات او حذف کنیم، معدل این دانشجو چقدر می12اگر نمره.  شده است14 واحد5معدل یک دانشجو در  3مثال
  .کند تغییر نمی) 2    14.5) 1
  . بستگی دارد12به ضریب نمره) 4    11) 3

 .  درست است4ینه گز : حل
iwگاه نشان دهیم، آن iwو واحد آن را با ixاگر هر نمره را با   :شود تعداد واحدهاست و معدل به صورت زیر محاسبه می ∑=5

  

  i i 1 1 k
w

i

w x w x ... w 12 ...
x 14

w 5
× + + × +

= = =
∑
∑

  

kwتعداد واحد( 12نمرهازآنجاکه در این مسئله ضریب  را باید کم  12توانیم مشخص کنیم چه ضریبی از مشخص نیست، نمی) =
  .را محاسبه کنیممانده  توانیم معدل واحدهاي باقی شود؛ درنتیجه نمی مانده نیز مشخص نمی طور تعداد واحدهاي باقی کنیم و همین
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  :شد  می14.5مانده شد، معدل دروس باقی مطرح می)  واحدي1( درس 5دقت کنید اگر در سؤال معدل براي
  مجموع نمرات

70)مانده مجموع نمرات باقی( 70 12 58= → − =14 مجموع نمرات= →  
5  

  قدیم معدل=

  58 14.5
4

=    معدل جدید=

  

عدد کنار . شود  می11مانده مساوي  باقی عدد9اگر یک عدد را کنار بگذاریم، میانگین.  است12میانگین ده عدد مساوي  4مثال
 شده، کدام است؟ گذاشته

1 (11  2 (12  3 (20  4 (21  

 .  درست است4گزینه  : حل
  : عدد داریم10ی برايبا توجه به تعریف میانگین حساب

  

10

i 10
i 1

i
i 1

x

12 x 120
10

=

=

µ = = → =

∑
∑  

  :شود مانده به صورت زیر محاسبه می  عدد باقی9گاه میانگین شده باشد، آن  همان عدد کنار گذاشتهaاگر

  

10

i
i 1

x a

11 120 a 99 a 21
9

=

−

= → − = → =

∑
  

 شود؟ میانگین درست چقدر می. ایم  گرفته14 و18 برابر4 و8جاي دو عدد را اشتباهی به.  است12 عدد برابر10میانگین  5مثال
1 (8  2 (14  3 (10  4 (12  

 .  درست است3گزینه  : حل
  : است120 عدد برابر10با توجه به تعریف میانگین حسابی از رابطه زیر مجموع

  

10

i 10
i 1

i
i 1

x

12 x 120
10

=

=

µ = = → =

∑
∑  

اند،   که به اشتباه وارد شده14 و18 عدد، اعداد10، باید از مجموع4جاي  به14 و انتخاب عدد8جاي  به18به ازاي انتخاب عدد
  : عدد اضافه شود؛ درنتیجه10 به مجموع4 و8جاي آن دو، اعداد کسر شود و به

)میانگین جدید(  

10

i
i 1

x 120 18 14 8 4

10
10

=

= − − + +

=

∑
  

  (Truncated Mean / Trimmed Mean)گین پیراسته میان
دانیم هر  ، ازآنجاکه می)همخوانی یا تجانس نداشته باشند(ها اختلاف زیادي داشته باشند  اگر تعداد کمی از مشاهدات با بقیه داده
زرگ باشند، باعث تغییرات ها به طور غیرعادي کوچک یا ب گذارد، اگر تعداد کمی از داده داده کوچک یا بزرگ در میانگین اثر می

  .توان از میانگین پیراسته استفاده کرد ها می شوند؛ به همین دلیل براي این دسته از داده فاحش در میانگین می
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  :محاسبه میانگین پیراسته به صورت زیر است
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می داده) الف
)ها به تعداد از ابتدا و انتهاي داده) ب )a n 1×   .کنیم  داده را حذف می−
  .کنیم مانده را محاسبه می میانگین حسابی مشاهدات باقی) ج

) در این میانگین، شرایط خاصی دارد؛ اگرa انتخاب:توجه )a n 1×  عددي اعشاري باشد، حد پایین آن را در نظر می گیریم −
  . )کنیم  پایین گرد میبه سمت(

 :هزینه ماهانه یک خانواده تهرانی برحسب صد هزار تومان به صورت زیر به دست آمده است  مثال
  10 , 8 , 15 , 20 , 9 , 16 , 17 , 18 , 25 , 30 , 15 , 14.5 

aاگر %  . باشد، میانگین پیراسته را محاسبه کنید=25

  : حل
  :کنیم  را به صورت صعودي مرتب میها  داده)الف

  8 , 9, 10, 14.5 , 15 , 15 , 16 , 17 , 18 , 20 , 25 , 30  

25aها تعداد  از ابتدا و انتهاي داده)ب n 1 12 1 2
100

 × − = × − = 
 

  .کنیم  داده را حذف می

  : 8 , 9 , 10, 14.5 , 15 , 15 , 16 , 17 , 18 , 20 , 25 ,   هاي پیراسته داده30
  :کنیم مانده را محاسبه می هاي باقی  میانگین حسابی داده)ج

  10 14.5 15 15 16 17 18 20 125.5 15.6875
8 8

+ + + + + + +
= =   µپیراسته=

    :نکته
هاي متقارن، میانگین پیراسته به خوبی  ـ در توزیع1

  .میانگین حسابی است

  
  

که مقادیر جامعه  هاي نامتقارن، یعنی زمانی ـ در توزیع2
ناهمگون است و منحنی توزیع به راست یا به چپ کشیده 

شود، میانگین پیراسته بهتر از میانگین حسابی است و  می
  .رود اخص مرکزي به کار میجاي آن به عنوان ش به

  
 (Winsorized Mean)میانگین وینزوري 

  :کنیم میانگین وینزوري نوع دیگري از میانگین پیراسته است که براي محاسبه آن به صورت زیر عمل می
  .کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می  داده)الف
)ها به موقعیت  از ابتداي داده)ب )a n× ها به  سپس از انتهاي داده. کنیم هاي قبل از آن جایگزین می رفته و مقدار آن را در داده

)سمت عقب به موقعیت )a n×کنیم هاي بعد جایگزین می  رفته و مقدار آن را در داده.  
  .کنیم  میانگین حسابی مشاهدات جدید را محاسبه می)ج
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) در این میانگین شرایط خاصی دارد؛ اگرa انتخاب:توجه )a n 1× به ( گیریم  عددي اعشاري باشد، حد پایین آن را در نظر می−
  . )کنیم سمت پایین گرد می

 :هزینه ماهانه یک خانواده تهرانی برحسب صد هزار تومان به صورت زیر به دست آمده است  مثال
  10 , 8 , 15 , 20 , 9 , 16 , 17 , 18 , 25 , 30 , 15 , 14.5 

aگرا %  . باشد، میانگین وینزوري را محاسبه کنید=25
  : حل
  :کنیم ها را به صورت صعودي مرتب می  ابتدا داده)الف

  8 , 9, 10, 14.5 , 15 , 15 , 16 , 17 , 18 , 20 , 25 , 30  
)ها به موقعیت از ابتداي داده )ب )a n 0.25 12 3× = × کنیم،  ن جایگزین میهاي قبل از آ رویم و مقدار آن را در داده  می=

)ها به سمت عقب به موقعیت همچنین از انتهاي داده )a n×کنیم هاي بعد جایگزین می رویم و مقدار آن را در داده  می:  

  : 8 , 9
10 , 10

, 10 , 14.5 , 15 , 15 , 16 , 17 , 18 , 20 , 25 , 30
↑ ↑

20 , 20
  هاي وینزوري داده

  :کنیم  میانگین حسابی مشاهدات جدید را محاسبه می)ج
  10 10 10 14.5 15 15 16 17 18 20 20 20 185.5 15.46

12 12
+ + + + + + + + + + +

= =   µوینزوري=
  تفاوت میانگین پیراسته و وینزوري 

 aتر از هاي فراوانی، مشاهدات کوچک میانگین پیراسته حالت خاصی از میانگین حسابی است؛ اگر از سري تغییرات و یا توزیع
  .گویند  درصد بالا را حذف کنیم، سپس میانگین حسابی را محاسبه کنیم، به آن میانگین پیراسته میaتر از درصد پایین و بزرگ

 درصد بالا، aتر از  درصد پایین و بزرگaتر از جاي مقادیر کوچک میانگین وینزوري نوعی از میانگین پیراسته است که در آن به
  .کنیم دهیم، سپس میانگین کل مشاهدات را محاسبه می  درصد پایین و بالا را قرار میaمقدار عددي

  خواص میانگین حسابی
  .همه نقاط از میانگین برابر صفر است) تفاضلات( مجموع انحرافات ـ1

  ( ) ( )
n n

i i
i 1 i 1

x x x 0
= =

− µ = − =∑ ∑  

  :به عبارت دیگر

  ( )
n

i
i 1

x a 0 a x
=

→− = = µ =←∑ 

)میانگین، نقطه ثقل جامعه است که مجموع گشتاور نقاط نسبت به آن) مکانیکی(از نظر فیزیکی  )( )ix − µ∑ همیشه صفر است. 
  .است) مینیمم(همه نقاط از میانگین همیشه حداقل ) تفاضلات(انحرافات ) توان دو( مجموع مجذور ـ2

))حداقل(   ) ( )2 2
i ix x x min− µ = − =∑ ∑  

nاي دلخواه از  دادهbیعنی اگر 1x ,..., xگاه  باشد، آن:  
  ( ) ( )2 2

i ix x b− µ < −∑ ∑  
  :تر است به عبارت دیگر مجموع مجذور انحرافات از میانگین، از هر مجموع مجذور انحرافات نسبت به داده دلخواه، کوچک

  ( )2
ix a min a x− = → = µ =∑ 

  ):مثبت یا منفی( مقادیر ثابتی باشند b وa اگرـ3
a)مساوي(هاي برابر  میانگین داده) الف ,..., a ,a ,a,aبرابر ،aاست .  

  ( )a ,a ,..., a a a→ µ =  
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)هرگاه به تمام مشاهدات) ب )ix با میانگین µثابت ،aگاه میانگین مشاهدات جدید  را اضافه یا از آن کم کنیم، آن( )ix a± 
aµبرابر با   : خواهد بود±

  
( )

i 1 2 nx a1 2 n x a , x a , ..., x ax , x ,..., x

x a a
± ± ± ± → 

µ ± = µ ±µ  
  

)هرگاه تمام مشاهدات) ج )ixبا میانگین µرا در ثابت ،bگاه میانگین مشاهدات جدید  ضرب یا بر آن تقسیم کنیم، آنibx ) 
iیا

1( x
b

1یا bµ برابر با
b

µخواهد بود .  

  
( )

i

i

bx 1 2 n
1 2 n

1 1 2 nx
b

bx , bx ,...,bx
x , x ,..., x

bx b
1 1 1x , x ,..., x
b b b

x 1
b b

 →  µ = µ 
  µ →    µ = µ    

  

  :داریم) ج(و ) ب(با توجه به حالات ) د

  
( )

i

i

1 2 nbx a
1 2 n

1 1 2 nx a
b

bx a , bx a ,...,bx a
x , x ,..., x

bx a b a
1 1 1x a , x a ,..., x a
b b b

x 1a a
b b

±

±

 ± ± ±→  µ ± = µ ± 
  ± ± ± µ →    µ ± = µ ±    

  

  .کند ها تغییري نمی ها قرار گیرد، مجموع داده میانگین تنها پارامتري است که اگر به جاي تمام داده ـ4

  i
i 1 2 n

n

x
x x n x x x x x x x

n
= → = → + + + = + + +∑ ∑    

  براي مثال،

2, 2, 2
  1 2 3x 2

3
+ +

→ = = →  1, 2,3
  

  مجموع=6    مجموع=6

nاگر میانگین اعداد  مثال 2 1x , ... , x , xباشد، مقدار20 مساوي ( )
n

i
i 1

x 20
=

  کدام است؟∑−

n  3 (2n) 2  صفر) 1 20−   4 (20  
 . درست است1گزینه  : حل

)یکی از خواص مهم میانگین )µصورت به ( )ix 0− µ   :کند  است که بیان می∑=
  ». است0حول میانگین برابر) انحرافات(مجموع تفاضلات «
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  بندي شده هاي طبقه میانگین حسابی در داده
  :کنیم  به صورت زیر عمل می،بندي شده هاي طبقه براي محاسبه میانگین حسابی در داده

  :کنیم کز طبقات را محاسبه می مر)الف
i   حد پایین طبقه+حد بالاي طبقه iL U

2
+

=  
2  

i: x   مرکز طبقه=

  :آوریم  مقدار میانگین حسابی را از رابطه زیر به دست می)ب

  i i
i i

F x
f x

N
µ = =∑ ∑  

  جداول با حدود طبقات بزرگ
تر هستند، از روش زیر براي محاسبه  ها اعداد دورقمی یا بزرگ هاي آن براي ساده کردن محاسبات در جداولی که حدود دسته

  :شود میانگین حسابی استفاده می
)اي را که داراي بیشترین فراوانی است طبقه )الف )k kL U− گیریم کنیم و جدول فراوانی را به صورت زیر در نظر می انتخاب می:  

  

i
i

x a
: x

I
−′   مرکز طبقات جدید=

k kL U
: a

2
+

  مرکز طبقه داراي بیشترین فراوانی=









  

: Iفاصله طبقات  

k k

i k

x 2 1 0 1 2

C L L U

F F

′ − −

− −

 

     

     

  

  :کنیم میانگین را با مرکز طبقات جدید محاسبه می )ب

  X
i iF x

N′

′
µ = ∑  

)هاي اصلی با توجه به خواص میانگین، میانگین داده )ج )Xµت با برابر اس:  

  X
X X X

ix a a
I a

I I′ ′
− µ − µ = µ = → µ = µ × + 

 
  

 هاي جدول زیر کدام است؟ میانگین داده  6مثال
40 50−  30 40−  20 30−  C L−  1 (35  2 (36  

3 (37  4 (38  15  25  10  iF  
  .  درست است2 گزینه  : حل
)طبقه )الف )30   : داراي بیشترین فراوانی است؛ بنابراین جدول به صورت زیر خواهد بود−40

  
i

x 1 0 1

C L 20 30 30 40 40 50

F 10 25 15

′ −

− − − −  

  :کنیم  محاسبه میمیانگین را با مرکز طبقات جدید )ب

  X
i i

i i

i i i i

x 1 0 1
F x 5 1F 10 25 15 N F 50
N 50 10

F x 10 0 15 F x 5
′

′ −
′

= = → µ = = =

′ ′− =

∑∑
∑
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)هاي اصلی میانگین داده )ج )Xµبرابر است با :  

  

X X X

X

k k

1I a 10 35 1 35 36
10

L U 30 40a 35
2 2

1 , I 10
10

′

′

µ = µ × + → µ = × + = + =

 + + = = =


µ = =


  

  مقایسه معیارهاي مرکزي
  :اند از سه ویژگی مهم پارامترهاي مرکزي عبارت

)هاي اشتباه ـ حداقل تعداد تخمین )eN min=در مد   
)ـ حداقل مجموع قدرمطلق انحرافات از میانه )ix Md min−   در میانه∑=

)ـ حداقل مجذور خطا ) ( )2 2
i ix x x min − µ = − = 

 
∑    در میانگین∑

؛  از اهمیت خاصی برخوردار است وهاي آمار استنباطی بوده از میان این سه ویژگی، حداقل مجذور خطا پایه بسیاري از تکنیک
  .شود محسوب می بهترین معیار مرکزي که داراي این ویژگی است میانگینبنابراین، 
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  (Measures of Dispersion)معیارهاي پراکندگی 

توانند ما را به هدفی مشخص برسانند، یکی را انتخاب کنیم، باید بتوانیم مشاهدات  هرگاه بخواهیم از بین جوامع آماري که می
  .ها از یکدیگر مشخص شود ارزیابی کنیم تا میزان تفاوت آنجوامع را به طور دقیق 

توان توزیع مشاهدات جامعه را اطراف آن بررسی کرد، اما هنگام مقایسه دو جامعه،  ترین شاخص مرکزي است که می میانگین، مهم
. هاي دو جامعه استفاده کرد اوتتوان از این شاخص براي مقایسه تف ها با هم برابر باشد؛ در این صورت نمی ممکن است میانگین آن
گیري و انتخاب  ، به معیار جدیدي براي تصمیمپراکندگی مشاهدات را حول مرکز بررسی و مقایسه کنیمدر چنین شرایطی اگر 

  . نیز معروف است»شاخص پراکندگی«آید به  معیاري که به این طریق به دست می. رسیم یک جامعه از بین جوامع می
اش   یکی را براي واگذاري پروژه آیندهB وAهاي خواهد از میان دو پیمانکار با نام نید یک شرکت عمرانی می، فرض کبراي مثال
، به )برحسب ماه(لی خود را به اتمام برسانند  پروژه قب4اند زمانی که این دو پیمانکار توانسته هاي مربوط به مدت داده. انتخاب کند

  :شرح زیر به دست آمده است
10,16,12,18 پیمانکار : A  
15,14,13,14پیمانکار  : B  

شود زیرا میانگین  زمان تحویل پروژه را ملاك انتخاب قرار دهد، دچار مشکل می در این مثال اگر شرکت بخواهد میانگین مدت
تواند متوجه شود که توزیع آماري این دو جامعه   ماه است؛ اما با کمی دقت می14ت زمان تحویل پروژه هر دو پیمانکار برابرمد

 که Bهاي پیمانکار واضح است که پراکندگی داده. یکسان نیست، بنابراین براي انتخاب باید از پارامترهاي پراکندگی کمک بگیرد
  .، کمتر استندحول میانگین متمرکزتر

 از یکدیگر یا میزان پراکندگی ها  معیارهایی براي تعیین میزان پراکندگی داده،پارامترهاي پراکندگی :تعریف
  . است)میانگین(بهترین مرکز ها نسبت به  آن

  انواع معیارهاي پراکندگی
  دامنه تغییرات) 1
  )دامنه نیم(چارکی  دامنه میان) 2
  انحراف چارکی) 3


← 



  .کنند ها را نسبت به یکدیگر تعیین می میزان پراکندگی داده  

  

  انحراف متوسط از میانگین) 4
  واریانس و انحراف معیار) 5
  واریانس نیمه) 6


← 



  .کنند یها را نسبت به میانگین تعیین م میزان پراکندگی داده  
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 (Range)دامنه تغییرات 

)دامنه تغییرات :تعریف )Rترین مشاهده ترین مشاهده از مقدار بزرگ  عبارت است از تفاضل مقدار کوچک.  

nکه مشاهدات به عبارت دیگر، درصورتی 2 1x ,..., x , xگاه دامنه تغییرات اي مفروض باشند، آن  از جامعه( )R به عنوان یکی از 
  :شود ترین پارامترهاي پراکندگی به صورت زیر محاسبه می ساده

  ( ) ( )i iR Max x Min x

i 1,2,..., n

 = −


=
  

4دامنه تغییرات مربوط به مشاهدات 1 مثال , 2, 3, 7 ,    کدام است؟6
1( 5  2( 2  3( 4  4 (7  

 .  درست است1گزینه  :حل

  ( ) ( )i i

R 7 2 5

max x 7,min x 2

= − =
 = =

  

 با توجه به جدول زیر دامنه تغییرات کدام است؟ 2 مثال

  6) 2  5) 1  مرکز دسته  −1  0  3  5
  فراوانی  10  7  15  4  .قابل محاسبه نیست) 4  4) 3

 

 . است درست2گزینه  :حل

  
( )

( ) ( )i i

R 5 1 6

max x 5 , min x 1

 = − − =


= = −
  

 بندي شده زیر دامنه تغییرات کدام است؟ در جدول طبقه 3 مثال
10 13− 7 10− 4 7−  1   13) 2  12) 1  حدود طبقات    −4

  فراوانی  7  13  5  6  3) 4  10) 3
 

 .  درست است1گزینه  :حل

  ( ) ( )i i

R 13 1 12

max x 13 , min x 1

= − =
 = =

  

)ها، فاصله طبقات با استفاده از دامنه تغییرات بندي داده در طبقه :يیادآور )Rشدند بندي می ها طبقه ، محاسبه و داده.  
  :براي مثال، در این مسئله داریم

R) 12  )دامنه تغییرات 3
4

= =  
K) تعداد طبقات(  I   )فاصله طبقات (=

 موارد استفاده از دامنه تغییرات

  بندي مشاهدات جامعه  طبقه)الف
  .استکه به آسانی قابل محاسبه )  تایی5 یا4(هاي کوچک   محاسبه میزان پراکندگی در نمونه)ب
   کنترل کیفیت آماري)ج
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 معایب دامنه تغییرات

در نمایش پراکندگی  اما ،ترین معیارهاي پراکندگی به آسانی قابل محاسبه است هرچند دامنه تغییرات به عنوان یکی از ساده
  :را ندارد، زیرالازم ) ثبات(مشاهدات، پایداري 

، )ها  از بین تمام دادهاولاً )n 2 1x ,..., x , x شود در نظر گرفته می) ماکزیمم و مینیمم( تنها دو مشاهده.  
، که سایر مشاهدات به داده ماکزیمم یا   درصورتی،شود؛ به عبارت دیگر  وضعیت توزیع سایر مشاهدات در نظر گرفته نمیثانیاً

  .ها نیست مینیمم نزدیک باشند، دامنه تغییرات قادر به نمایش آن
 :اهدات زیر دقت کنیدبراي مثال، به دو گروه از مش

( )1 14 ,17 , 15 , 20 , 100 , 21 , 19 ; R 100 14 86= − =  
)رغم اینکه بیشتر مشاهدات به داده مینیمم در این مشاهدات، علی )ترند، دامنه تغییرات  نزدیک14(  بیشتر از پراکندگی 86(
  .واقعی مشاهدات است

( )2 14 , 80 , 75 , 90 , 100 , 91 , 41 ; R 100 14 86= − =  
)که بیشتر مشاهدات به داده ماکزیمم رغم این ین مشاهدات، علیدر ا )ترند، باز هم دامنه تغییرات  نزدیک100(   . شده است86(

  (Interquantile Range)) دامنه نیم(چارکی  دامنه میان
) پارامتر پراکندگی دامنه تغییرات    اگر :تعریف )R  1 درصد از مشـاهدات در فاصـله   50 را برايQ)  چـارك اول (

چـارکی   رسـیم کـه آن را دامنـه میـان     محاسبه کنیم، به شـاخص پراکنـدگی جدیـدي مـی    ) چارك سوم  (3Qتا
3  .دهند نشان می IQRنامند و با  می) دامنه نیم( 1IQR Q Q= −  

  

) چارك اول( 1Qگیریم و از پایین تا هاست در نظر می  درصد داده50، پارامتر مرکزي میانه را که)دامنه نیم(چارکی  در دامنه میان
  .دهیم توسعه می) چارك سوم (3Qو از بالا تا

 

1Qفرض کنید مثال Md و=100 3Q و=140  دامنه کدام است؟  باشد، نیم=180
1 (40  2 (60  3 (30  4 (80  

 .  درست است4گزینه  :حل
  3 1: IQR Q Q 180 100 80= − = −   دامنه نیم=
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  (Quantile Dispersion)انحراف چارکی 
 ).دامنه نیم(چارکی  انحراف چارکی برابر است با نصف دامنه میان :تعریف

3 1Q QIQRSIQR
2 2

−
= =  

)در بعضی منابع، از انحراف چارکی )SIQRچارکی  به جاي دامنه میان( )IQRشود  به عنوان شاخص پراکندگی استفاده می.  
)اصولاً انحراف چارکی )SIQRبراي بررسی پراکندگی جوامع از دامنه تغییرات ( )Rر ت باثبات) دامنه نیم(چارکی   و دامنه میان

 .هاي مذکور است ها بهتر از شاخص بوده و در نمایش پراکندگی داده

3گاه انحراف چارکی  با هم برابر باشند، آن) چارك سوم (3Qتا) چارك اول (1Qها از اگر تمام داده :نکته 1Q Q
2
− 

  
 

 و دامنه 

))نهدام نیم(چارکی  میان )3 1Q Q−برابر صفر هستند و برعکس . 

3 1Q Q
0

2
−

=    انحراف چارکی=

3 1Q Q 0= −    نیم دامنه=


→←



  1 3Q Q=  

Nدر 1 مثال   .دست آورید ه مشاهده زیر، چارك اول و سوم را ب=10
  2,3,6,6,6,6,6,6,9,15  

  :حل
    N 10= 

6 6 0= − 1  دامنه  نیم=
1N 1 3 Q 6
4 2

= + = →    محل چارك اول=

6 6 0
2
−

=    انحراف چارکی=



→ 



  
3

3N 1 8 Q 6
4 2

= + = →    محل چارك سوم=










  

1Qها از در این مشاهدات، تمام داده 3Q تا=6 ها وجود ندارد   میانی داده50% با هم برابرند؛ بنابراین هیچ پراکندگی بین=6
  .شود  برابر صفر میدامنه و درنتیجه انحراف چارکی و نیم

)دامنه  اگر نیم:نتیجه )IQRیا انحراف چارکی ( )SIQRدرصد مشاهدات از چارك اول50گاه  برابر صفر شود، آن ( )1Q تا 
)چارك سوم )3Q برابر هستند با هم.  

  انحراف چارکی کدام است؟،هاي زیر در جدول داده 2 مثال
1 (3.75  2 (2.25 
3 (4  4 (2 i

C L 10 13 13 16 16 19 19 22
F 5 8 4 3
− − − − −

  

 

 .  درست است2گزینه  :حل
)ابتدا چارك اول )1Qو چارك سوم ( )3Qکنیم  را محاسبه می:  

  
i

i

c

C L 10 13 13 16 16 19 19 22
F 5 8 4 3 N 20

F 5 13 17 20

− − − − −
=  
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)بعد از محاسبه فراوانی تجمعی )icF:  

اي که در آن اولین طبقه) 1
ic

NF 5
4

≥ 10طبقه( باشد = )چارك اول، محل )−13 )1Qاست :  

  i 1c
1 i

i

1N F 5 04Q L I 10 3 13
F 5

−
− −

= + × = + × =  

اي که در آن اولین طبقه) 2
ic

3NF 15
4

≥ 16طبقه( باشد = )، محل چارك سوم)−19 )3Qاست :  

  i 1c
3 i

i

3N F 15 134Q L I 16 3 17.5
F 4

−
− −

= + × = + × =  

)انحراف چارکی )SIQR1 بعد از محاسبهQ3 وQآید  به صورت زیر به دست می:  

  3 1Q Q 17.5 13SIQR 2.25
2 2
− −

= = =  

  موارد استفاده از انحراف چارکی
)در صورت بروز یکی از شرایط زیر، استفاده از انحراف چارکی )SIQRرسد  به عنوان شاخص پراکندگی جامعه مناسب به نظر می:  

  در جوامع نامتقارن) الف

  
  . وجود داردبا اختلاف زیاد از سایر مشاهدات،هایی که تعداد اندکی مشاهده  در توزیع) ب

Nبراي مثال، در  : مشاهده زیر=18

  
1 3

Q Q

200 , 2,2, 2, 3 ,3,4, 4, 4,5,5,5,6, 6 ,6,6, 100 , 400
↓ ↓

−  
؛ )مشاهده3(فاصله زیادي با سایر مشاهدات دارند و تعدادشان نیز اندك است ) در انتها (400 و100و) در ابتدا (−200هاي داده

ها تأثیري  تر است، چرا که این داده ها مناسب ن پراکندگی دادهدر این شرایط پارامتر پراکندگی انحراف چارکی براي نمایش میزا

3در 1Q Q
SIQR

2
−

  .توانند پراکندگی را بیش از حد نمایش دهند  ندارند و نمی=
  

  N 18=  

1 1
1N 1Q 5 Q 3
4 2

= + = →   محل چارك اول=
3 1Q Q

SIQR 1.5
2
−

→ = =  
3 3

3N 1Q 14 Q 6
4 2

= + = →   محل چارك سوم=









  

  

  .باشند) نامشخص(بندي شده، زمانی که حدود ابتدا یا انتها، باز  در جداول طبقه) ج
 :ي مثالبرا

  8≥  5 8−  2 5−  2<  C L−  
iN F 18= =∑  2  7  8  1  iF )فراوانی(  
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x مشاهده قبل از1که تنهاشود  هاي مثال قبل مشاهده می با توجه به داده ) وجود دارد=2  و به همین دلیل حدود ابتدا −200(
x مشاهده بعد از2طور تنها همین. نامشخص است ) قرار دارد=8   .؛ بنابراین حدود انتها نیز نامشخص است400,100(

) ج(و ) ب(، )الف(طور که در مبحث مربوط به موارد استفاده از شاخص مرکزي میانه مطرح شد، در تمام موارد   همان:یادآوري
)ترین شاخص مرکزي میانه مناسب )Mdاست .  

  (Average Deviation of Mean)انحراف متوسط از میانگین 
 تغییر زمانی مفهوم پیدا . قادر به بیان تمام تغییرات نیستند، ها صحبت شد هایی که تا به حال در مورد آن شاخصیک از  هیچ
مجموع ازآنجاکه  اما ؛ میانگین است،ها مبدأ مقایسه شوند و بهترین مبدأ یا مرکز دادهیک  نسبت به  ها  دادهتمامکند که  می

)، از میانگین همیشه صفر استانحرافات )ix − µ∑توانیم از متوسط قدرمطلق انحرافات حول میانگین استفاده کنیم تا به  ، می
)پارامتر پراکندگی جدیدي به نام انحراف متوسط از میانگین )A.Dیر  براي محاسبه انحراف متوسط از میانگین از رابطه ز. برسیم

  :کنیم فاده میاست
  

n

i x
i=1

x
: A.D

Nµ

− µ

=
∑

  بندي نشده هاي طبقه داده

i i xA.D f xµ = − µ∑  یا  i i xF x
: A.D

Nµ
− µ

=
  بندي شده هاي طبقه داده∑

 

,2هاي انحراف متوسط از میانگین داده 1 مثال 4,5,3,   :اي برابر است با  در جامعه4,6
1 (1  2 (2  3 (4  4 (8  
 .  درست است1گزینه  :حل

  
X

i x

i

x 2 4 4 4 5 4 3 4 4 4 6 4 6A.D 1
N 6 6

x 2 4 5 3 4 6 24 4
N 6 6

µ

 − µ − + − + − + − + − + − = = = =

 + + + + +
µ = = = =

∑

∑
  

  هاي جدول فراوانی زیر کدام است؟ انحراف متوسط از میانگین در داده 2 مثال
1 (4  2 (1.8 
3 (0.5  4 (1.6 

i

i

x 2 5 6

F 4 4 2  
 
 

 .  درست است4گزینه  :حل

  
X

i i x

i i

F x 4 2 4 4 5 4 2 6 4 16A.D 1.6
N 10 10

F x 4 2 4 5 2 6 40 4
N 4 4 2 10

µ

 − µ − + − + − = = = =



× + × + ×
µ = = = = + +

∑

∑
  

ü دقت کنید!  
  .کنیم  در محاسبات استفاده میixجاي بندي شده باشند، از مرکز طبقه به ها طبقه در شرایطی که داده

  خواص انحراف متوسط از میانگین
1  .) صفر است، انحراف متوسط از میانگینها با هم برابر باشند  تمام دادهاگر( 2 n1) x x ... x A.D 0µ= = = ←→ =  
)  .)کند  انحراف متوسط تغییري نمی، کم شود از آناگر به متغیرها عدد ثابتی اضافه یا( )2) A.D x a A.D µ± =  



 آمار و احتمال
 

  

 

64  
 

c هرگاه:نتیجه
100

  .کند  از یک مقدار به هر داده اضافه یا از آن کم شود، انحراف متوسط تغییري نمی

  ( )
x

xax x
a

A.D
3) A.D a A.D , A.D

a 
 
 

= × =  

دد ضرب یا بر  تقسیم کنیم، انحراف متوسط در قدرمطلق آن ع بر آن ضرب یا)مثبت یا منفی (اگر متغیرها را در عدد ثابتی(
  .)شود قدرمطلق آن عدد تقسیم می

)  .)انحراف متوسط اعداد ثابت صفر است( )4) A.D a 0=  

  معایب انحراف متوسط از میانگین
  .کند نظر می صرفها  از علامت جبري داده -1
 در برابر تعداد یادي انحرافات کوچکدر شرایطی که تعداد زرا تأثیر انحرافات بزرگ این است که نقص اساسی این پارامتر  -2

  .)شود براي رفع این اشکال، از واریانس استفاده می (دهد ، نشان نمی وجود داشته باشدکمی انحرافات بزرگ

  (Variance)واریانس 
)گیري پراکندگی مشاهدات هاي اندازه ترین شاخص یکی از مهم )N 1x ,..., xهنگام محاسبه انحراف . حول میانگین، واریانس است 

)متوسط از میانگین ازآنجاکه )ix / N− µ∑شد از قدرمطلق انحرافات  برابر با صفر می( )ix / N− µ∑استفاده کردیم  .
) وان دوت(براي رفع این مشکل از مجذور . داد ترین مشکل این روش آن بود که انحرافات بزرگ را به خوبی نمایش نمی مهم

)انحرافات )22
ix / N σ = − µ 

 ∑ویژه انحرافات  گیري میزان پراکندگی به کنیم که شاخص جدیدي براي اندازه  استفاده می

)واریانسشود و به آن  بزرگ محسوب می )2σشود  گفته می.  

  )82 ـ حسابداري(  ست؟کدام یک از پارامترهاي زیر بیشتر تحت تأثیرات انحرافات بزرگ ا مثال
  دامنه نیم) 2    واریانس) 1
  انحراف متوسط از میانگین) 4    انحرافات چارکی) 3
  .  درست است1گزینه  :حل

  .واریانس بیش از سایر پارامترها تحت تأثیر انحرافات بزرگ قرار دارد

  (Standard Deviation)انحراف معیار 
)که واحد اصلی مشاهدات درصورتی )N 1x ,..., xبرابر با  m،2گیري واریانس مجذور واحد اصلی یعنی گاه واحد اندازه  آن  باشدm 

ازآنجاکه واریانس به صورت . یا همان مترمربع است) متر(2براي مثال، اگر واحد اصلی مشاهدات متر باشد، واحد واریانس. است
براي حل این . توانیم میزان پراکندگی مشاهدات را از روي آن به راحتی بررسی کنیم شود، نمی  اولیه محاسبه میمجذور واحد

2مشکل از جذر مثبت واریانس σ 
 

)انحراف معیارکنیم و آن را   استفاده می )σبه این ترتیب به معیاري از . نامیم  می

)رسیم که با واحد اصلی مشاهدات اکندگی میپر )N 1x ,..., xشود  بیان می.  

  .است» ریسک«همان » انحراف معیار«در مفهوم مالی،  :نکته
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  ملاك مقایسه
)هرگاه براي مقایسه دو جامعه تنها ملاك، واریانس )2σیا انحراف معیار ( )σتوان نتیجه گرفت که سایر عوامل  شد، می با

)اي که واریانس هم برابرند؛ بنابراین، جامعه تأثیرگذار در مقایسه با )2σیا انحراف معیار ( )σ،پراکندگی   کمتري داشته باشد 
  .ار استکمتري دارد؛ درنتیجه متمرکزتر بوده و از دقت بیشتري برخورد

2ء واحدي داراي واریانس گیري مکرر از شی  در اندازهAدستگاه مثال 9σ گیري مکرر از همان   در اندازهBدستگاه.  بوده است=
2ء داراي واریانس  شی 25σ   )74 ـ مدیریت(  . بوده است=

  . تر است  دقیقAستگاهد) 1
  . تر است  دقیقBدستگاه) 2
  . دهد دست می  بهBتري از دستگاه هاي بزرگ گیري  اندازهAدستگاه) 3
  . دهد دست می  بهAتري از دستگاه هاي بزرگ گیري  اندازهBدستگاه) 4

  .  درست است1گزینه  :حل
  .اش کمتر و دقتش بیشتر است  واریانس کمتري دارد بنابراین پراکندگیAدستگاه

  2 2
A B9 25σ = < σ =  

  محاسبه واریانس
)هاي یک جامعه براي محاسبه واریانس داده )1 Nx ,..., xتوانیم یکی از دو رابطه زیر را به کار ببریم  می:  

  

)ها از میانگین میانگین مجذور تفاضل داده )
( ) 2

i2 x
1

N

− µ
σ = =

∑  

( میانگین(2 (x−میانگین مجذور( )
22

i i2 x x
2 (x

N N

 
 σ = − =
 

∑ ∑  
  

)در محاسبه واریانس )2σو انحراف معیار ( )σهاي خام  داده( )N 2 1x ,..., x , xاستفاده از رابطه ،(  براي سهولت در محاسبه 1(
  .شود توصیه می

) جامعهمحاسبه انحراف معیاربراي  )σواریانس، کافی است بعد از محاسبه ( )2σاز آن جذر مثبت بگیریم :  

  ( )
222

i ii x xx
N N N

 − µ
 σ = = −
 
 

∑ ∑∑  

  واریانس و تصاعد حسابی
Nاگر 2 1x ,..., x , xیک تصاعد حسابی با قدرنسبت dآید دست می ورت زیر به باشد، واریانس مشاهدات به ص:  

ixها تصاعد حسابی  
→  ( )1 1 1x , x d,..., x N 1 d+ + −  

  
1 2 Nx , x ,..., x  

 

( )2 2
2

d N 1

12

−
σ =  
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2واریانس مشاهدات 1 مثال , 4 , 1, 4, 5,   : برابر است با  در یک جامعه2

1 (2  2 (2  3 (3  4 (3
2

  

 .  درست است1گزینه  :حل
  : داریم1با استفاده از روش 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2

i2

i

x 2 3 5 3 4 3 1 3 4 3 2 3
2

N 6
x 2 5 4 1 4 2 3

N 6

 − µ − + − + − + − + − + −
 σ = = =


 + + + + +

µ = = =

∑

∑
  

  : نیز باید به همین نتیجه برسد2البته روش 

  
2 22 2 2 2 2 2 2

2 2x x 2 5 4 1 4 2 2 5 4 1 4 2 66 3 2
N N 6 6 6

  + + + + + + + + + + σ = − = − = − =   
  

∑ ∑  

2در این مثال واریانس  2σ 2σ و انحراف معیار =   . است=

,8هاي انحراف معیار داده 2 مثال 10 , 12 , 14, 16 , 18,    کدام است؟20
1 (2  2 (4  3 (1  4 (16  

 .  درست است2گزینه  :حل
dاین مشاهدات تصاعد حسابی با قدرنسبت   :ها برابر است با  هستند؛ بنابراین واریانس آن=2

  
( ) ( ) ( )2 2 2 2

2
d N 1 2 7 1 4 49 1 4 48 16 412 12 12 12

N 7 , d 2

 − − − × σ = = = = = → σ =


= =

  

Nاي به حجم  در جامعه 3 مثال  باشد، انحراف معیار 250 و مجموع مجذور مشاهدات40اهداتکه مجموع مش ، درصورتی=10
  جامعه کدام است؟

1 (3  2 (3  3 (9  4 (4  

 . ت درست اس2گزینه  :حل
2 22

2 2x x 250 40 9 9, 3
N N 10 10

   σ = − = − = → σ = σ =   
  

∑ ∑  

2x 250=   مجموع مجذور مشاهدات∑=
N 10= ، x 40=   مجموع مشاهدات∑=









  

2در این مثال واریانس  9σ 3σ و انحراف معیار =   . است=

  چقدر است؟x باشد، واریانس مقادیر1000 برابرx و میانگین مقادیر مجذورات10 برابرxاگر میانگین مقادیر 4 مثال
  )84 ـ اقتصاد(  

1 (600  2 (700  3(800  4 (900  
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 .  درست است4گزینه  :حل
22

2 2x x
1000 10 900

N N
 

σ = − = − = 
 

∑ ∑  

2x
1000

N
=   میانگین مجذورات∑=
x

10
N

=   Xمیانگین∑=











  

   چقدر است؟2X باشد، میانگین2 برابرXاگر میانگین و انحرافات معیار 5 مثال
1 (4  2 (8  3 (19  4 (32  
 .  درست است2گزینه  :حل

22 2 2
2 2x x x x

4 2 8
N N N N

 
σ = − → = − → = 

 

∑ ∑ ∑ ∑  

x
2

N
=   X میانگین∑=

22 4σ = → σ =  









  

   معیارخواص واریانس و انحراف
  .هاي مساوي، برابر با صفر است و برعکس  واریانس و انحراف معیار دادهـ1

2
1 2 Nx x x 0 , 0→= = = σ = σ =←  

  .هاي مساوي است هاي مساوي، میانگین برابر با همان داده در داده :یادآوري

  )74 ـ مدیریت(  :ها برابر است با انحراف معیار این داده .هاي زیر در دست است داده 1 مثال
  98750 , 98750 , 98750  

1 (98750  2 (9875  3 (1  4 (0  

 .  درست است4گزینه  :حل
,98750هاي داده 98750,   : برابر هستند، بنابراین98750

2: 0σ   یانسوار=
: 0σ   انحراف معیار=

: 98750µ   میانگین=







  

  گیري در این مورد درست است؟ هاي آماري صفر است، کدام نتیجه واریانس داده 2 مثال
  .ها برابرند تمام داده) 2    .ها صفر است میانگین داده) 1
  .میانگین بیشتر از هر داده است) 4    .ستندها متقارن ه داده) 3

 .  درست است2گزینه  :حل
  .هاست هاي مساوي، واریانس و انحراف معیار برابر صفر و میانگین برابر داده در داده

  . برابر با صفر استa واریانس و انحراف معیار هر مقدار ثابت مانندـ2
  ( ) ( )2 a 0 , a 0σ = σ =  
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) استa برابر باaمیانگین هر مقدار ثابت مانند :یادآوري )( )a aµ =.  
  )راست به چپ( کدام است؟ 4میانگین و واریانس عدد 3 مثال

1(4 , 4  2 (0 , 0  3 (0 , 4  4 (4 , 0  
 .  درست است3گزینه  :حل

  ( ) ( ) ( )24 4 , 4 0 , 4 0µ = σ = σ =  
  .دنکن ها کم شود، واریانس و انحراف معیار هیچ تغییري نمی ها اضافه یا از آن  به تمام دادهa هرگاه مقدار ثابتـ3

  ( )
( )

1 2 n 1 2 n
2 2 2
x x

x x

x , x ,..., x x a , x a , ... , x a

x a

x a

  ± ± ±
  σ → σ ± = σ 
 σ σ ± = σ 

  

توان اعداد قسمت مشترك را حذف و واریانس  ها داراي قسمت مشترکی باشند، می  با توجه به این خاصیت، اگر تمام داده:تبصره
  .کنیم ها را از عدد قسمت مشترك کم می مانده اعداد را محاسبه کرد؛ درواقع داده باقی

) ضرب یا بر آن تقسیم شوند، واریانس در مجذور آنbها در مقدار ثابت  هرگاه تمام دادهـ4 )2b و انحراف معیار در قدرمطلق 
)آن  )bشود  ضرب یا بر آن تقسیم می.  

  ( )
( )

1 2 n 1 2 n
2 2 2 2
x x

xx

x , x ,..., x bx , bx , ... , bx

bx b

bx b

 
  σ → σ = σ 
 σ = σσ  

  

  

1 2 n

1 2 n
2 2 2
x x2
x

x

x x x
, ,...,

b b b
x , x ,..., x

x 1
b b

x 1
b b





 
   σ → σ = σ   

  σ 
 σ = σ   

  

) درصد از یک مقدارcها م داده هرگاه به تماـ5 )aو اگر3ها کم شود، حالت   اضافه یا از آن cها اضافه   درصد از هر داده به داده
  .دهد  رخ می4ها کم شود، حالت  یا از آن

  

2
2 2 2

x

x

c c cx x 1 x 1
100 100 100

c :
c c cx x 1 x 1

100 100 100

        σ ± = σ ± = ± σ      
       


     σ ± = σ ± = ± σ         

  . داده به آن اضافه یا از آن کم شوددرصد از هر

  )4مشابه حالت (

  
2 cx a

100
c :

σ ±
0

2
x

cx a
100

 
= σ 

 

σ ±
0

x








  = σ   

)درصد از یک مقدار )aبه هر داده اضافه یا از آن کم شود .  

  )3مشابه حالت(
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مقدار میانگین و واریانس .  هزار تومان است10یار هزار تومان با انحراف مع120در یک کارخانه میانگین حقوق کارمندان 4 مثال
 و انحراف معیار با هر یک از تغییرات زیر چگونه خواهد شد؟

  .ها کم کنیم ن  هزار تومان اضافه یا از آ5به حقوق تمام کارمندان) الف
  . برابر کنیم2حقوق همه کارمندان را) ب
  . حقوقش را کم کنیم20%از حقوق هر کارمند) ج
  . میانگین حقوق را کم کنیم20%از حقوق هر کارمند) د
   :حل
  )الف

  
( )

i

x

2
i

x 5
125

x 5 5
115

x 5

±

µ ± = µ ±

σ ±




( )
0

2
x

i

100

x 5

= σ =

σ ±( )
0

x 10










 = σ =

  

  )ب

  
( )

( )

( )

i

i x

2 2
i x

i x

2x

2x 2 2 120 240

2x 4 4 100 400

2x 2 2 10 20



µ = µ = × =


σ = σ = × =


σ = σ = × =

  

  )ج

  
( )

( ) ( )

( )

i i i

i

22 2
i x

i x

x 0.20x 0.8x

0.8x 0.8 120 96

0.8x 0.8 0.64 100 64

0.8x 0.8 0.8 10 8

− =

µ = × =



σ = × σ = × =


σ = ×σ = × =

  

  )د

  
( )
i x i i

i x

2
i

x 0.2 x 0.2 120 x 24

x 24 24 120 24 96

x 24

− µ = − × = −

µ − = µ − = − =

σ −( )
0

2
x

i

100

x 24

= σ =

σ −( )
0

x 10










= σ =

  

 2 و4میانگین و انحراف معیار اعداد جدید به ترتیب. کنیم ها کم می  را از آن20 ضرب کرده و4 عدد معین را در10 5 مثال
 میانگین و انحراف معیار اولیه کدام هستند؟. است

1 (x x1 , 4σ = µ =  2 (x x1 , 5σ = µ =  3 (x x
1 , 6
2

σ = µ =  4 (x x1 , 4σ = µ =  
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 .  درست است3گزینه  :حل
10هاي  با توجه به صورت مسئله، میانگین و انحراف معیار داده 2 14x 20, ..., 4x 20, 4x 20− −  2 و4 به ترتیب برابر−

  :است؛ بنابراین

  
( )

( )

x x

x x

4x 20 4 4 20 4 6

14x 20 2 4 2
2

µ − = → µ − = → µ =



σ − = → σ = → σ =


  

Nها  کنید که تعداد داده دقت  میانگین و انحراف معیار  در صورت مسئله تأثیري بر حل مسئله ندارد، زیرا فقط خواص =10
 .شوند بررسی می

,1 اگر واریانس 6 مثال 2, 3, 4, 202 باشد، واریانس اعداد2a برابر5 , 204 , 206 , 208,   کدام است؟210

1 (24a  2 (22a  3 (22a 10+  4 (24a 10+  

 .  درست است1گزینه  :حل
xهاي  داده،با توجه به صورت مسئله 1, 2x با تبدیل=2,3,4,5 ,202 به صورت+200 204, 206, ؛ دنشو  ظاهر می208,210

  : داریمبنابراین

  
( )

2x 200
2 2 2 2 2 2x x

202 , 204 , 206 , 208 , 2101,2,3, 4,5

a 2x 200 2 4a

+
 → 

σ =  σ + = σ = 

  

nهاي  دادهانحراف معیار 7 مثال 2 1x ,..., x , xبرابر a1هاي انحراف معیار داده.  است n2x 3,..., 2x 3− + −   چقدر است؟+
1 (2a 3− +  2 (2a−  3(2a  4 (4a  

 .  درست است3گزینه  :حل

  
1 2 n

1 2 n

x

2x 3, 2x 3,..., 2x 3x , x ,..., x
2x 3a

− + − + − +
→ σ − +σ = ( ) x x

0
2 2 2a

 
 
  = − σ = σ =
 



  

  اضافه شود، واریانس چقدر خواهد شد؟20%ها  باشد و به هر یک از داده10اگر واریانس چند عدد مساوي 8 مثال
1 (11.2  2 (11.44  3 (14.4  4 (10  

 .  درست است3گزینه  :حل

  ( ) ( ) ( )22 2 2
x

2
x

x 0.20x 1.2x 1.2 1.44 10 14.4

10

σ + = σ = σ = × =


σ =

  

) مانند ثابت یک عدد0.20شد دقت کنید اگر در صورت سؤال مطرح می )µ2گاه ها اضافه شود، آن  به دادهσکرد و   تغییري نمی
  . درست بود4گزینه 

  2 x 0.20σ + µ
0

2
x 10

 
  = σ =
  
 

  

nاگر واریانس اعداد 9 مثال 2 1x , , x , xمساوي a12 باشد، انحراف معیار اعدادx 1−،22x 1−، و n2x   کدام است؟−1
1 (a  2 (2 a 1−  3 (2 a  4 (4 a  
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 .  درست است3گزینه  :حل

  
( )

1 2 n 1 2 n

2 xx x

x , x ,..., x 2x 1 , 2x 1 ,..., 2x 1

2x 1 2 2 aa , a

 − − − → 
σ − = σ = σ = σ = 

  

nهاي آماري اگر انحراف معیار داده 10 مثال 2 1X ,... , , X , Xهاي زیر کدام است؟  باشد، واریانس داده4، برابر  
  1 2 n, , ,2X 1 2X 1 2X 1+ + + 

1 (8  2 (16  3 (32  4 (64  

 . درست است 4گزینه  :حل

  
( )

1 2 n 1 2 n
2 2 2 2

x x x

x , x ,..., x 2x 1 , 2x 1,..., 2x 1

4, 16 2x 1 2 4 16 64

+ + +  → 
σ = σ = σ + = σ = × =  

  

  هاي داراي فراوانی ریانس در دادهمحاسبه وا

)اگر مشاهدات جامعه داراي فراوانی مطلق )iFیا فراوانی نسبی i
i

F
f

N
 

=  
 

  :بریم  باشند، یکی از دو رابطه زیر را به کار می

  
( )

( )
( )

( ) ( )

2
i i 22

i i

22
i 2i i i 22

i i ii

F x
1 f x

N

F x F x
2 f x f x

N N

 − µ
 σ = = − µ



  
 σ = − = −    

∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑

  

)براي محاسبه واریانس :1تبصره  )2σو انحراف معیار ( )σهاي داراي فراوانی   در داده)ifیا iF(استفاده از رابطه ،(  براي 2(
  .شود  توصیه میسهولت در محاسبه

  .شود  استفاده میixجاي بندي شده، از مرکز طبقه به در جداول طبقه :2تبصره 
) براي محاسبه انحراف معیار:3تبصره  )σ2، کافی است پس از محاسبهσ مثبت بگیریم  از آن جذر.  

  ها با جدول فراوانی زیر کدام است؟ دهواریانس دا 1 مثال
1 (1.5  2 (1.41 
3 (2.5  4 (0.8 

i

i

x 2 1 0 1

F 2 3 1 4

− −
  

 

 .  درست است2گزینه  :حل
)هاي داراي فراوانی از رابطه ه توصیه شد، براي محاسبه واریانس در دادطورکه همان   :کنیم  استفاده می2(

  

2
i

i

i i

x 4 1 0 1

x 2 1 0 1

F 2 3 1 4 N F 10

− −

= =∑
  

  ( ) ( )
22 2

i i i i2 F x F x 2 2 3 1 1 0 4 12 4 3 1 1 0 4 1 15 9 1.41
N N 10 10 10 100

  × − + × − + × + × × + × + × + ×
σ = − = − = − =       

∑ ∑  
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  ها با جدول فراوانی زیر کدام است؟ انحراف معیار داده 2 مثال
1 (1  2 (2  
3 (2  4 (4  

i

i

x 1 0 1 2

f 0.1 0.2 0.3 0.4

−
  

 

 .  درست است1گزینه  :حل

  
( )

( ) ( )

222
i i ii

2 2 2 2 2 2

0 0.3 0.80 0.3 1.60.1 0.1

f x f x

[0.1 1 0.2 0 0.3 1 0.4 2 ] [0.1 1 0.2 0 0.3 1 0.4 2] 2 1 1
−

σ = −

= × − + × + × + × − × − + × + × + × = − =

∑ ∑

     
  

توانیم از اشتباه  با کمی دقت می. شود ده می استفاif براي فراوانی مطلق ازiFجاي استفاه از نماد در بعضی از منابع به: یادآوري
i0در مسایل جلوگیري کنیم، به یاد دارید که همیشه f 1≤ iF و≥   . است≤0

 و6 مشاهده است، میانگین100در یک جدول توزیع فراوانی که شامل 3 مثال
k

2
i i

i 1

f x 5000
=

واریانس این مشاهدات .  است∑=

  )85اقتصاد ـ (  چقدر است؟
1 (1  2 (14  3 (44  4 (49  

 .  درست است2گزینه  :حل

2در این سؤال با توجه به مقدار 
i if x   . استiF همان if، منظور از ∑=5000

  

( )
22

i i ii 22

i i

F x F x 5000 6 50 36 14
N N 100

F x
6

N
N 100

    σ = − = − = − =  
 


 µ = =


=

∑ ∑

∑  

 )70اقتصاد ـ (  یک از چهار مجموعه زیر بیشتر است؟ واریانس کدام 4 مثال
1(1, 1, 2, 4, 5, 7 , 8, 8    2 (1, 1, 1, 4, 5, 8, 8, 8  
3(1, 1, 1, 1, 8, 8, 8, 8    4 (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8  

 .  درست است3گزینه  :حل
  :راه حل اول

ها ها مجموع داده اولاً، در تمام گزینه. در این سؤال نیازي به محاسبه واریانس نیست
8

i
i 1

x 36
=

36 و میانگین∑= 4.5
8

µ = است؛  =

)نس بایدثانیاً، چون براي واریا )2
i2 x

N

− µ
σ =

) عبارت3محاسبه شود و در گزینه  ∑ )ix
2

− µ براي تمام مشاهدات 

)یا )21 ) است یا−4.5 )28  4 گزینهدر. هاي دیگر بیشتر است؛ درنتیجه واریانس بیشتري دارد نسبت به مشاهدات گزینه که −4.5

)عبارت )2
ix − µفقط در دو مشاهده ( )21 ) و−4.5 )28  است و در سایر مشاهدات کمتر از این دو مقدار است؛ بنابراین −4.5

  .4 و 1 ،2، 3: اند از انس عبارتها به ترتیب بیشترین واریانس تا کمترین واری پس گزینه. ها دارد گزینهکمترین واریانس را در بین 
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  :راه حل دوم
براین  است؛ بنا7 و0ها از یکدیگر بین هاي دیگر انحراف داده  است، اما در گزینه7 یا0ها از یکدیگر  انحراف داده3در گزینه 

ها به هم نزدیک هستند، کمترین   چون داده4حال در گزینه  درعین.  پراکندگی بیشتر و درنتیجه واریانس بیشتري دارد3گزینه 
  .پراکندگی و درنتیجه کمترین واریانس را دارند

  جداول با حدود طبقات بزرگ
تر هستند، از روش زیر براي محاسبه   یا بزرگها اعداد دورقمی هاي آن براي ساده کردن محاسبات در جداولی که حدود دسته

  :شود واریانس استفاده می
)اي را که داراي بیشترین فراوانی است طبقه) الف )k kL U−گیریم کنیم و جدول فراوانی را به صورت زیر در نظر می  انتخاب می:  

  

i
i

x a
: x

I
−′   مرکز طبقات جدید=

k kL U
: a

2
+

  مرکز طبقه داراي بیشترین فراوانی=









  

: Iفاصله طبقات  

k k

i k

x 2 1 0 1 2

C L L U

F F

′ − −

− −

 

     

     

  

  

  :کنیم واریانس را با مرکز طبقات جدید محاسبه می) ب

( )
( )

( )
X X

22 2
i i i i i i22

F x F x F x

N N N′ ′

 ′ ′ ′
 σ = − µ = −
 
 

∑ ∑ ∑  

)هاي اصلی اریانس داده با توجه به خواص واریانس، و)ج )X
2σبرابر است با :  

X X X X
2 2 2 2 2 2i

2
x a 1 I

I I
′ ′

− σ = σ = σ → σ = σ × 
 

  

 هاي جدول زیر کدام است؟ انحراف معیار داده 5 مثال

40 50−  30 40−  20 30−  C L−  1 (0.7  2 (7  
3 (0.4  4 (4  15  25  10  iF  

 

  .  درست است2گزینه  :حل
  .ها را به دست آوریم ه انحراف معیار، ابتدا باید واریانس دادهبراي محاسب

)طبقه) الف )30   : داراي بیشترین فراوانی است؛ بنابراین جدول به صورت زیر خواهد بود−40

  
i

x 1 0 1

C L 20 30 30 40 40 50

F 10 25 15

′ −

− − − −  

  :کنیم واریانس را با مرکز طبقات جدید محاسبه می )ب

  

( ) ( )

i i

i i i i
2 2

i i i i

x 1 0 1

F 10 25 15 N F 50

F x 10 0 15 F x 5

F x 10 0 15 F x 25

′ −

= =

′ ′− =

′ ′ =

∑
∑

∑
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  ( )
X

22 2
i i i i2 F x F x 25 5 0.5 0.01 0.49
N N 50 50′

 ′ ′   σ = − = − = − =     

∑ ∑  

)هاي اصلی واریانس داده) ج )X
2σبرابر است با :  

  
( ) ( )X X X

X

22 2 2 2

2

I 0.49 10 49

0.49 , I 10

′

′

σ = σ × → σ = × =

σ = =

  

  :ها برابر است با بنابراین انحراف معیار داده
  X X

2 49 7σ = σ = =  
  محاسبه واریانس نمونه
  :امعه به صورت زیربا توجه به رابطه واریانس ج

  ( ) ( )222 2
ii i i2 2

i
xx x x 1 x

N N N N N

  − µ  σ = = − = −    
    

∑∑ ∑ ∑ ∑  

،تاییn یک نمونه براياگر

n
i

i 1
x

x
n

==
∑

nواریانس باشد،  1x ,..., xبرابر است با :  
 

( ) ( )2 2
i i22

i
x x x1S x
n 1 n 1 n

 −  = = − − −  
∑ ∑

∑  
  

   :نکته
2اگر -1

xS نمونه  واریانس یکnگاه تایی باشد، آنxSانحراف معیار نمونه خواهد بود .  
) تمام خواص واریانس جامعه-2 )2σبراي واریانس نمونه ( )2S  صادق استنیز.  

567921122واریانس نمونه متشکل از سه عدد 1 مثال , 567921124 ,   )79 ـ اقتصاد(   کدام است؟567921120

1 (8
3

  2 (4  3 (25124
3

  4 (25112  

 .  درست است2گزینه  :حل
طور که در خاصیت سوم   همان،ثانیاً.  است2Sنمونه بنابراین منظور، واریانس ،ذکر شده» نمونه« در صورت سؤال کلمه ،اولاً

ها  داده(توان بخش مشترك را حذف  ها داراي قسمت مشترکی باشند، براي محاسبه واریانس می واریانس مطرح شد، اگر تمام داده
  .و واریانس بخش غیر مشترك را محاسبه کرد) کنیم را از عدد مشترك کم می

  ( ) ( )2 2S x 567921120 S x x 0 , 4 , 2− = → =  
)بنابراین کافی است با حذف بخش مشترك ,2 واریانس نمونه567921120( 4,   : را به صورت زیر محاسبه کنیم0

  
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
i2

i

x x 0 2 4 2 2 2
S 4

n 1 2
x 0 2 4x 2

n 3

 − − + − + − = = = −
 + +

= = =


∑

∑
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)اگر در صورت سؤال واریانس جامعه )2σگاه ، آن خواسته شده بود:  

  ( ) 2
i2 x 8
N 3

− µ
σ = =

∑  
  . درست بود1و در این صورت گزینه 

10در نمونه  2 مثال 1x , , xاگر 
10

i
i 1

x 60
=

 و∑=
10

2
i

i 1
x 396

=

  باشد، واریانس کدام است؟∑=

1 (2 2 (3  3( 4  4 (5  

 .  درست است3گزینه  :حل

)در صورت سؤال منظور واریانس نمونه» نمونه«با توجه به ذکر کلمه  )2Sاست، بنابراین :  

  
( ) ( ) ( )

2 2 2
i i22

i

2
ii

x x x 601 1S x 396 4
n 1 n 1 n 9 10

x 396 , x 60 , n 10

    −    = = − = − =  − −      
 = = =

∑ ∑
∑

∑ ∑

  

y اگر  3 مثال 4 2u= 2 و +
uS 2 باشد، مقدار =1

ySکدام است؟  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 .  درست است4گزینه  :حل

)دانیم طورکه می همان )2
i2 x

N

− µ
σ = )و) واریانس جامعه (∑ )2

i2 x x
S

n 1

−
=

−
از نظر محاسبه با هم ) واریانس نمونه (∑

  : یکسان است؛ بنابراین2S و2σتفاوت دارند، اما خواص
  ( ) ( )2 2 2 2

uS y S 4 2u 2 S 4 1 4= + = = × =  

  کاربردهاي انحراف معیار
   درصدهاي منحنی نرمالـ1

حال انواع مختلف  هر توانند دقیقاً با یک منحنی فراوانی ریاضی نمایش داده شوند، ولی در اطلاعات آماري دنیاي واقعی هرگز نمی
است؛ بنابراین منحنی نرمال وسیله مهمی براي توصیف ) متقارن(اطلاعات آماري چنان الگویی دارند که تقریباً داراي شکل نرمال 

  .آماري استهاي  بسیاري از مجموعه
)دانیم میانگین چنانکه می )µیک شاخص تمایل مرکزي و انحراف معیار ( )σ 

با توجه به . شاخصی براي تعیین میزان پراکندگی در اطراف میانگین است
  . براي توصیف منحنی نرمال حیاتی هستندσ وµشکل، هر دو شاخص

  
شود؛ به این معنی که  هاي مختلف ظاهر می هرچند به طور عمومی یک شکل نرمال وجود دارد، اما این شکل به صورت

وت هاي متفا در شکل زیر سه توزیع با کشیدگی. اند متفاوت) تغییرات(و پراکندگی ) نقطه توازن(هاي نرمال در میانگین  منحنی
  .گویند» اي قله«را ) ج(و » اي تپه«را ) ب(، »فلاتی«را اصطلاحاً ) الف(رسم شده است؛ منحنی 



 آمار و احتمال
 

  

 

76  
 

      
خواهد بود و هرچه پراکندگی کمتري داشته باشد، به شکل ) الف(اگر منحنی نرمال پراکندگی زیادي داشته باشد، شبیه منحنی 

  .تر خواهد شد نزدیک) ج(
 سطح زیر منحنی بین فاصله یک انحراف معیار به طرف چپ میانگین تا یک انحراف معیار به 68%در هر منحنی نرمال حدود

µ از مشاهدات در فاصله68%طرف راست میانگین قرار دارد؛ یعنی حدود ± σاز(گیرند   قرار میµ − σتا µ + σ.(  
اگر این فاصله به دو انحراف معیار در اطراف میانگین گسترش یابد 

2µیعنی( ± σ(سطح زیر منحنی در این 95%گاه نزدیک به ، آن 
ن گیرد و اگر به اندازه سه انحراف معیار به طرفی فاصله قرار می

 99.7%میانگین برویم، سطح زیر منحنی نرمال در این فاصله
به عبارت دیگر تقریباً تمام مشاهدات مربوط به یک . خواهد بود

3µجامعه نرمال در فاصله  ± σقرار دارند .    

µاي کمتر از  آنانی که نمره  نفري تقریباً نرمال باشد و50اگر توزیع نمرات دانشجویان در یک کلاس مثال − σاند مردود   گرفته
 شوند؟ اعلام شوند، تقریباً چند نفر در این کلاس مردود اعلام می

1 (5  2 (8  3 (12  4 (16   

 .  درست است2گزینه  :حل
سطح زیر منحنی نرمال در فاصله  68%،مقابلمطابق شکل 

)µ − σ تا µ + σ (32%گیرد و خارج از این فاصله، قرار می 
دهد که با توجه به تقارن  حنی را تشکیل میسطح زیر من

x از آن مربوط به 16%منحنی، < µ − σدیگر مربوط 16% و 
xبه  > µ + σاست .    

  :بنابراین داریم
  ( )

0.16

50 P x 8
≈ 

= × < µ − σ ≈مردودي تعداد دانشجویان   

  (Chebysheff)شف  بی  قضیه چیـ2
اي که همواره بتواند  شف براي یافتن قاعده بی چی. هاي آماري صادق نیستند درصدهاي تقریبی منحنی نرمال براي همه مجموعه

  .آید نیز حدودي به دست می) غیرنرمال(اي بیان کرد که براي سطوح جوامع نامعلوم  مورد استفاده قرار گیرد، قضیه
N اگر:یهقض 2 1x ,..., x , x،( )ix 0≥،N با میانگین )نامعلوم(اي پیوسته و غیرنرمال  جامعه مشاهده از xµ 2 و واریانس

xσ 

2گاه حداقل باشند، آن
11

k
 

− 
 

))فاصله( درصد از مشاهدات در دامنه  )k 1 k≥راف معیار از میانگین قرار دارد انح.  
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( ) 2
1P k x k 1

k
µ − σ ≤ ≤ µ + σ ≥ −  

  

2حداکثر «شده  ، بدیهی است دامنه مشاهدات خارج از فاصله مطرح با توجه به درستی قضیه بالا:نتیجه
1

k
خواهد بود تا » درصد 

)مجموع کل مشاهدات  )%100   . شود=1
   

  )حداقل(
 )حداکثر(

( )

( )

2

2

1P k x k 1
k
1P x k or x k

k

   µ − σ ≤    ≤    µ + σ ≥ −

 ≤ µ − σ ≥ µ + σ ≤


  

     

2µدر یک جامعه غیرنرمال، چند درصد از مشاهدات در دامنه  1 مثال ± σ72  ـمدیریت(   قرار دارد؟( 

8حداقل ) 4  25%حداکثر) 3  75%حداقل) 2  %95.44) 1
9

  

 .  درست است2گزینه  :حل
  : استغیرنرمالکه جامعه،  از آنجا

  

kحداقل 2
2 2

1 1 32 1 1 %75
4k 2

=µ ± σ → − = − = =  

  .درست بود 1شد، گزینه  ت بود و اگر جامعه نرمال ذکر می درس3شد، گزینه  اگر در سؤال درصد مشاهدات خارج دامنه مطرح می

   و نرمال غیرنرمالمقایسه درصد انحرافات جامعه 

2 حداقل، غیرنرمالشف در یک جامعه  بی بنا بر قضیه چی: غیرنرمالجامعه 
1% 1

k
 

− 
 

 از مشاهدات در دامنه 

))فاصله( )k 1 k≥شود که با افزایش مقدار  در جدول زیر دیده می. ار از میانگین قرار دارد انحراف معیk درصد مشاهدات به ،
100%سمت    .کند  میل می=1
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k  1  2  3  4   

kµ ± σ  µ ± σ  2µ ± σ  3µ ± σ  4µ ± σ    

2 حداقل
11

k
 

− 
 

  0 %0=  3 %75
4

=  8 %89
9
  15 %94

16
    

 انحراف معیار حول میانگین وجود k، همواره درصد مشاهدات ثابتی در دامنه)زنگی، متقارن(در یک جامعه نرمال : جامعه نرمال
100%، به سمتkدارد، که با افزایش مقدار   .کند  میل می=1

%68µ ± σ درصد مشاهدات  

  

2 %95.44µ ± σ درصد مشاهدات 

  

3 %99.7µ ± σ صد مشاهداتدر 

 
، مقداري بیش از حداقل kشود، درصد مشاهدات انحرافات حول میانگین در جامعه نرمال به ازاي هر طورکه دیده می  همان:نتیجه

 است که لیل د اینبه غیرنرمالدر جامعه » حداقل«دهد که ذکر کلمه  این نشان می.  در ناحیه مشابه استغیرنرمالمقدار جامعه 
  .ها از جمله نرمال باشد قابل تعمیم به همه توزیع

  شف بی روش حل مسایل کاربردي چی
  :کنیم  شف برخورد کردیم، با توجه به نوع سؤال مطرح شده به یکی از سه روش زیر عمل می بی هرگاه به یک مسئله کاربردي چی

 kمورد نظر باشد، ابتدا با برقراري رابطه زیر مقدار) شاهداتحداقل یا حداکثر درصد م( اگر در مسئله محاسبه احتمال )الف
  :کنیم را محاسبه می) ف از میانگینتعداد انحرا(

  a

b

k
b a k

k 2

µ − σ
 − → = σ µ + σ





  

2سپس با توجه به سؤال، مقدار احتمال حداقل
11

k
2 یا  حداکثر−

1
k

 .  خواهد بود

2را به صورت حداقل که مقدار احتمال آن اگر در مسئله محاسبه حدودي مورد نظر باشد )ب
11

k
2 یا حداکثر −

1
k

 بیان کرده 

µ,کنیم، سپس به کمک  را محاسبه میkاست، ابتدا مقدار σآوریم  داده شده در مسئله، حدود خواسته شده را به دست می :  
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  ( k x k ):  µ − σ ≤    ≤ µ + σشده حدود خواستهk ?
2

11
k

=→≥   شده درصد داده−

  ( ): x k or x k≤ µ − σ ≥ µ + σشده حدود خواستهk ?
2

1
k

=≤       →شده درصد داده  

شود؛ در   خواسته میσ یاµ و یکی از مقادیر شدهداده ) حداقل یا حداکثر درصد مشاهدات(ده و هم احتمال گاهی هم محدو )ج
  :کنیم این حالت براي محاسبه هر یک به صورت زیر عمل می

)محاسبه میانگین )µ:  

  a

b

k
a b

k 2

µ − σ
 + → µ = µ + σ





  

)محاسبه انحراف معیار )σ :2به صورت حداقلشده  ابتدا به کمک احتمال داده
11

k
2 یا حداکثر−

1
k

 ، را محاسبه کردهk مقدار 

  :کنیم  را تعیین میσمقدارشده به شکل زیر  سپس به کمک حدود داده

  a

b

k
b a ?k

k 2

µ − σ
 − →  →   σ == σ µ + σ





  

در یک روز .  نفر است4 و انحراف معیار24کنند داراي میانگین تعداد مشتریانی که روزانه به یک فروشگاه مراجعه می 2 مثال
 )86 ـ اقتصاد(   نفر مشتري به فروشگاه مراجعه کنند، چقدر است؟32 تا16اقل بینخاص، احتمال اینکه حد

1 (0.25  2 (0.68  3 (0.75  4 (0.95  

 . رست است د3گزینه  :حل
  :با توجه به حالت الف داریم

  :اولاً

  b a 32 16k 4k k 2
2 2
− −

= σ → = → =  
  :ثانیاً

)حداقل    ) 2 2 2
1 1 1 3P k x k 1 1 1 %75

4k k 2
µ − σ < < µ + σ ≥ − → − = − = =   

چه نسبتی از کارگران .  هزار تومان با انحراف معیار یک هزار تومان است10متوسط دستمزد روزانه کارگران یک کارخانه 3 مثال
  )88  ـاقتصاد(   هزار تومان هستند؟8 هزار تومان یا کمتر از12اي بیشتر از ستمزد روزانهداراي د

  75%حداقل) 4  75%حداکثر) 3  25%حداقل) 2  25%حداکثر) 1

  .  درست است1گزینه  :حل
 قضیه کنند از ها که احتمال حداقل یا حداکثر را بیان می با توجه به نامعلوم بودن توزیع جامعه و همچنین با مشاهده گزینه

  :کنیم شف استفاده می بی چی

2حداکثر   
b a

1P x k or x k
k

    > µ + σ < µ − σ ≤      
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   :در این سؤال نیز

2 حداکثر  
1x 8)

k
< P   یا ≥ (x 12>  

  :حال با توجه به حالت الف داریم
  :اولاً

  2
b 12,a 8

1
b a 12 8k k 1 k 2

2 2
= =
σ =

− −
σ = → × = → =  

  :ثانیاً

1xحداکثر    8) %25
4

< ≤ P(x  یا = 12>2 2
1 1 1

4k 2
= = →   

طبق قانون .  محاسبه شده است2.25 گرم و واریانس250 محصولاتسازي میانگین وزن در یک کارخانه کمپوت 4 مثال
 )84 ـ مدیریت(   درصد از این نوع محصولات در کدام بازه قرار دارد؟64شف وزن حداقل بی چی

1(( )245 ,255  2(( )246, 254  3(( )247.5, 252.5  4(( )247.75, 252.5  
 . درست است3گزینه  :حل

  :کنیم با توجه به روش ب به صورت زیر عمل می
  :اولاً

  ( ) 2 2 2
1 1 64 1 36 10 5P k x k 1 1 k

100 100 6 3k k k
µ − σ ≤ ≤ µ + σ ≥ − → − = → = → = =  

  :ثانیاً

  ( ) ( )
3250 ,
2

5k
3

5 3 5 3x k , k 250 , 250 247.5 , 252.5
3 2 3 2

µ = σ =

=

 ∈ µ − σ µ + σ → − × + × → 
 

  

) درصد مشاهدات در دامنه84رود شف انتظار می بی طبق قانون چی 5 مثال مقدار انحراف معیار این .  قرار گیرند72,88(
 )86  ـو مدیریت حسابداري(  مشاهدات کدام است؟

1 (2.4  2 (3.2  3 (3.6  4 (4.2  
 . درست است2گزینه  :حل

  :کنیم به صورت زیر عمل می با توجه به روش ج
  :اولاً

  2 2
1 84 1 16 10 51 k

100 100 4 2k k
− = → = → = =   

  :ثانیاً

  b a 88 72 5 5 16k 8 3.2
2 2 2 2 5
− −

= σ → = σ → = σ → σ = =  

  شف  بی هاي دیگر از قضیه چی نمایش
  :کنیم ها را بررسی می دامه آنشوند که در ا هاي دیگري نمایش داده می شف به صورت بی در بعضی منابع و سؤالات، قضیه چی

  نمایش اول
  :با توجه به آنکه همواره رابطه زیر برقرار است

  k x k k x k x k

x k or x k x k or x k x k

µ − σ ≤ ≤ µ + σ → − σ ≤ − µ ≤ σ → − µ ≤

≤ µ − σ    ≥ µ + σ  → − µ ≤ − σ    −µ ≥ + σ → − µ ≥ σ
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  :توان به صورت زیر نیز در نظر گرفت شف را می بی قضیه چی
  

( )

( )

2

2

1P x k 1
k

1P x k
k

− µ ≤ σ ≥ −

− µ ≥ σ ≤
  

  

  شف در جامعه استاندارد بی چی
0µدر یک جامعه استاندارد 2 و= 1σ براي یک متغیر استاندارد با استفاده از نمایش اول را شف  بی حال اگر قضیه چی.  است=

  :به کار ببریم، خواهیم داشت
  

( ) 2
1P x k 1

k
≤ ≥ −  0, 1µ= σ=→  ( ) 2

1P x k 1
k

− µ ≤ σ ≥ −  
  

2 باشد، حداقلkطلق یک متغیر استاندارد حداکثراحتمال آنکه قدرم
11-

k
  . است

  

( ) 2
1P x k

k
≥ ≤  0, 1µ = σ=→  ( ) 2

1P x k
k

− µ ≥ σ ≤  

2 باشد، حداکثرkاحتمال آنکه قدرمطلق یک متغیر استاندارد حداقل
1

k
  . است

 )79  ـاقتصاد(: باشدk احتمال اینکه قدرمطلق یک متغیر استاندارد شده حداقل(Chebysheff)شف  بی بنا به نابرابري چه 6 مثال

2برابر )1
1

k
  . است به شرط آنکه توزیع متغیر نرمال باشد2kبرابر) 2    . است

2حداکثر) 3
1

k
2حداکثر) 4    . است

1
k

  . است به شرط آنکه توزیع متغیر نرمال باشد

 . درست است3گزینه  :حل

) باشد براي9 و واریانس8 داراي میانگینxاگر متغیر تصادفی 7 مثال )P x 8 6−   )84 ـ محیط زیست(  : داریم≤

1(  1p
4

≤  2 (3p
4

≤  3 (1p
4

≥  4 (3p
4

≥  

 . درست است1گزینه  :حل
  :شف داریم بی  نمایش اول قضیه چیطبق

  ( ) ( )8 , k 6
2

3

1 1P x k P x 8 6
4k

k 6 k 2

µ= σ=

σ =

 − µ ≥ σ ≤    → − ≥ ≤

 σ = → =

  

)چنانچه 8 مثال )E x ) و=2 )2E x )شف، بی  باشد، بر اساس نابرابري چه=8 )P x  )75 ـ اقتصاد(  : برابر است با≤8

1حداکثر ) 1
9

1کثر حدا) 2  
4

1برابر ) 3  
9

1حداقل ) 4  
9
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 .  درست است1گزینه  :حل
  :با فرض آنکه

  
( )

( ) ( )22 2

E x 2

E x E x 8 4 4 2

µ = =


σ = − = − = → σ =
  

  :شف، داریم بی با توجه به نمایش اول قضیه چی

  ( ) 2
1P x k

k
− µ ≥ σ ≤  

  :مسئله داریمدرنتیجه براي این 

  حداکثر

  

( ) ( ) ( ) 2

2

1 1P x 8 P x 8 P x 6
93

k 6 k 3σ =

 > = − µ > − µ = − µ > ≤ =

 σ = → =

  

  نمایش دوم

kσشف بی که در نمایش اول از قضیه چی درصورتی = εگاه  در نظر بگیریم، آنk ε
=

σ
 و

2

2 2
1

k
σ

=
ε

  : است و داریم

( )

( )

2

2

2

2

P x 1

P x

σ
− µ ≤ ε ≥ −

ε

σ
− µ ≥ ε ≤

ε

  →  
( )

( )

2

2

1P x k 1
k

1P x k
k

− µ ≤ σ ≥ −

− µ ≥ σ ≤
  

)کران بالایی براي.  است4 داراي میانگین صفر و واریانسXمتغیر تصادفی 9 مثال )P X    کدام است؟≤3

1 (1
3

  2 (2
3

  3 (4
9

  4 (5
9

  

 .  درست است3گزینه  :حل
 :شف داریم بی  نمایش دوم قضیه چیبا توجه به

  ( ) ( )2

2
3 , 0

2 24
4 4P X P X 0 3

93
ε= µ=

σ =
σ

− µ ≥ ε ≤ → − ≥ ≤ =
ε

  

  شف بی نقاط قوت و ضعف نامساوي چی
نرمال ( انحراف معیار از میانگین را بدون توجه به توزیع مشاهدات kاین نامساوي قادر است درصد مشاهدات قرارگرفته در فاصله

شده توسط این نامساوي دقت کافی را ندارد، چون با کلمه حداقل همراه است؛  بیان کند اما درصد تعیین) غیرنرمالیا 
 مشاهدات را 100% تا75%کلمه حداقل، از. »ز میانگین قرار دارند از مشاهدات در فاصله دو انحراف معیار ا75%حداقل«

  .کند شود و یک احتمال دقیق را بیان نمی شامل می
  Z متغیر استاندارد ـ3

)در هر جامعه آماري هرگاه مقدار ثابت میانگین        :تعریف )μ   شـاهدات تک م    را از تک( )x      کـم کنـیم و سـپس 
)حاصل را بر مقدار ثابت انحراف معیار  )σرسیم که میانگین آن  تقسیم کنیم به متغیر جدیدي می(  و انحراف 0(

  .دهند نشان می Zنامند و با  متغیر استاندارد میاین متغیر را اصطلاحاً.  است1معیار آن
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  x: Z − µ
=

σ
  متغیر استاندارد

  
Z

0

Z

x 1 0

x

µ µ µ = µ − = µ − = 
σ σ σ σ 

µ
σ = σ −

σ σ
1 1




     = σ =  σ 

  

ü دقت کنید!  
)هر متغیر استاندارد )Zدهد که مشاهده  نشان می( )xانحراف معیار از میانگین بیشتر است، زیرا در چند :  

  xZ x Z− µ
= → = µ + σ

σ
  

  کاربرد متغیر استاندارد
به همین دلیل از آن براي مقایسه دو جامعه با توزیع مختلف . هر متغیر استاندارد یک معیار نسبی و درنتیجه بدون واحد است

  .کنیم استفاده می

وي در امتحان .  است4 و15 به ترتیب نمرات کلاس و انحراف معیار گرفته و میانگین17دانشجویی در درس اقتصاد نمره 10 مثال
   وي به نسبت بهتر بوده است؟ در کدام درس نمره.  گرفته است18 بوده، نمره6 و انحراف معیار16درس آمار که داراي میانگین

   :حل
  :آوریم ابتدا مقدار استاندارد هر یک از نمرات دانشجو را در دروس اقتصاد و آمار به دست می

  17 15: Z 0.5
4
−

=   اقتصاد=

  18 16: Z 0.33
6
−

=   آمار=
که در درس   انحراف معیار بالاي میانگین است درحالی0.5شود، نمره این دانشجو در درس اقتصاد که مشاهده میطور همان
  .میانگین است؛ بنابراین نمره او در درس اقتصاد به نسبت بهتر بوده استي بالاانحراف معیار  0.33آمار

  ر استانداردبر متغی تأثیر تغییرات جامعه

x از یک جامعه با استفاده از رابطهx، اندازه استانداردشده متغیرZهرگاه
xZ − µ

=
σ

 هیچ xتغییر درگاه هرگونه   باشد، آن
  .کند ی شرایط علامت آن را عوض می تنها در بعضندارد،) استاندارد( Zتأثیري بر 

  

x  . اضافه یا از آن کم شودaها ثابت به تمام داده a x1) Z Z± =  

)aمثبت (  
  . ضرب یا بر آن تقسیم شودaها در ثابت تمام داده

)aمنفی (  
x

x ax
a x

Z
2) Z Z

Z


= = 
−

  

aبه آن اضافه یا از آن کم شود  درصد هر داده .    a xx x
100

3) Z Z
±

=  
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xzاي برحسب متغیر استاندارد  از جامعهxاگر اندازه 11 مثال که هر یک از تغییرات زیر در جامعه اعمال   باشد، درصورتی=10
 کند؟  چه تغییري میZشود، مقدار استاندارد شده

  . واحد اضافه یا از آن کم کنیم2ها به تمام داده) الف
  . هر داده را اضافه یا از آن کم کنیم0.20ها به تمام داده) ب
  . ضرب یا برآن تقسیم کنیم2ها را در تمام داده) ج
  .کنیم  ضرب یا بر آن تقسیم −2ها را در تمام داده) د

    :حل
x)کند تغییري نمی(  )الف 2 xZ Z 10± = =  
  :زیرا

  

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

x 2 x
x 2 x 2 x 2 2 xZ Z 10

x 2

x 2 2

x 2

±
± − µ ± ± − µ ± − µ

= = = = =
σ ± σ σ

µ ± = µ ±

σ ±( )
0







 = σ

  

x )کند تغییري نمی(  )ب 0.20x xZ Z 10± = =  
  :زیرا

  ( )
( )x 0.2x 1.2x x

1.2x 1.2x 1.2x 1.2 xZ Z Z 10
1.2x 1.2+

− µ − µ − µ
= = = = = =

σ σ σ
  

  ( )
( )x 0.2x 0.8x x

0.8x 0.8x 0.8x 0.8 xZ Z Z 10
0.8x 0.8−

− µ − µ − µ
= = = = = =

σ σ σ
  

2x)کند تغییري نمی(  )ج x x
2

Z Z Z 10= = =  

2x)شود بدون تغییر منفی می(  )د x x
2

Z Z Z 10−
−

= = − = −  

  :زیرا

  ( )
( )2x x

2x 2x 2x 2 xZ Z 10
2x 2

− µ − µ − µ
= = = = =

σ σ σ
  

  ( )
( )

( )
2x x

2x 2x 2x 2 xZ Z 10
2x 2−

− − µ − − − − µ − µ
= = = − = − = −

σ − − σ σ
  

  (Sheppard Correction) واریانس و تصحیح شپارد
کنیم؛ در این  استفاده می) هاي واقعی داده(ها ixبندي شده، از مرکز طبقات به جاي هاي طبقه هنگام محاسبه واریانس در داده

تأثیر این خطا روي . اختلاف داشته باشد) هاix(هاي واقعی  ده ممکن است با واریانس مربوط به دادهآم دست حالت واریانس به
  :شود میانگین و واریانس به شکل زیر بررسی می

همین دلیل از به . شود آمده به علت مثبت و منفی بودن خطاها جبران می دست در میانگین، خطاي ناشی از میانگین به) الف
  .کنیم نظر می مجموع خطاها صرف

کنند؛ بنابراین  شود، خطاها یکدیگر را خنثی نمی خطاهاي مثبت و منفی در نظر گرفته می) توان دو(در واریانس، چون مجذور ) ب
  .دهد تر است و پراکندگی را بیشتر نشان می آمده، از واریانس واقعی بزرگ دست واریانس به
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  تصحیح شپارد

د پیشنهاد کرده است براي تصحیح خطاي ناشی از محاسبه واریانس در شرایط ذکرشده، مقدارشپار
2I

12
) 2I= مجذور فاصله

)آمده دست را از واریانس به) طبقات )2
xσواریانس تصحیح  این واریانس را تري براي واریانس برسیم؛  کم کنیم تا به مقدار دقیق

2نامند و آن را با میشده 
cσ دهند نشان می:  

2
2 2
c x

I:
12

σ = σ   واریانس شپارد−

  شرایط استفاده از تصحیح شپارد
  :شود زیر استفاده میبندي شده در شرایط   داده طبقهNاز تصحیح شپارد براي محاسبه واریانس

  . پیوسته باشدxـ متغیر1
)ها ـ تعداد داده2 )Nباشد1000 حداقل ( )N 1000≥.  
  .ـ توزیع فراوانی جامعه متقارن یا اندکی متقارن باشد3

Nرود که  داده از متغییر پیوسته در مواردي به کار میNنستصحیح شپارد در مورد واریا 1 مثال > و تابع توزیع فراوانی  ....
 )85  ـبرنامه ریزي شهري(          .باشد

   ـ غیر متقارن100) 2     ـ اندکی متقارن100) 1
   ـ غیر متقارن1000) 4     ـ اندکی متقارن1000) 3

  .  درست است3گزینه  :حل

نمودار توزیع .  محاسبه شده است7، مقدار واریانس برابر3بندي شده با فاصله طبقات  داده آماري پیوسته طبقه1500در 2 مثال
  )86  ـسنجش از دور(  شده طبق پیشنهاد شپارد، کدام است؟ انحراف معیار تصحیح. فراوانی آن متقارن است

1 (2.2  2 (2.4 3( 2.5 4 (2.6  

  . درست است3ینه گز :حل

6.25 2.5= شپارد=
2 2

2 I 37 7 0.75 6.25
12 12

= σ − = − = − = → σ2شپاردσ  

I    فاصله طبقات=3







 

  میانگین و واریانس کل چند جامعه آماري
kتعداد مشاهدات جامعه با kاگر 1N , , N ،هاي با میانگینk 1, ,µ µ 2هاي  واریانسو 2

k 1, ,σ σگاه   آن،دن باش مفروض
) کلمیانگین )µکل و واریانس ( )2σدنشو  به صورت زیر محاسبه میهاي آماري  داده:  

  انگین کلمی

1 1 k k i i

1 2 k

i 1 k

N ... N N
N N ... N N

N N ... N N

µ + + µ µ
µ = =

+ + +

= + + =

∑

∑
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  تحلیل حالات
  .شود ها برابر می گاه میانگین کل نیز با آن  جامعه با هم برابر باشد، آنkاگر میانگین ـ1

  1 2 kµ = µ = µ = = µ  
  .شود  جامعه میkگاه میانگین کل برابر با میانگین حسابی اشد، آن جامعه برابر بkها در  اگر تعداد نمونهـ2

  

k

i
i 1

k
=

µ

µ =
∑

  

  واریانس کل

ها از میانگین کل میانگین مجذور انحرافات میانگین
( ) 2

i iN
:

N

µ − µ∑  

میانگین واریانس جوامع
2

i iN
:

N
σ∑  









  
( ) 22

i ii2 i

i 1 k

NN
N N

N N ... N N

µ − µσ
σ = +

= + + =

∑∑

∑
  

  

ü دقت کنید!  
)شود، قبل از محاسبه واریانس کل طور که مشاهده می همان )2σابتدا باید میانگین کل ( )µمحاسبه شود .  

  تحلیل حالات 

)گاه   جامعه با هم برابر باشد، آنk اگر میانگین-1 ) 2
i iN

0
N

µ − µ
=

  . جامعه استk و واریانس کل همان میانگین واریانس∑

  
2

i2 iN
N

σ
σ = ∑  

)گاه   اگر حداقل دو میانگین در جوامع با هم متفاوت باشند، آن-2 ) 2
i iN

0
N

µ − µ
>

واریانس کل از میانگین واریانس  و ∑

  .تر است جوامع بزرگ

  ( ) 22 2
i ii i2 2i i

0

NN N
N N N

>

µ − µσ σ
σ = + → σ >

∑∑ ∑


  

تر از میانگین واریانس جوامع   هرگاه چند جامعه به صورت یک جامعه کل ترکیب شوند، واریانس این جامعه بزرگ:نتیجه
د، واریانس جامعه کل با میانگین واریانس جوامع نکه میانگین جوامع با هم برابر باش دهنده آن خواهد بود و فقط درصورتی تشکیل
  :؛ یعنیشود دهنده برابر می تشکیل

  

k
2

i i
i 12

1 2 k

N

; N N N ... N
N

=
σ

σ ≥ = + + +
∑

  کل
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  تایی چند است؟40میانگین کل براي نمونه.  است5 و1ها به ترتیب برابر  تایی، میانگین30 تایی و10در دو نمونه 1 مثال
1 (2.5  2 (3  3 (3.5  4 (4  

 .  درست است4گزینه  :حل

1 1 2 2

1 2

1 2 1 2

n n 10 1 30 5 4
n n 10 30

1 , 5 ; n 10 , n 30

µ + µ × + ×
µ = = = + +


µ = µ = = =

  

  :ها در دو کلاس به صورت زیر است گین نمرات آمار و واریانس آنمیان 2 مثال

  کلاس  1  2
)تعداد دانشجو  20  30 )iN 

)میانگین نمرات  15  10 )iµ  

)واریانس نمرات  17  12 )2
iσ 

  )81 ـ اقتصاد(  میانگین و واریانس نمرات کل دانشجویان دو کلاس چقدر است؟
  35 و12) 4  35 و12.5) 3  20 و12) 2   20 و12.5) 1

  .  درست است2گزینه  :حل

  1 1 2 2

1 2

N N 20 15 30 10 12
N N 20 30
µ + µ × + ×

µ = = =
+ +

  کل

  
( )

( ) ( )

k k 22
i i ii 2 2

i 1 i 12

N N
20 15 12 30 10 1220 17 30 12

N N 20 30 20 30
= =

σ µ − µ
− + −× + ×

σ = + = +
+ +

∑ ∑
  کل

  340 360 180 120 14 6 20
50 50
+ +

= + = + =  

  (Semivariance)واریانس  نیمه
در براي مثال . رود هاي پراکندگی است که براي استخراج انحرافات نامناسب و نامطلوب به کار می یکی از شاخصواریانس  نیمه
  .تر از میانگین نامطلوب هستند هاي مربوط به زیان، مقادیر بزرگ تر از میانگین و در داده هاي مربوط به سود، مقادیر کوچک داده

 .دهند  نشان میS.Vنامند و آن را با واریانس می  را نیمهمتوسط مجذور مقادیر نامطلوب :تعریف

( )
k 2

i
i 1

x

S.V
K

=
− µ

=
∑

  

N که مشاهداتبر آن است فرض در این رابطه 1x , , x  موجود هستند و فقطدر جامعهkها تاي آن( )k N< نامطلوب هستند. 

ها از رابطه البته براي محاسبه میانگین داده(

N
i

i 1
x

N
=µ =
∑

  .)کنیم  استفاده می
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7مشاهدات مثال , 5, 3,  واریانس کدام است؟ اگر انحراف بالاي میانگین نامطلوب باشد، نیمه. نظر بگیرید را در 1
  صفر) 4  3) 3  5) 2  4) 1

 .  درست است2گزینه  :حل

  ix 1 3 5 7 4
N 4

+ + +
µ = = =

∑  

)با توجه به مقدار میانگین )4µ هاي نامطلوب محسوب   بالاي میانگین هستند و داده7 و5هاي شود که داده ، مشاهده می=
  .واریانس است ها همان نیمه شوند؛ درنتیجه واریانس این داده می

( )
( ) ( )

2 2
i 2 2

k 1
x

5 4 7 4
S.V 5

k 2
=

− µ
− + −

= = =
∑
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  یمعیارهاي پراکندگی نسب
در چنین شرایطی از . توانند براي بررسی و مقایسه جوامع به کار روند نمی) که تا به حال بررسی شدند(گاهی معیارهاي پراکندگی 

  :اند از شود که عبارت معیارهاي پراکندگی نسبی استفاده می
))ضریب تغییرات( ضریب پراکندگی ـ1 )CV  
))ز تقارنانحراف ا( ضریب چولگی ـ2 )Sk  
) ضریب کشیدگیـ3 )E  

  :روند به صورت خلاصه عبارتند از کار می شرایطی که هر یک از این معیارها در آن به
  

→   CV  
  

1گیري متفاوت یا  واحدهاي اندازه 2µ ≠ µ  

1 2

1 2

σ = σ   →  
→    σ ≠ σ   →  

Sk
E

1گیري یکسان و  واحدهاي اندازه   2µ = µ  

  

   (Coefficient of Variation)) ضریب تغییرات( ضریب پراکندگی
هاي قبل  ها در سال که میانگین سود آن یدرصورت. گذاري کنیم  سرمایهBو Aخواهیم در یکی از دو شرکت تجاري فرض کنید می

گیري  تر است که انحراف معیار بیشتري دارد، اما اگر میانگین سود یا واحد اندازه گذاري در شرکتی پرمخاطره برابر باشد، سرمایه
  .شود گذاري در دو شرکت با ضریب پراکندگی انجام می ها یکسان نباشد مقایسه ریسک سرمایه آن

 .دهند  نشان میCV نامند و آن را با را ضریب تغییرات میراف معیار به میانگین حاصل تقسیم انح :تعریف

CV σ
=

µ
  

)یک نسبت بدون واحد و مقدار آن یک عدد حقیقی استضریب تغییرات،  )CV− ∞ < < + ∞.  

CVآمده از محاسبه دست بت به کافی است نسدرصد ضریب تغییراتبراي محاسبه  σ
=

µ
  :ضرب کنیم؛ به عبارت دیگر 100ررا د 

CV 100 100σ
= × = ×

µ
  درصد ضریب تغییرات

با فرض اینکه داشته باشیم  1 مثال
3

i
i 1

x 3
=

 و ∑=
3

2
i

i 1
x 6

=
  )80  ـحسابداري(   ، ضریب تغییرات کدام است؟∑=

1( 0.5  2( 1  3( 1.5  4 (2  

  .  درست است2گزینه  :حل

  i

22
i i2 2

1CV 1
1

x 3 1
N 3

x x 6 1 1 1
N N 3

 σ = = =
 µ

 µ = = =

   σ = − = − = → σ =    

∑

∑ ∑
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 ضریب پراکندگی کدام است؟.  است340ها  و مجموع مجذورات آن100ها برابر  داده آماري مجموع داده40در 2 مثال
  )85  ـحسابداري و مدیریت(  

1(0.4  2(0.6  3(0.8  4 (0.9 

  . ت است درس2گزینه  :حل

  

x
x

x

i
x

2 22
2 i i

3/ 2 3
CV 0.6

5 / 2 5

x 100 5
N 40 2

x x 340 5 34 25 9 3
N N 40 2 4 4 4 2

σ
= = = =

µ


µ = = =

     σ = − = − = − = → σ =       

∑

∑ ∑

  

 انحراف معیار سن آنان چقدر است؟.  درصد است20 سال و ضریب تغییرات سن آنان12میانگین سن یک گروه 3 مثال
  )79 ـ مدیریت(  

1( 0.6  2( 2.4  3( 60  4 (240  
  .  درست است2گزینه  :حل

  :با توجه به رابطه مربوط به درصد ضریب تغییرات داریم

  : CV 100 100 20 100 2.4
12

σ σ
× = × → = × → σ =

µ
  درصد ضریب تغییرات

  )تغییرات(خواص ضریب پراکندگی 
aCV  .برابر صفر است) aمانند( ضریب تغییرات هر عدد ثابت ـ1 0=  

  )74 ـ اقتصاد(  : برابر است با5عدد  (Coefficient of Variation)ضریب تغییرات 1 مثال
1( 5  2( 1  3 (∞   4 (0  
  .  درست است4گزینه  :حل

میانگین یا امید ریاضی هر عدد نیز مساوي . شود واریانس هر عدد ثابت برابر صفر است؛ درنتیجه انحراف معیار آن نیز صفر می
  :خود آن عدد است؛ بنابراین

  ( )
5

5
CV

σ
=

( )

0
0 0

5 5
= =

µ
  

  .شود و برعکس یب تغییرات برابر صفر میکه تمام مشاهدات با هم برابر باشند، ضر  درصورتی-2

  1 2 N CV 0x x x a

a , 0

σ→ = == = = = ← µ
 µ = σ =

  

)واریانس :یادآوري )2σو انحراف معیار ( )σها برابر با همان مقدار مساوي است هاي مساوي، برابر صفر و میانگین آن  داده .  
)ابتیها مقدار ث  اگر به تمام داده-3 )aشود ها کم کنیم، ضریب تغییرات به صورت زیر محاسبه می  را اضافه یا از آن:  

  x a
x a

CV ±
σ ±

=
( )
( )

0

x

xx a a
σ

=
µ ± µ ±

  

  .  کافی نیستxCV نیاز داریم و داشتن مقدارxµ وxσبراي محاسبه حتماً به مقادیر
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   واحد کم کنیم، ضریب تغییرات چقدر خواهد شد؟1ها اگر از تمام داده.  است0.6اي ضریب تغییرات در جامعه 2 مثال
  .قابل محاسبه نیست) 4  0.5) 3  0.7) 2  0.6) 1

  . درست است4گزینه  :حل

  x 1
x 1

CV −
σ −

=
( )
( )

0

x

x

x
x

x

?
x 1 1

CV 0.6


 σ = = µ − µ −
 σ
 = =

µ

 

xCVبا توجه به آنکه x محاسبه نیستند، امکان محاسبه قابل xµ وxσاست و مقادیر =0.6 1CV   .ضعیت وجود ندارددر این و −

y باشد، درصد ضریب تغییرات2 و1 به ترتیبxاگر میانگین و انحراف معیار متغیر تصادفی 3 مثال x 3=    چقدر است؟+
1( %25  2( %50  3( %75  4 (%100  

  .  درست است2گزینه  :حل

  x 3
x 3

CV +

σ +
=

( )
( )

0

x
x

x 3

2 0.5
x 3 3 1 3

CV 100 50+


 σ

= = =
µ + µ + +


 × =

  

د و فقط کن  ضرب یا بر آن تقسیم کنیم، مقدار ضریب تغییرات هیچ تغییري نمیbها را در عدد ثابتی مانند  اگر تمام دادهـ4
  .کند را اختیار می bعلامت

x) CVعلامتbxCV (b=  

x) CVعلامتx
b

CV (b=  






  

 ضرب 10 درصد به دست آمده است، تمام متغیرها را در عدد ثابت 73.1اي که مقدار ضریب تغییرات آن اگر در جامعه 4 مثال
  کنیم، ضریب تغییرات چقدر خواهد شد؟

1( %7.31    2( %73.1  
  .توان تعیین کرد  نمی)4    %731 )3

  درست است، 2گزینه  :حل
  :شود، زیرا تغییري در ضریب تغییرات ایجاد نمی

  10x x

x

CV CV %73.1

CV % 73.1

= =


=
  

)ضریب تغییرات 5 مثال )CVمتغیر Xاست، اگر هر یک از مقادیر0.2 برابر Xر را بa  تقسیم کنیم، ضریب تغییرات چه =10
  )83 ـ اقتصاد(  مقدار خواهد شد؟

1 (0.02  2 (0.2  3 (0.04  4 (2  
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  .  درست است2گزینه  :حل
  :شود، زیرا  نمیتغییري در ضریب تغییرات ایجاد

  
x x

10

x

CV CV 0.2

CV 0.2

= =


 =

  

آید و مقدار ضریب  وجود می  درصد از هر داده به آن اضافه یا از آن کم شود، وضعیتی مانند خاصیت چهارم به a هرگاهـ5
  .کند تغییرات هیچ تغییري نمی

  a xax x 1 x
100 100

CV CV CV ± ± 
 

= =  

 ضریب پراکندگی ،در صورت انجام هر یک از تغییرات زیر.  درصد است70برابر) تغییرات(اکندگی اي ضریب پر در جامعه 6 مثال
  کند؟ چه تغییري می

  . ضرب یا بر آن تقسیم کنیم10ها را در عدد ثابت تمام داده) الف
  . را اضافه یا از آن کم کنیم10ها عدد ثابت به هر یک از داده) ب
  . خود داده را اضافه یا از آن کم کنیم0.20ها به هر یک از داده) ج
xCVبا توجه به آنکه :حل   : است، داریم=0.70
  :؛ به عبارت دیگرکند  ضریب پراکندگی، مقدار ضریب پراکندگی تغییري نمی4 به خاصیت بنا بر) الف

  
10x x

x x
10

CV CV 0.70

CV CV 0.70

= =

 = =


  

 نیاز داریم؛ بنابراین با توجه به اطلاعات مسئله، مقدار ضریب xσ وxµ ضریب پراکندگی، به مقادیر3 به خاصیت بنا بر) ب
  :پراکندگی قابل محاسبه نیست

  
x 10

x 10
CV +

σ +
=

( )
( )

0

x

x

x 10

?
x 10 10

x 10
CV −

σ
= =

µ + µ +

σ −
=

( )
( )

0

x

x
?

x 10 10








 σ = =
 µ − µ −

  

  :کند؛ یعنی  ضریب پراکندگی، مقدار ضریب پراکندگی تغییري نمی5 به خاصیت بنا بر) ج

  ( ) ( )

( ) ( )

xx 0.20 x 1.2x

xx 0.20x 0.8x

CV CV CV 0.70

CV CV CV 0.70
+

−

= = =
 = = =

  

  کاربرد و موارد استفاده از ضریب پراکندگی
)هنگام مقایسه دو جامعه از نظر ثبات و پراکندگی در شرایط زیر باید از ضریب پراکندگی )CV استفاده کنیم، بدیهی است در 

  .معیار به تنهایی کاربردي ندارنداین وضعیت واریانس و انحراف 
  . گیري باشند از نظر واحد اندازه) نامتجانس( دو یا چند جامعه هنگام مقایسه با هم، داراي مشاهدات ناهمگون ـ1

بت، قیمت دلار از ثبات بیشتري برخوردار بوده است یا یورو، استفاده از کدام  روز گذشته، به نس30براي تعیین آنکه در 1 مثال
  )82 ـ اقتصاد(   تر است؟  شاخص آماري مناسب

  واریانس) 4  ضریب چولگی) 3  ضریب پراکندگی) 2  انحراف متوسط) 1
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 .  درست است2گزینه  :حل
  . شود ها با هم استفاده می قایسه آنازآنجاکه دلار و یورو دو واحد متفاوت هستند، از ضریب پراکندگی براي م

  . کنیم  دو نسبت بدون واحد را با هم مقایسه میCVیورو و CVدلاردر این حالت با استفاده از 

اي با   به طور قابل ملاحظهگیري در دو جامعه یکسان باشد، ولی بزرگی مشاهدات در شرایطی ممکن است مقیاس اندازه :تبصره
براي مثال، در مقایسه پراکندگی میزان سود صنعت نفت و کشاورزي، با آنکه هر دو واحد یکسانی دارند . هم اختلاف داشته باشد

)در این وضعیت نیز باید از ضریب پراکندگی. اما درآمد حاصل از نفت با درآمد حاصل از کشاورزي قابل مقایسه نیست )CV براي 
  . مقایسه استفاده کنیم

  .ها هم ممکن است یکسان باشد هاي متفاوتی داشته باشند، در شرایطی که واریانس آن  هرگاه دو یا چند جامعه میانگین-2
. پذیر نیست ندر این وضعیت براي مقایسه دو جامعه از نظر پراکندگی، استفاده از انحراف معیار بدون در نظر گرفتن میانگین امکا

CVپراکندگی زمانی مفهوم دارد که نسبت به میانگین در نظر گرفته شود یعنی σ
=

µ
 که معیار مناسبی براي بررسی پراکندگی 

  .دو جامعه در این شرایط است

  )78  ـابداريحس ، 73 ـ مدیریت(  :رود ضریب تغییرات براي مقایسه تغییرات دو جامعه در حالت زیر به کار می 2 مثال
  .هاي مختلف داشته باشد میانگین) 1
  . داراي مقادیر منفی باشند) 2
  . داراي دامنه تغییرات یکسان باشند) 3
 . گیري شده باشند گیري مختلف اندازه هاي مختلف باشند و یا با واحدهاي اندازه داراي میانگین) 4

 .  درست است4گزینه  :حل

  ندگیمعیار مقایسه دو جامعه با ضریب پراک
ها  شده در قسمت قبل را داشته باشند، باید از ضریب پراکندگی براي مقایسه آن که دو یا چند جامعه، شرایط مطرح درصورتی

)اي که ضریب پراکندگی جامعه. استفاده کرد )CVکمتري دارد، از ثبات بیشتري برخوردار است و پراکندگی کمتري دارد  .  

 250 متوسط درآمد ماهانهBدر کارخانه.  است4 هزار تومان با واریانسA،17د ماهانه کارگران کارخانهمتوسط درآم 3 مثال
  )74 ـ مدیریت(  . است900هزار ریال با واریانس

  . استB از کارخانه  بیشAاختلاف درآمد در کارخانه) 1
  . استA از کارخانه  بیشBاختلاف درآمد در کارخانه) 2
  .  استBتر از اکثر افراد کارخانه  کمAکارخانهدرآمدهاي اکثر افراد ) 3
  .  استB بیش از کارخانهAکمترین درآمد در کارخانه) 4

  .  درست است2گزینه  :حل
  :کنیم نیستند، بنابراین براي مقایسه بین دو جامعه از ضریب تغییرات استفاده میها برابر  گیري و میانگین واحدهاي اندازه

  A
A

A

2CV 100 11.76
17

σ
= = × =

µ
  

  B
B

B

30CV 100 12
250

σ
= = × =

µ
  

Aچون BCV CV<است، پراکندگی در کارخانه Bه بیشتر و اختلاف درآمد در آن بیش از کارخانAاست . 



 آمار و احتمال
 

  

 

94  
 

 تومان و 4300 تومان با انحراف معیار180000میانگین حقوق کارکنان بخش فنی و شهرسازي شهرداري یک شهر 4 مثال
ثبات حقوق کدام بخش .  تومان است3200معیار تومان با انحراف 160000میانگین حقوق کارکنان بخش مالی آن شهرداري
  )84  ـریزي شهري برنامه(  بیشتر است؟ و اختلاف درصد ضریب تغییر چیست؟

 0.39مالی و) 4  0.39فنی و) 3  0.21مالی و) 2  0.21فنی و) 1

 . درست است4گزینه  :حل
 بنابراین براي مقایسه دو جامعه از ضریب ؛ها با هم متفاوت است هاي آن اما میانگین) تومان(یکسان  واحدهاي هر دو جامعه

  .شتر باشد، ثبات بیشتري خواهد دا در آن کمتCVاي که مقدار کنیم؛ جامعه تغییرات استفاده می
4300100 100 100 2.39

180000
σ

× = × = × =
µ

  CVفنی

3200100 100 100 2
160000

σ
× = × = × =

µ
  CVمالی








  

  

 CVمالی>CVفنی→تر مالی باثبات
 CVفنی−CVمالی=0.39)درصد(

  

  (Moments) گشتاورها
براي توضیح شاخص ضریب چولگی که یکی از معیارهاي تعیین شکل توزیع از لحاظ قرینگی است، ابتدا باید مفهوم گشتاورها 

  .بیان شود
  :شوند تقسیم میگشتاورها به سه دسته 

 )گشتاورهاي عمومی (a گشتاور حول نقطه دلخواهـ1
  )گشتاورهاي اولیه( گشتاور حول مبدأ صفر ـ2
  )گشتاورهاي مرکزي( گشتاور حول میانگین ـ3

  )گشتاورهاي عمومی (a گشتاور حول نقطه دلخواه ـ1
)aسبت به عدد دلخواهام نnگشتاور مرتبه )( )nM a شود تعریف میهاي زیر  به صورت:  

  

( )
( ) n

i
n

x a
: M a

N

−
=

بندي نشده هاي طبقه داده∑

( )
( ) ( )

n
ni i

n i i
F x a

: M a f x a
N

−
= = −

∑
بندي شده هاي طبقه داده∑

  

nاگر در گشتاورهاي عمومی 1, 2, 3,   :آیند را جایگذاري کنیم، گشتاورهاي مراتب اول، دوم، سوم و چهارم به دست می =4

  
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

2
i i

1 2

3 4
i i

3 4

x a x a
n 1 ; M a , n 2 ; M a

N N

x a x a
n 3 ; M a , n 4 ; M a

N N

− −
= = = =

− −
= = = =

∑ ∑

∑ ∑
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  )گشتاورهاي اولیه( گشتاور حول مبدأ صفر -2
) )صفر(ام نسبت به مبدأ nگشتاور مرتبه  )nm شود  زیر تعریف میصورت به:  

  

n
i

n
x

: m
N

= بندي نشده هاي طبقه داده∑
n

ni i
n i i

F x
: m f x

N
= =∑ بندي شده هاي طبقه داده∑

aبا جایگذاري   .آیند  در رابطه گشتاورهاي عمومی، گشتاورهاي اولیه به دست می=0
nاگر در گشتاورهاي اولیه 1, 2, 3,   :آیند  مراتب اول، دوم، سوم و چهارم به دست می اولیهایگذاري کنیم، گشتاورهاي را ج=4

  

2
i i

1 x 2

3 4
i i

3 4

xx
n 1 ; m , n 2 ; m

N N
x x

n 3 ; m , n 4 ; m
N N

= = = µ = =

= = = =

∑∑

∑ ∑
  

  :توان به این نتیجه رسید که در حالت کلی می

( )n
nm E x=  

  

  :برابر میانگین حسابی است، یعنی) صفر(گشتاور مرتبه اول نسبت به مبدأ 
1 xm x= µ =  

  

  )گشتاورهاي مرکزي( گشتاور حول میانگین -3
)ام نسبت به میانگینnگشتاور مرتبه  )nµ شود  زیر تعریف میصورت به:  

  

( )n
i

n
x

:
N

− µ
µ = بندي نشده هاي طبقه داده∑

( ) ( )
n

ni i
n i i

F x
: f x

N
− µ

µ = = − µ∑ بندي شده طبقههاي  داده∑
  

aبا جایگذاري  = µآیند  در رابطه گشتاورهاي عمومی، گشتاورهاي مرکزي به دست می.  
  :گشتاور مرتبه اول نسبت به میانگین برابر صفر و گشتاور مرتبه دوم نسبت به میانگین برابر واریانس است، یعنی

( )
1

2
2 x

0

V ar x

µ =

µ = σ =
  

  

  :داریمبنابراین 
 

( )
22 2 2

i ii i2 2
x 2

x xx x
N N N N

 − µ
σ = µ = = −   = − µ

 
 

∑ ∑∑ ∑  
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1 مرتبه اول و دوم نسبت به مبدأ صفر به صورتگشتاورهاي 1 مثال 2m 10 , m 125= ضریب تغییرات صفت . اند  به دست آمده=
   چند درصد است؟xمتغیر
1 (25  2 (50  3 (30  4 (60  
 .  درست است2گزینه  :حل

  5CV %50
10

σ
= = =

µ
  

  
2 2
i i 22 2

2 1

x x
m m 125 10 25 5

N N
 

σ = − = − = − = → σ =  
 

∑ ∑  

  i
1

x
m 10

N
µ = = =

∑  

  نکات مهم گشتاورها
ت خاصی از گشتاورهاي آماري نسبت به نقطه و نسبت به میانگین حسابی، حالا) صفر( گشتاورهاي آماري نسبت به مبدأ -1

  . هستندaدلخواه
  .توان معیارها، پارامترها و روابط آماري را به طور ساده و خلاصه بیان کرد  به کمک گشتاورهاي آماري می-2
1mبرابر میانگین حسابی است، یعنی) صفر(گشتاور مرتبه اول نسبت به مبدأ  -3 x=  
1 گشتاور مرتبه اول نسبت به میانگین برابر صفر است، یعنی-4 0µ =  
2 گشتاور مرتبه دوم نسبت به میانگین برابر واریانس است، یعنی-5

2µ = σ  
  .توان طبق روابطی به هم تبدیل کرد گشتاورهاي آماري را می -6
  رتاورها به یکدیگدیل گشتب
  يگشتاورهاي عمومی به گشتاورهاي مرکزتبدیل  )لفا

( )n
n 1M Mµ = −  

  

  

( )

( )

( )

( )

11
1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2
2 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1

3 31 2 3
3 1 3 2 1 1 1 3 1 2 11

4 1 2 3 4 2 4
4 1 4 3 1 2 1 1 1 1 4 1 3 1 2 1

M M M M M M 0

M M M 2M M M M 2M M M M

M M M 3M M 3M M M M 3M M 2M

M M M 4M M 6M M 4M M M M 4M M 6M M 3M

µ = − = − = − =

µ = − = − + = − + = −

µ = − = − + − = − +

µ = − = − + − + = − + −

  

ü دقت کنید!  
  .گیرد شان قرار میرسند، عدد توان به جاي اندیس هایی که اندیس ندارند وقتی به توان میM،میشه در به توان رساندن گشتاورهاه

  هگشتاورهاي عمومی به گشتاورهاي اولیتبدیل  )ب

( )n
nm M a= +  

  

  

( )

( )
( )

( )

1 1
2 2

2 2 1
3 2 3

3 3 2 1
4 2 3 4

4 4 3 2 1

m M a M a

m M a M 2aM a

m M a M 3aM 3a M a

m M a M 4aM 6a M 4a M a

= + = +

= + = + +

= + = + + +

= + = + + + +
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  گشتاورهاي اولیه به گشتاورهاي مرکزي تبدیل )ج

( )n
n 1m mµ = −  

  

  

( )

( )

( )

( )

1
1 1 1 1

2
i2 1 2 2 2 2

2 1 2 1 1 1 2 1

3 1 2 3 3
3 1 3 2 1 1 1 1 3 1 2 1

4 1 2 3 4 2 4
4 1 4 3 1 2 1 1 1 1 4 1 3 1 2 1

m m m m 0

x
m m m 2m m m m m x

N

m m m 3m 3m m m m 3m m 2m

m m m 4m m 6m m 4m m m m 4m m 6m m 3m

m

µ = − = − =

µ = − = − + = − = − = σ

µ = − = − + − = − +

µ = − = − + − + = − + −

∑
 

  ی عمومورهايگشتاگشتاورهاي اولیه به   تبدیل)د

( )n
nM m a= −  

  

  

( )
( )
( )
( )

1
1 1

2 2
2 2 1

3 2 3
3 3 2 1

4 2 3 4
4 4 3 2 1

M m a m a

M m a m 2am a

M m a m 3am 3a m a

M m a m 4am 6a m 4a m a

= − = −

= − = − +

= − = − + −

= − = − + − +

 

nاي به حجم در جامعه 2 مثال   :هاي زیر محاسبه شده است  کمیت=10
  2 3

i i i i i iF x 40 , F x 400 , F x 600= = =∑ ∑ ∑  
)گشتاوري مرکزي مرتبه سوم )3µ71 ـ مدیریت(   کدام است؟(  

1 (292−  2 (292  3 (548−  4 (485  

  .  درست است1گزینه  :حل
)با توجه به آنکه بین گشتاور مرکزي و گشتاور حول مبدأ، رابطه )n

n 1m mµ =   : برقرار است، داریم−

  
3

i i
3

F x 600m 60
N 10

= =  و ∑=
2

i i
2

F x 400m 40
N 10

= = i و ∑= i
1

F x 40m 4
N 10

= = =∑  
  :بنابراین

  60 128 480 292= + − = −( ) ( )( )33
3 3 1 2 1m 2m 3m m 60 2 4 3 40 4µ = + − = + −  

aگشتاورهاي مرتبه اول و دوم نسبت به مبدأ 3 مثال 1 به صورت=40 2M 2 , M 85= میانگین و . اند  به دست آمده=
  واریانس جامعه کدام است؟

  83 و45) 4  81 و42) 3  81 و45) 2  83 و42) 1

 . درست است3گزینه  :حل

ixبراي به دست آوردن میانگین
N

 
µ =  

 

  :، به گشتاور مرتبه اول حول مبدأ صفر نیاز داریم، یعنی∑

  i
1

x
m

N
= ∑  

  ( )n i
n 1 1 1

x
m M a m M a m 2 40 42

N
= + → = + → µ = = = + =∑  
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)براي به دست آوردن واریانس جامعه )2
i2 x
N

 − µ σ =
 
 

  :، به گشتاور مرکزي مرتبه دوم نیاز داریم، یعنی∑

  ( )2
i

2
x

N
− µ

µ = ∑  

  ( ) ( ) ( )2
n 2 2 2 i 2

n 1 2 1 2 1 2
x

M M M M M M 85 2 81
N
− µ

µ = − →µ = − = − →σ = µ = = − =∑ 

  (Skewness)) انحراف از قرینگی( چولگی
اي شود، اما در صورت تساوي برخی از پارامتره در مقایسه دو یا چند جامعه با یکدیگر، ابتدا از پارامترهاي مرکزي استفاده می

گاهی . شود مشخص می) مانند انحراف معیار(هاي پراکندگی  ، اختلاف جوامع آماري به کمک شاخص)مانند میانگین(مرکزي 
انحراف از (چولگی براي رفع این مشکل از معیاري به نام . پارامترهاي پراکندگی نیز به علت مساوي بودن، مناسب نیستند

  .شود  استفاده می)قرینگی
 توزیع  با یکدیگر مساوي باشند،) مد، میانگین و میانه(که در آن پارامترهاي مرکزي  نرمال توزیعهر توزیعی مانند  :توزیع متقارن

  .شود متقارن نامیده می
هرچه یک توزیع با توزیع متقارن تفاوت بیشتري داشته باشد، معیار 

  .در آن بیشتر است) انحراف از قرینگی(چولگی 
ها  میانگین و واریانس آنمعه هرگاه هنگام مقایسه دو یا چند جا

 )انحراف از قرینگی(چولگی  باشد، از معیاري به نام باهم برابر
انحراف جوامع را از توزیع متقارن این معیار، . کنیم استفاده می

  .دهد  نشان می)نرمال(
  

  .کسانی ندارند ی واریانس مساوي هستند، اما توزیع در شکل زیر دو توزیع داراي میانگین وبراي مثال،
تر است زیرا مد   تمایل جامعه به مقادیر کوچکA در توزیع

 تمایل B که در توزیع ، درحالیقرار داردجامعه سمت چپ 
تر است و درنتیجه مد جامعه در  جامعه به مقادیر بزرگ
ولگی یا انحراف از این تفاوت را چ. نقطه مقابل قرار دارد

  .گویند قرینگی می
  

  ضریب چولگی
نشـان   3α یـا Skنامند و آن را با را ضریب چولگی می) متقارن( میزان انحراف هر توزیع از توزیع نرمال    :تعریف

  .دهند می
)3برابر با صفر است) متقارن(ضریب چولگی در توزیع نرمال  Sk 0)α = گاه  ، درنتیجه اگر توزیعی با آن تفاوت داشته باشد، آن=
Skضریب چولگی مخالف صفر و Sk یا<0   . است>0
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  انواع چولگی جوامع
)ازآنجاکه ضریب چولگی )Skباشد ، انواع چولگی در جامعه به صورت » صفر، مثبت یا منفی« د توان آمده از هر توزیع، می دست  به

  :شود زیر بررسی می

) الف






  
  )متقارن(چوله صفر 

Mo Md= = µ  
  )نماد(د م=میانه=میانگین

  
 

)ب









  

  )چولگی به راست( چولگی مثبت 
  )تمایل منحنی به مقادیر کوچکتر( تمایل به چپ 

Mo)بیشترین ( Md< < µ)کمترین(  
  )نما(د م>میانه>     میانگین

        راست      وسط        چپ

  
  

) ج









  

  )چولگی به چپ(چولگی منفی 
  )تمایل منحنی به مقادیر بزرگتر(تمایل به راست 

Md)بیشترین( Moµ <   )کمترین(>
  میانگین>میانه>)نما(د         م

          راست       وسط       چپ

  
 

  )78  ـحسابداري(    توزیع متمایل به راست، کدام گزینه صحیح است؟در یک 1 مثال
1 (MoMdx >>µ  2 (x Mo Mdµ < <  3 (xMdMo µ>>  4 (xMd Mo< < µ  

  .  درست است3گزینه  :حل
  .پ استزمانی که تمایل توزیع به سمت راست است، بدین معناست که توزیع چوله به چ

  )81 ـ اقتصاد(  .کمترین مقدار را داشته باشد. ………  رود که در توزیعی با چولگی منفی انتظار می 2 مثال
  نما) 4  میانگین) 3  میانه) 2  دامنه تغییرات) 1
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  .  درست است3گزینه  :حل
Mdاي با چولگی منفی همواره رابطه در جامعه Moµ < را و بیشترین مقدار » میانگین«را ار  برقرار است، بنابراین کمترین مقد>

  .دارد» )نما(مد «

  مفهوم چولگی
  .براي درك بهتر مفهوم چولگی به دو مثال زیر توجه کنید

ها با هم برابر باشد، کلاسی بهتر است که در   با فرض آنکه میانگین و واریانس آن هنگام مقایسه نمرات پایان ترم دو کلاس، مثال
  .شتر دارندآن نمرات تمایل به مقدار بی

    
 Aبه سمت نمرات بیشتر است، اما در کلاس) سنگینی منحنی نمرات( است، زیرا تمایل A بهتر از کلاسBدر شکل بالا کلاس

  .تمایل به سمت نمرات کمتر است

ها با هم برابر باشد، کلاسی بهتر است که   با فرض آنکه میانگین و واریانس آن زان دو کلاس،آمو هنگام مقایسه لاغري دانش مثال
  .ها تمایل به مقدار کمتر دارند در آن وزن

    
 Bهاي کمتر است، اما در کلاس  وزنبه سمت) سنگینی منحنی وزن( است، زیرا تمایل B بهتر از کلاسAدر شکل بالا کلاس
  .هاي بیشتر است تمایل به سمت وزن

 ) 84 ـ برنامه ریزي شهري(  در توزیع درآمد خانوارهاي ایران موقعیت میانگین و میانه چگونه است؟ 1 مثال
  .تر است میانه از میانگین بزرگ) 1
  .تر از میانه است میانگین بزرگ) 2
  .گیرند  میانگین تقریباً بر روي هم قرار میمیانه و) 3
  .گیرند میانه و میانگین دقیقاً بر روي هم قرار می) 4

  .  درست است2گزینه  :حل
با توجه به اینکه در ایران تعداد خانوارهاي پردرآمد کم و تعداد خانوارهاي 

درآمد زیاد است، توزیع درآمد خانوارها تمایل به مقادیر کمتر دارد و  کم
Mo و) تمایل به چپ(جه چوله به راست درنتی Me< < µ  که است

  .تر از میانه است دهد میانگین بزرگ نشان می
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گیري مشخص  بهتر است زیرا صفت مورد اندازه) راست یا چپ(ها  یک از چولگی توان گفت کدام طورکه دیده شد نمی  همان:نتیجه
  .کند کدام چولگی بهتر است می

  :که مشاهده شدچنان
  .آل جامعه است بود که نمرات بیشتر ایده» نمرات«در مثال اول، صفت مورد نظر 
  .آل جامعه است بود که وزن کمتر ایده» رژیم لاغري«در مثال دوم، صفت مورد نظر 
  .ل جامعه استآ بود که درآمد بیشتر ایده» درآمد خانوارها«در مثال سوم، صفت مورد نظر 

  ریب چولگیتفسیر قدرمطلق ض
  :دهنده نوع چولگی هر توزیع است علاوه بر علامت ضریب چولگی که نشان

  

( )Sk 0>  ( )Sk 0=  ( )Sk 0<  

  چوله به چپ  متقارن  چوله به راست

 Skبدیهی است هرچه. ختلاف قرینگی توزیع جامعه با توزیع نرمال استدهنده میزان ا  نشانSk ضریب چولگیقدرمطلق
  . جامعه با نرمال زیاد خواهد بودبیشتر شده و اختلاف توزیع) عدم تقارن(تر شود، میزان چولگی  بزرگ

  : استانداردهایی وجود داردSkبراي بررسی
  

:)الف Sk 0.1≤  
  ).چولگی قابل اغماض(است، تقریباً چولگی ندارد ) متقارن(جامعه از نظر تقارن تقریباً نرمال 

0.1:)ب Sk 0.5< ≤  
 .)چولگی غیرقابل اغماض(جامعه از نظر تقارن تفاوت اندکی با توزیع نرمال دارد، چولگی اندك است 













  

:)ج Sk 0.5>  
  ).چولگی غیرقابل اغماض( جامعه از نظر تقارن تفاوت فاحشی با توزیع نرمال دارد، چولگی زیاد است 

  )83 ـ حسابداري(  … گاه جامعه مورد مطالعه  باشد، آن−0.66اگر ضریب چولگی توزیع یک جامعه 2 مثال
  .عه نرمال تفاوت مختصري داردبا جام) 2    .نرمال است) 1
  .توان قضاوت کرد با اطلاعات داده شده نمی) 4  .با جامعه نرمال تفاوت فاحش دارد) 3

 .  درست است3گزینه  :حل
Skبا توجه به آنکه 0.66 0= −  :شود است ولی از نظر قدرمطلق به صورت زیر تحلیل می) چوله به چپ(، چولگی منفی >

Sk      .ه با جامعه نرمال تفاوت فاحش داردپس چولگی جامع   0.66 Sk 0.5= → > →  

  محاسبه ضریب چولگی
)، ضریب چولگی)نرمال(ها از تقارن  گیري براي تعیین میزان انحراف توزیع طورکه گفته شد، شاخص اندازه همان )Sk نامیده 
  . شود ت و به صورت زیر محاسبه و تحلیل میاین معیار یک نسبت بدون واحد اس. شود می
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  :کنیم ها را بررسی می براي محاسبه ضریب چولگی، روابط بسیاري وجود دارد که آن
  

  ضریب چولگی گشتاوري) الف
( )3

i
3

3 3 3

x

NSk

− µ
µ

= α = =
σ σ

∑
  

)  ضریب چولگی پیرسون) ب ) ( )
1 2

Mo 3 Md
Sk , Sk

µ − µ −
= =

σ σ
  

3  )چارکی ـ صدکی(ضریب چولگی چندکی ) ج 2 1
Q

3 1

Q 2Q Q
Sk

Q Q
− +

=
−

  

  .یک از روابط بالا استفاده کنیم دهیم که از کدام هاي مسئله تشخیص می با توجه به داده

  ضریب چولگی گشتاوري) الف
  .ترین رابطه براي محاسبه ضریب چولگی است ضریب چولگی گشتاوري مهم

   

( ) ( )3 3
i i i

3
3 3 3 3

x F x

N NSk

− µ − µ
µ

= α = = =
σ σ σ

∑ ∑
  

  

  :در این رابطه داریم
( ) ( )3 3

i i ix F x
N N

− µ − µ
= =∑ 3µ مرتبه سوم حول میانگینمرکزي گشتاور ∑ =  

( ) ( )2 2
i i ix F x
N N

− µ − µ
= =∑ 2گشتاور مرکزي مرتبه دوم حول میانگین∑

2: σ = µ   واریانس=

2 22 2
i i i i i i2 x x F x F x

N N N N
   

σ = − = −   
   

∑ ∑ ∑ ∑  

2: σ = σمعیارانحراف   














  

2اگر 1 مثال
ix 3250 , n 50= x و∑= 7µ ) و= ) 3

i xx 96− µ  باشد، ضریب چولگی جامعه کدام است؟ ∑=
 )73  ـمدیریت(  

1 (%3  2 (%6  3 (%1.96  4 (%2.3  

 .  درست است1گزینه  :حل

  

( )

( )

3
i x

3 3

22 2
i 22 2i i

x

x 96
N 50Sk 0.03 %3

4

xx x 3250 7 65 49 16 4
N N N 50

 −µ
 = = = = σ


 
σ = − = −µ = − = − = → σ=     

∑

∑∑ ∑
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aگشتاورهاي مراتب اول، دوم و سوم نسبت به مبدأ  2 مثال 1M به صورت =10 2M و =2 3M و =20  به دست =88
  ضریب چولگی توزیع کدام است؟. تآمده اس

1 (0.25−  2 (0.25  3 (0.5  4 (0.5−  

 .  درست است1گزینه  :حل

)با توجه به اینکه براي محاسبه ضریب چولگی به گشتاور مرکزي مرتبه سوم )3i
3

x
N

 − µ µ =
 
 

 و گشتاور مرکزي مرتبه دوم ∑

( )2i2
2

x
N

 − µ σ = µ =
 
 

  : نیاز داریم بنا بررابطه تبدیل گشتاورهاي عمومی به مرکزي، داریم∑

  ( )n
n 1M Mµ = −  

  ( )11 1 1 1M M M M 0µ = − = − =  

  ( )2 2 2 2
2 1 2 1M M M M 20 2 16 16 4µ = − = − = − = → σ = → σ =  

  ( )3 3 3
3 1 3 1 2 1M M M 3M M 2M 88 3 2 20 2 2 16µ = − = − + = − × × + × = −  

  3
3 3

16 1Sk 0.25
44

µ − −
= = = = −

σ
  

  ضریب چولگی پیرسون) ب
  :پیرسون، دو رابطه تجربی براي محاسبه ضریب چولگی ارائه کرد

) )رابطه اول( )
1

Mo
Sk

µ −
=

σ
  

)  )رابطه دوم( )
2

3 Md
Sk

µ −
=

σ
  

  رابطه سه معیار مرکزي 
)تنها رابطه موجود بین سه پارامتر مرکزي میانگین )µو میانه ( )Mdو مد ( )Moخفیف، متعادل یا « زمانی که چولگی  ویژه  به

  :آید دست می است، از تساوي دو رابطه پیرسون به» ضعیف 
( )Mo 3 Mdµ − = µ −  

   ، ضریب چولگی پیرسون کدام است؟15 و مد6.25ریانس و وا13در یک جامعه با میانگین 1 مثال
1 (0.8−  2 (0.4−  3 (0.4  4 (0.8  

 .  درست است1گزینه  :حل
( )Mo 13 15 2Sk 0.8

2.5 2.5
µ − − −

= = = = −
σ

  

   است ضریب چولگی جامعه کدام است؟10.5، مقدار میانه برابر4 و8در یک جامعه با میانگین و انحراف معیار 2 مثال
1 (2.25  2 (1.875−  3 (2.25−  4 (1.875  
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 .  درست است2گزینه  :حل

  ( ) ( )3 me 3 8 10.5
Sk 1.875

4
µ − −

= = = −
σ

  

  .کنند  استفاده میx در تمام روابط بالا ازµجاي در بعضی از منابع به :یادآوري

Xین حسابی در یک توزیع با چولگی خفیف، میانگ 3 مثال Me و میانه =52.4  توزیع کدام  مد.دست آمده است  به=51.8
  )74 ـ  اقتصاد ،71 ـ مدیریت(          است؟
1( 53.6  2( 50.6  3( 54.2  4 (51.6  

  .  درست است2گزینه  :حل
)همواره رابطه )x Mo 3 x Md− =   :ویژه زمانی که توزیع داراي چولگی خفیف باشد؛ بنابراین بین سه شاخص مرکزي برقرار است؛ به −

  

( ) ( )52.4 Mo 3 52.4 51.8 Mo 50.6− = − → =  

  ضریب چولگی چندکی) ج
ها امکان محاسبه میانگین و واریانس وجود  در بعضی توزیعتوضیح داده شد، » انحراف چارکی«طورکه در پارامتر پراکندگی  همان

رسد؛ در این وضعیت براي محاسبه چولگی، از پارامترهاي چندکی مانند ضریب چولگی  ندارد یا محاسبه آن منطقی به نظر نمی
  :شود چارکی، دهکی، صدکی به صورت زیر استفاده می

3 2 1
Q

3 1

Q 2Q Q
Sk

Q Q
− +

=
−

  ضریب چولگی چارکی:  

90 50 10
P

90 10

P 2P P
Sk

P P
− +

=
−

  ضریب چولگی صدکی:  

  :داریم که البته در این روابط
Md) 2) میانهQ 5D)چارك دوم (= 50P)دهک پنجم (=   )صدك پنجاهم (=

9D)90) دهک نهمP   )صدك نودم (=
1D)10) دهک اولP   )صدك دهم (=







  

  ضریب چولگی کدام است؟.  باشد90 و صدك نودم10، دهک اول50فرض کنید میانه 1 مثال

1 (1
2

  2 (0  3 (0.44  4 (2  

  .  درست است2گزینه  :حل
90 50 10

P
90 10

P 2P P 90 2 50 10Sk 0
P P 90 10
− + − × +

= = =
− −

  

90P 10P، ) صدك نودم(=90 1D)صدك دهم(=10   )دهک اول(=
50P Md)صدك پنجاهم(=50   )میانه(=









  

نوع توزیع از نظر تقارن نسبت .  است76 و 61، 36هاي اول، دوم و سوم به ترتیب  ها، چارك در یک توزیع  فراوانی داده 2 مثال
 )86 ـ حسابداري و مدیریت(  به نرمال چگونه است؟

  چوله به راست ـ تفاوت اندك) 2  چوله به راست ـ تقریباً نرمال) 1
  پ ـ تفاوت اندكچوله به چ) 4   چوله به چپ ـ تقریباً نرمال) 3
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 .  درست است4گزینه  :حل
با توجه به اینکه مقادیر چارك توزیع در مسئله داده شده است، براي محاسبه ضریب چولگی، از رابطه ضریب چولگی چندکی 

 :کنیم استفاده می

3 2 1
Q

3 1

Q 2Q Q 76 2 61 36 10Sk 0.25
Q Q 76 36 40
− + − × + −

= = = = −
− −

  )پیرسون (

1 2 3Q 36 , Q 61 , Q 76= = =  







  

0.1ها چوله به چپ است و چون ا توجه به منفی بودن علامت ضریب چولگی، توزیع دادهب Sk 0.5<  است، چولگی توزیع از ≥
  .نظر تقارن تفاوت اندکی با توزیع نرمال دارد

  تأثیر تغییر مشاهدات در چولگی
  :قط ممکن است علامت آن را عوض کندکند، ف گونه تغییري در ضریب چولگی ایجاد نمی تغییر در مشاهدات، هیچ

  

x  . جمع یا از آن کم شوندbضرب و با aمشاهدات در
a x b

x

Sk a 0
Sk

Sk a 0±
>= − <

  

aدرصد به هر مشاهده اضافه یا از آن کم شود .  ( ) ( ) xx %a x 1 %a xSk Sk Sk± ±= =  

 

  کند؟ ها چه تغییري می  تقسیم شوند، ضریب چولگی داده−2 سپس برو جمع 10ها با عدد اگر تمام داده 1 مثال
  .شود قرینه می) 2    .شود نصف می) 1

1به اندازه ) 3
10

  .یابد  واحد افزایش می10به اندازه) 4  .یابد  افزایش می

 .  درست است2گزینه  :حل
  x 10 x x5

2 2

Sk Sk Sk+
− −

−

= = − 

 به حقوق کارکنان اضافه شود، ضریب چولگی 25%اگر.  است−0.6ضریب چولگی حقوق کارمندان یک شرکت 2 مثال
  هاي جدید کدام است؟ حقوق
1 (0.45  2 (0.15−  3( 0.75− 4 (0.6−  

 .  درست است4گزینه  :حل
  .کند ها کم شود، ضریب چولگی تغییري نمی  به مشاهدات اضافه یا از آنa%هرگاه
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  (Kurtosis)کشیدگی 
ها متقارن و میانگین  ه دو جامعه که توزیع آنهنگام مقایس

تري نسبت به نرمال  ها برابر است، توزیعی که منحنی کوتاه آن
، داراي پراکندگی بیشتر و توزیعی که منحنی )فلاتی(دارد 

، داراي پراکندگی کمتري )اي قله(بلندتري نسبت به نرمال دارد 
اده از شاخص توان با استف دو جامعه با این شرایط را می. است

    .با هم مقایسه کرد) نقطه اوج(کشیدگی 
  

 4α با  آن را  نامند و   می) نقطه اوج (شاخص کشیدگی    مربوط به منحنی هر توزیع، را     ) اوج(اندازه بلندي    :تعریف
  .دهند نشان می

  

  :روبرو با توجه به شکل B وAدر مقایسه دو توزیع

  
ها نیز یکسان است  برابر هستند و چولگی آن) میانگین، میانه، مد( پارامترهاي مرکزي B وAشود که در هر دو توزیع مشاهده می

Aهر دو متقارن( BSk Sk 0= =.(  
 دارد، درنتیجه B کشیدگی بیشتري نسبت به توزیعAهاست؛ توزیع  میزان کشیدگی آنB وAوزیعتنها تفاوت بین دو ت

  .  استB و تمرکز آن حول میانگین، بیشتر از توزیعB کمتر از توزیعAپراکندگی توزیع
  محاسبه شاخص کشیدگی
  :کنیم از رابطه زیر استفاده می) نقطه اوج(براي محاسبه شاخص کشیدگی 

  

( )

( )

( )

( )

4 4
i i i

4
4 4 2 22 2

x F x

N N:

− µ − µ
µ

α = = =
σ σ σ

∑ ∑
)گشتاوري(کشیدگی 

  :که در آن
4µانگینگشتاور مرکزي مرتبه چهارم حول می   =  

  ( ) ( ) ( )
2 2

2i i i2
2 i i

x F x
: f x

N N

− µ − µ
σ = µ = = = − µ

∑ ∑
 واریانس∑

ü دقت کنید!  

  . شود  استفاده می4µآن است که در محاسبه آن از گشتاور» کشیدگی گشتاوري« علت استفاده از اصطلاح -1

4شاخص کشیدگی -2
4

µ 
  σ 

  .  است یک عدد بدون واحد
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  کشیدگی منحنی نرمال
4برابر) زنگی(براي منحنی متقارن نرمال ) نقطه اوج(مقدار شاخص کشیدگی  3α   .  است=

 )75 ـ مدیریت(  کدام گزینه صحیح است؟.  است3کشیدگی گشتاور یک توزیع آماري، 1 مثال
  .ستپراکندگی آن در حد توزیع نرمال ا) 1
  .پراکندگی آن زیاد است) 2
  .پراکندگی آن پایین است) 3
  .جهت اظهار نظر به اطلاعات بیشتري نیاز است) 4

  .  درست است1گزینه  :حل

  ضریب کشیدگی
 نسبت به توزیع نرمال که بـا اسـتفاده از تفاضـل کشـیدگی          را شاخص سنجش میزان پراکندگی جامعه     :تعریف

 .دهند نشان می E و بانامند آید، ضریب کشیدگی می دست می ها به آن

4
4 3

µ
= −

σ
   =  Eکشیدگی توزیع جامعه−کشیدگی توزیع نرمال

 

)اگر 2 مثال ) 4
i i xF x 5000 , N 1000− µ =   ضریب کشیدگی کدام است؟ باشد، مقدار2 و انحراف معیار جامعه∑=

 )78 ـ مدیریت(  
1(2.69−  2(2.53−  3(0.31  4 (2.53  

 .  درست است1گزینه  :حل

  
( ) 4

i i
4
4 4 4

F x 5000
N 1000E 3 3 3 2.69

2

− µ
µ

= − = − = − = −
σ σ

∑

  

aگشتاورهاي مرتبه اول تا چهارم نسبت به مبدأ 3 مثال ضریب کشیدگی توزیع چقدر . اند  به صورت زیر استخراج شده=3
1          است؟ 2 3 4M 0 M 1.2 M 0 M 3.6= = = =  
1 (1.5−  2 (0.5−  3 (0.5  4 (2.1  

 . درست است2گزینه  :حل

)اکه براي محاسبه ضریب کشیدگی به گشتاور مرکزي مرتبه چهارمازآنج )4
i

4
x

N

 − µ µ =
 
 

 و گشتاوري مرکزي مرتبه ∑

)دوم )2
i2

2
x

N

 − µ σ = µ =
 
 

  :کنیم  مرکزي استفاده می نیاز داریم، از رابطه تبدیل گشتاورهاي عمومی به∑

  ( )n
n 1M Mµ = −  

  ( )11 1 1 1M M M M 0µ = − = − =  
  ( )2 2 2 2

2 1 2 1M M M M 1.2 0 1.2 1.2µ = − = − = − = → σ =  
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  ( )4 2 4
4 1 4 1 3 1 2 1M M M 4M M 6M M 3M 3.6µ = − = − + − =  

  
( )

4
4 2

3.6E 3 3 0.5
1.2

µ
= − = − = −

σ
  

  تفسیر ضریب کشیدگی
) توانیم مقدار ضریب کشیدگی با توجه به شکل زیر می )Eرا تحلیل و بررسی کنیم :  

    
E )الف <   )گی منفیضریب کشید (0

)تر و کمتر از کشیدگی توزیع نرمال است کشیدگی توزیع جامعه کوتاه -1 )4 3α <.  
  . پراکندگی توزیع جامعه از توزیع نرمال بیشتر است-2
  . تمرکز جامعه حول میانگین از توزیع نرمال کمتر است-3

E )ب =   )ضریب کشیدگی صفر (0
) اندازه و برابر با کشیدگی توزیع نرمال است  گی توزیع جامعه همکشید )4 3α   .نامند هایی با کشیدگی متوسط می ها را توزیع این توزیع. =

E )ج >   )ضریب کشیدگی مثبت (0
)کشیدگی توزیع جامعه بلندتر و بیشتر از توزیع نرمال است -1 )4 3α >.  
  . پراکندگی توزیع جامعه از توزیع نرمال کمتر است -2
  .تمرکز جامعه حول میانگین از توزیع نرمال بیشتر است -3

  تفسیر قدرمطلق ضریب کشیدگی
دهد، قدرمطلق ضریب  نرمال نشان میتر یا بلندتر بودن توزیع جامعه را نسبت به توزیع   که کوتاهEبدون در نظر گرفتن علامت

 بیشتر شود، تفاوت Eهرچه. دهد ، میزان اختلاف پراکندگی توزیع جامعه را با توزیع نرمال مورد بررسی قرار میEکشیدگی
  .شود پراکندگی توزیع جامعه با توزیع نرمال نیز بیشتر می

  :شده به شرح زیر است  با توجه به استانداردهاي مطرحEطلق ضریب کشیدگیتفسیر قدرم
  

E) الف 0.1≤  
  ).تفاوت قابل اغماض(توزیع جامعه از نظر پراکندگی و کشیدگی، تقریباً نرمال است 

0.1 )ب E 0.5< ≤  
  ).تفاوت غیرقابل اغماض( توزیع جامعه از نظر پراکندگی و کشیدگی، تفاوت اندکی با توزیع نرمال دارد 














 

E )ج 0.5>  
  ).تفاوت غیرقابل اغماض( توزیع جامعه از نظر پراکندگی و کشیدگی، اختلاف فاحشی با توزیع نرمال دارد 
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 پراکندگی این توزیع و منحنی آن چگونه است؟.  محاسبه شده است−0.08یدگی برابردر یک توزیع آماري ضریب کش 4 مثال
 )85 ـ حسابداري و مدیریت(  

  تر از نرمال تقریباً نرمال ـ کوتاه) 2  تقریباً نرمال ـ بلندتر از نرمال) 1
  رمال ـ بلندتر از نرمالتفاوت اندکی با ن) 4  تر از نرمال تفاوت اندکی با نرمال ـ کوتاه) 3

 . درست است2گزینه  :حل
) با توجه به علامت منفی ضریب کشیدگی )E 0.08 0= −   و چونبودهتر از نرمال  شویم که منحنی توزیع کوتاه  متوجه می>

E   . است، پراکندگی توزیع تقریباً نرمال است≥0.1

  کشیدگی چندکی
منظور جوامع . (شوند ها توصیف می ها وجود ندارد، با استفاده از چندك هایی که امکان محاسبه گشتاور براي آن عآن دسته از توزی

2Qنامتقارن است که از شاخص مرکزي Md=3 و شاخص پراکندگی انحراف چارکی 1Q Q
SIQR

2
− 

=  
 

  .)شود  استفاده می

  .کنیم ها به صورت زیر عمل می زیع و ضریب کشیدگی در این توبراي محاسبه شاخص کشیدگی

90 10

SIQR
P P

=
−

  کشیدگی چندکی

  کشیدگی چندکی توزیع نرمال=0.263

P
90 10

SIQR: E 0.263
P P

= −
−

  ضریب کشیدگی چندکی









  

  :در رابطه بالا

10Pصدك دهم   90Pصدك نودم= 3انحراف چارکی= 1Q Q
SIQR

2
−

= =  
  :نتیجه

  جامعه متقارن

( )

( )

4
i i

4
4 22

F x

N

− µ
µ

= =
σ σ

∑
  کشیدگی گشتاوري

  کشیدگی گشتاوري توزیع نرمال=3
4
4: E 3

µ
= −

σ
  )ضریب کشیدگی گشتاور












  

  جامعه نامتقارن
3 1

90 10 90 10

Q Q
SIQR 2

P P P P

−

= =
− −

  کشیدگی چندکی

  کشیدگی چندکی نرمال=0.263

P
90 10

SIQR: E 0.263
P P

= −
−

  ضریب کشیدگی چندکی
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  )80 ـ مدیریت(  کدام است؟) از چپ به راست( نرمال به ترتیب  چندکی و گشتاوري توزیع (Kurtosis)کشیدگی  مثال
1(( )0 , 0  2(( )0.263 , 3  3(( )0.263 , 0.263  4 (( )3 , 3  

 .  درست است2گزینه  :حل
  . است3 و کشیدگی گشتاوري توزیع نرمال همیشه برابر0.263کشیدگی چندکی توزیع نرمال همواره مساوي

  تأثیر تغییر مشاهدات درکشیدگی
  :کند گونه تغییري در کشیدگی و درنتیجه ضریب کشیدگی ایجاد نمی تغییر در مشاهدات، هیچ

ax  . جمع یا از آن کم شوندbضرب و با aمشاهدات در b xE E± =  

aدرصد به هر مشاهده اضافه یا از آن کم شود.  x (%a) x (1 %a) x xE E E± ±= =  

  کند؟  داده چه تغییري میکشیدگی ضریب  تقسیم شوند،−2 سپس برو جمع 10ها با عدد اگر تمام داده 1 مثال
  .کند تغییري نمی) 2    .شود نصف می) 1

1به اندازه ) 3
10

  .یابد  واحد افزایش می10به اندازه) 4  .یابد  افزایش می

 .  درست است2گزینه  :حل

x 10 x x5
2 2

E E E+
− −

−

= =  

  :آماري یک جامعه دو برابر شوند، ضریب کشیدگی آنهاي  که داده درصورتی 2 مثال
  .شود قرینه می) 4  .ماند بدون تغییر می) 3  .شود دو برابر می) 2  .شود نصف می) 1

 .  درست است3گزینه  :حل
  .کند  تغییري در مقدار ضریب کشیدگی ایجاد نمی  هیچ،ها تغییر در داده

  زها در جداول با حدود با به شاخصمحاس
هاي  توان تمام شاخص بندي شده به صورت زیر که حدود تمام طبقات در آن مشخص است، می ن یک جدول طبقههمواره با داشت

  .مرکزي و پراکندگی را محاسبه کرد
11 14−  8 11− 5 8−  2 5−  1 2−  C L− 

3  20  17  10  1  iF) فراوانی(  

  :باشد) نامشخص(بقات آن در ابتدا یا انتها باز حال جدول زیر را در نظر بگیرید که حدود ط
  

11≥  8 11− 5 8−  2 5−  2<  C L− 

3  20  17  10  1  iF) فراوانی(  
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  هاي غیرقابل محاسبه در جداول با حدود باز شاخص
)ازآنجاکه امکان محاسبه مرکز طبقه )ixهایی که   و انتها وجود ندارد، امکان محاسبه میانگین و تمام شاخص در طبقات ابتدا

  :اند از ها عبارت این شاخص. براي محاسبه نیاز به میانگین دارند وجود ندارد
  امn گشتاور مرکزي مرتبه-1
   و انحراف معیار واریانس-2
   ضریب چولگی گشتاوري-3
   ضریب کشیدگی گشتاوري-4

  هاي قابل محاسبه در جدول با حدود باز شاخص
)ترین پارامتر مرکزي، میانه با توجه به آنکه در جداولی مانند جدول بالا مناسب )Mdترین پارامتر پراکندگی، انحراف   و مناسب

3چارکی 1Q Q

2

− 
  
 

  :اند از  است، پارامترهاي قابل محاسبه عبارت

  میانه -1
   چارك اول، دوم و سوم-2
  دامنه  نیم-3
   انحراف چارکی-4
  بین چارك اول  و چارك سوم) دهک و صدك(هاي   تمام چندك-5
   ضریب چولگی چندکی-6
   ضریب کشیدگی چندکی-7

  هاي آماري براي توزیع زیر قابل محاسبه نیست؟ یک از شاخص کدام مثال
  میانه) 1
  انحراف چارکی) 2
  اوريضریب چولگی گشت) 3
  چارك اول) 4

i

i i

x 5 5 8 8 11 11 14 14

F 3 10 17 6 4 F 40

< − − − ≥

=∑
  

 . درست است3گزینه  :حل
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  نمایش هندسی مشاهدات
اي متفاوت   اما هر داده با توجه به نوع مقیاس آن، به شیوه،شود هاي فراوانی، اغلب از نمودارها استفاده می براي نمایش توزیع

  .شود ترسیم می

  انواع نمودارهاي آماري با توجه به مقیاس
  )اي هاي نسبی و فاصله براي مقیاس(ی مک نمودارهاي ـ1
  )يا  رتبه وهاي اسمی براي مقیاس( نمودارهاي کیفی ـ2

  :اند از عبارتی و کیفی ترین نمودارهاي کم مهم :نکته
 (Histogram Chart) )مستطیلی (نگار  نمودار بافتـ1

  (Polygon Chart)) گون پلی (ی نمودار چندضلعـ2

 (Ogive) (Cumulative Frequency Chart)) اجایو( نمودار فراوانی تجمعی ـ3

 (Stem and Leaf Plot) و برگ ه شاخ-1

ینمودارهاي کم 













  

  ها  نمودارهاي تحلیل اکتشافی دادهـ4






  
 (Box Plot)اي   جعبه-2

  

 )وصفی(نمودارهاي کیفی 







  
 (Bar Chart)) اي میله( نمودار ستونی -1
  (Pie Chart)اي   نمودار دایره-2
 (Pareto Chart) پارتو نمودار -3

 

 )79 ـ حسابداري(  تر است؟ ها با مقیاس اسمی مناسب یک از نمودارهاي زیر براي توصیف داده کدام 1 مثال
  عیچندضل) 4  پارتو) 3  ریشه و برگ) 2  اي جعبه) 1

  .  درست است3گزینه  :حل

 )81 ـ حسابداري(  بهترین نمایش تصویري براي مقایسه دو مجموعه داده اسمی، کدام است؟ 2 مثال
  چندضلعی) 4  اي نمودار میله) 3  نگار بافت) 2  اي جعبه) 1

  .  درست است3گزینه  :حل

 )76 ـ مدیریت(  تر است؟ اي مناسب هاي فاصله یک از نمودارهاي زیر براي توصیف داده کدام 3 مثال
  ستونی) 4  اي دایره) 3  پارتو) 2  مستطیلی) 1

  .  درست است1گزینه  :حل

  (Numerical Charts) نمودارهاي کمی
هاي  توان به آسانی بعضی از شاخص روند، می اي و نسبتی به کار می هایی با مقیاس فاصله از طریق نمودارهاي کمی که براي داده

  .ا به دست آوردها، مد و میانه ر جامعه مانند تقارن، مقدار چندك
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  )(Histogram Chart) مستطیلی، هیستوگرام(نگار  نمودار بافت
  .شود استفاده می) هاي طبقات کرانه(رسم این نمودار از فراوانی مطلق یا فراوانی نسبی و حدود واقعی طبقات   براي-1
و محور عمودي آن با فراوانی )  طبقاتهاي کرانه(نگار محور افقی دستگاه مختصات با حدود واقعی طبقات   در نمودار بافت-2

  .شود نسبی یا مطلق مدرج می
  :کنیم به طوري که مساحت آن برابر با فراوانی نسبی آن طبقه باشد؛ به عبارت دیگر  روي کرانه هر طبقه، مستطیلی عمودي رسم می-3

  

  فراوانی نسبی طبقه
  ارتفاع مستطیل=   طول طبقه

  .دهنده نسبت مشاهدات موجود در هر طبقه است نگار نشان بافتهاي   مساحت هر یک از مستطیل-4
  نگار از طریق نمودار بافتمحاسبه مد 

  .هاست نگار، شامل نقطه مد داده تبلندترین مستطیل در نمودار باف
کنیم؛ محل  دو خط مورب از دو گوشه بلندترین مستطیل رسم می

  .هاست تقاطع دو خط، نقطه مد داده
 یک خط مورب از گوشه راست بلندترین :موربنحوه ترسیم دو خط 

کشیم و خط  مستطیل به گوشه راست مستطیل سمت چپ آن می
مورب دیگر را از گوشه چپ بلندترین مستطیل به گوشه چپ 

    .کنیم مستطیل سمت راست آن رسم می
 )70 ـ مدیریت(  شوند؟ ها مدرج می  بر اساس کدام اندازهy وx، محورهاي)نمودار مستطیلی(براي رسم هیستوگرام  4 مثال

  حدود طبقات و چگالی) 2  هاي طبقات و فراوانی طبقات کرانه) 1
  هاي تجمعی  و فراوانیxمقادیر متغیر) 4  حد وسط طبقات و فراوانی مطلق) 3
 . درست است1گزینه  :حل

   (Polygon Chart)) گون پلی(نمودار چندضلعی 
  .گیرند ها روي محور عمودي قرار می در محور افقی و فراوانی نسبی یا مطلق دسته) نقطه میانی(در نمودار چندضلعی، مرکز هر دسته  ـ1
 را ها ها فراوانی دسته ها و عرض نقطه ها مرکز دسته هایی در صفحه مختصات است که طول آن نقطه  این نمودار شامل نقطهـ2

  .دهد نشان می
ها را از ابتدا به   سپس نقطهکرده،هاي موجود در صفحه مختصات اضافه   براي رسم نمودار چندضلعی، دو نقطه دیگر به نقطهـ3

  .کنیم هم متصل می
  نقطه دوم=» مرکز طبقه آخر+طول طبقه «  

   نقطه اول=» مرکز طبقه اول−طول طبقه «  
جاي  در نمودار چندضلعی به. رسیم ها را به هم متصل کنیم، به نمودار چندضلعی می نگار مرکز مستطیل  اگر در نمودار بافتـ4

  .هاي متصل به هم، از خطوط مستقیم استفاده شده است رسم ستون
 که هدف، مقایسه دو یا چند جامعه آماري باشد،  در تحقیقاتیـ5

  .شود نمودار چندضلعی ترجیح داده می
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یک از نمودارهاي زیر  براي مقایسه دو توزیع فراوانی مربوط به حقوق پرداختی به کارگران مرد و زن در یک کارخانه، کدام 5 مثال
 )77 ـ قتصادا(  تر است؟ مناسب
  اي فراوانی مطلق نمودار میله) 2  فراوانی نسبی) چندگوش(گون  پلی) 1
  فراوانی نسبی  )بافت نگار(هیستوگرام ) 4   فراوانی مطلق(ogive)نمودار تجمعی ) 3
 .  درست است1گزینه  :حل

 (Ogive Chart) (Cumulative Frequency Chart)) اجایو(نمودار فراوانی تجمعی 
  .شود سم می نمودار فراوانی تجمعی بر اساس توزیع فراوانی تجمعی مشاهدات رـ1
  : دو روش براي رسم آن وجود داردـ2

  .گیرند ها قرار می ها و روي محور افقی آن، مرکز دسته روي محور عمودي دستگاه مختصات، فراوانی تجمعی داده) الف
  .گیرند ها قرار می ها و روي محور افقی آن، حد بالاي دسته روي محور عمودي دستگاه مختصات، فراوانی تجمعی داده) ب

فرض بر یکنواخت نبودن ارزش ) ب( اما در روش ،، ارزش همه مقادیر داخل هر طبقه یکسان فرض شده است)الف(در روش 
  .مقادیر هر طبقه است

که با فراوانی نسبی تجمعی مدرج شده باشد، عمل  هاست اما درصورتی محور عمودي در هر دو روش، فراوانی تجمعی داده
  .یابی مفیدتر خواهد بود نقطه

  .کنیم در هر دو روش پس از به دست آوردن نقاط در صفحه مختصات از ابتدا نقاط را به هم متصل می
  .ها را محاسبه کرد توان هر یک از چندك  با نمودار فراوانی تجمعی به راحتی میـ3

  .شود به سادگی پاسخ داده می» قرار دارد؟) یک نقطه دلخواه( xتر از درصد از مشاهدات پایین چند«هایی نظیر  در این نمودار به سؤال
هاي فراوانی دو یا چند جامعه که از نظر   این نمودار براي مقایسه توزیعـ4

تعداد با هم مساوي هستند، مفید است، مانند مقایسه میزان رشد تورم در 
  .دو یا چند کشور

  
 (Exploratory Data Analysis)ها  تحلیل اکتشافی داده

  .ها معروفند هاي تحلیل اکتشافی داده ها مفید هستند، به روش  چون این نمودارها اغلب در مراحل اولیه تحلیل دادهـ1
  .ها هستند اي از نوع تحلیل اکتشافی داده و جعبه) ریشه برگ( نمودارهاي شاخه برگ ـ2

 )82 ـ حسابداري(  یک از نمودارهاي زیر از نوع تحلیل اکتشافی است؟ کدام 6 مثال
 ریشه و برگ) 4  نگار بافت) 3  اجایو) 2  اي میله) 1

  .  درست است4گزینه  :حل
 (Stem and Leaf Plot) )برگو ریشه (برگ و نمودار شاخه 

  .شود بندي نشده استفاده می هاي خام دسته  در این نمودار از دادهـ1
شاخه شامل یک یا چند رقم اولیه و برگ شامل کنیم؛   در این نمودار ارقام مشاهدات را به دو بخش شاخه و برگ تقسیم میـ2

  .شود  تقسیم می3 و برگ6 به شاخه63مثلاً داده. مانده است ارقام باقی
ها را در یک ستون در سمت چپ قرار  ها، آن پس از تعیین شاخه. گیرنده بستگی دارد ها به تمایل تصمیم  تعیین تعداد شاخهـ3
  . نویسیم هاي مربوط به هر شاخه را به ترتیب صعودي جلوي شاخه آن می دهیم و سپس برگ می
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را  به سرعت از روي نمودار ) مد و میانه(دهد که بعضی از خصوصیات  نگار به ما امکان می  این نمودار همانند نمودار بافتـ4
  .روند نگار اعداد اصلی از بین نمی این نمودار برخلاف بافتاما در . متوجه شویم

  .پذیر است ها به راحتی امکان  در نمودار شاخه برگ محاسبه چندكـ5

 )81 ـ مدیریت(  رود؟ بندي نشده به کار می کدام نمودار براي نمایش مشاهدات کمی طبقه 7 مثال
  نگار بافت) 4  ریشه و برگ) 3  چندضلعی) 2  پارتو) 1

 . ت است درس3گزینه  :حل

  : دانشجوي حسابداري است12هاي زیر مربوط به نمرات آمار داده 8 مثال
  15 , 11 , 16 , 4 , 10 , 14 , 13 , 7 , 20 , 9 , 11 , 15  

  .نمودار شاخه و برگ مربوط به نمرات آمار را رسم کنید
   :حل

  داده  دهگان  یکان    شاخه    برگ
  4  0  4  
  7  0  7  4 7 9  
  

0  




9  0  9  

  0  1  10  
  1  1  11  
  1  1  11  
  3  1  13  
  4  1  14  
  5  1  15  
  5  1  15  

0 1 1 3 4 5 5 6  

  

1  













6  1  16  

0    2  →  0  2  20  
  :گ این نمرات به صورت زیر استبنابراین، نمودار شاخه بر

  برگ     شاخه  

  
0 4 7 9
1 0 1 1 3 4 5 5 6
2 0

  

 (Box Plot)اي  نمودار جعبه

  .اي است ترین نمودارهاي اکتشافی براي مقایسه دو یا چند جامعه آماري، نمودار جعبه  یکی از مفیدـ1
  :اي به صورت زیر است  نحوه رسم نمودار جعبه-2

  .کثر را پیدا کنیدداده حداقل و حدا) الف
  .چارك اول، میانه و چارك سوم را پیدا کنید) ب
از چارك اول تا چارك سوم یک جعبه رسم کنید به طوري که میانه در وسط جعبه قرار گیرد و سپس دو طرف جعبه را با خط ) ج

  .راست به داده حداقل و حداکثر رسم کنید
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  .شوند  داده حداقل و حداکثر گاهی ریشه نیز نامیده میـ3
  . جعبه شامل اختلاف چارك اول و سوم استـ4

  
  (Descriptive Charts) نمودارهاي کیفی

در این ). ... و C وB وAخوب، بد، متوسط، گروه(روند  هاي کیفی به کار می این دسته از نمودارها براي نمایش هندسی داده
  .آوریم نگار، فاصله مفهومی ندارد؛ به عبارت دیگر در این نمودارها هر مقدار را یک طبقه به حساب می نمودارها برخلاف نمودار بافت

 (Bar Chart)) اي میله(نمودار ستونی 

و در محور عمودي ...) وب، بد، صفات کیفی مشاهدات، خ(محور افقی دستگاه مختصات، کیفیت مشاهدات در  در این نمودار ـ1
  .گیرد دستگاه مختصات، فراوانی مطلق یا نسبی هر گروه قرار می

توجه کنید که در شکل . کنیم از صفات کیفی به اندازه فراوانیشان رسم می) مکعب مستطیل(هایی ضخیم  در نمودار ستونی خط ـ2
  .اند ها پخش نشده ها واقعاً روي فاصله که فراوانی وع تأکید شودشوند تا بر این موض ها می اي آن، خطوط جایگزین مستطیل میله

    
  (Pie Chart)اي  نمودار دایره

  .اي ابزار مناسبی براي تجسم مشاهدات کیفی است  نمودار دایرهـ1
  .شود و موارد استفاده فراوانی دارد اي برحسب درصد بیان می  نمودار دایرهـ2
  :ت زیر است مراحل رسم این نمودار به صورـ3

  .هاي نسبی تبدیل کنید هاي مطلق را به فراوانی فراوانی) الف
iبا استفاده از رابطه) ب i360 fθ =   . زاویه هر قطعه را تعیین کنید×°
  .با استفاده از زاویه هر قطعه، مساحت  دایره را تقسیم کنید) ج
  . ذکر کنیدروي هر قطعه، درصد مربوط به آن و نوع مشاهده را ) د

  .شود اي نیز گفته می  به این نمودار، نمودار کلوچهـ4
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 نفر در تحصیلات تکمیلی تحصیل 100 نفر دوره شبانه دوره کارشناسی و200 نفر دوره روزانه،300اي در دانشکده 9 مثال
 )81 ـ برنامه ریزي شهري(   نفر تحصیلات تکمیلی کدام است؟100اي این اطلاعات، زاویه متناظر با ایرهدر نمودار د. کنند می

1(60°  2(80°  3(90°  4(120°  

 .  درست است1گزینه  :حل
 

  x  روزانه کارشناسی  شبانه کارشناسی  تحصیلات تکمیلی  جمع
600 N=  100  200  300  iFفراوانی مطلق  

1  
100 1
600 6

=  200 1
600 3

=  300 1
600 2

=  ifفراوانی نسبی   

  1 360 60
6

× ° = °  1 360 120
3

× ° = °  1 360 180
2

× ° =   زاویه هر قطعه  °
  

  (Pareto Chart) پارتونمودار 
 نوعی نمودار ستونی است که محور افقی آن نوع مشاهدات کیفی و محور عمودي آن فراوانی مطلق مشاهدات پارتو نمودار ـ1

  .شکل هستند ها مستطیل در این نمودار ستون. است
از بزرگ به (ارتفاع هاي آن به ترتیب  شود، یعنی در یک نگاه مستطیل ها رسم می  همیشه به ترتیب نزولی فراوانیپارتو نمودار ـ2

  .گیرد ترین موضوع در سمت چپ قرار می اند؛ به عبارت دیگر، پروقوع چیده شده) کوچک
 فراوانی بر اساس این نمودار سه محور دارد که محور سوم آن یک محور عمودي دیگر در طرف راست محور افقی است و ـ3

و چندین ) حاصل اتصال درصدهاي تجمعی طبقات(حنی  شامل یک منپارتودرواقع نمودار . تجمعی نسبی مدرج شده است
  .مستطیل است

 نمودار پارتو در تحلیل موجودي انبار کالاها، نواقص ـ4
ها  ها، توزیع درآمد و توزیع کارمندان سازمان سیستم

این نمودار بخش مهمی از برنامه . کاربرد فراوانی دارد
شود، زیرا توجه را به  کنترل کیفیت محسوب می

  .کند ترین نواقص معطوف می یبحران

  



  



 

  
  
  
  

  تعاریف
 )88 ، 84،  83حسابداري ـ (  هاي بهتري برخوردار است؟ گیري از ویژگی کدام مقیاس براي اندازه .1

  اي فاصله) 4  اي رتبه) 3  اسمی) 2  نسبتی) 1

 )86حسابداري و مدیریت ـ (  اولین مرحله در یک تحقیق علمی کدام است؟ .2
  تحلیل یافته) 4  گذاري هدف) 3  ها آوري داده جمع) 2  سازي فرضیه) 1

 )87حسابداري و مدیریت ـ (  شوند؟ متغیرهاي تصادفی کمی به کدام دو دسته تقسیم می .3
  گسسته ـ اسمی) 4  گسسته ـ پیوسته) 3  پیوسته ـ ترتیبی) 2  اسمی ـ ترتیبی) 1

 )86ریزي شهري ـ  برنامه(  فراوانی مطلق چیست؟ .4
  ها بندي داده دسته) 2    تکرار هر داده) 1
 ضریبی از فراوانی تجمعی) 4  انی به تعداد نمونهنسبت فراو) 3

 )86ریزي شهري ـ  برنامه(   جامعه آماري چیست؟ .5
  سرشماري جمعیت) 1
  تعداد کل اعضاي جامعه) 2
  .رود گیري تصادفی که در سرشماري به کار می نمونه) 3
 .اي از افراد یا اشیا که موضوع مورد مطالعه هستند مجموعه) 4

 )86ریزي شهري ـ  برنامه(  کنند؟ ها تقسیم می گیري باشند یا نه، به کدام گروه ظر که قابل اندازهمتغیرها را از این ن .6
  گسسته ـ کیفی) 4  کمی ـ کیفی) 3  پیوسته ـ گسسته) 2  پیوسته ـ کمی) 1

 )86ریزي شهري ـ  برنامه(   یک از متغیرهاي زیر کیفی است؟ کدام .7
  ین حمل و نقل عمومی شهرتعداد مسافر) 2    متوسط درجه سالانه شهر) 1
  مراقبت از فضاي سبز شهر) 4    میزان آلودگی هواي شهر) 3

    بندي شده هاي طبقه تست 
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 )86ریزي شهري ـ  برنامه(  شوند؟ متغیرهاي تصادفی کمی به کدام دو دسته تقسیم می .8
  گسسته ـ اسمی) 4  گسسته ـ پیوسته) 3   اسمی ترتیبی ـ) 2  اسمی ـ ترتیبی) 1

 )86ریزي شهري ـ  امهبرن(  مزیت اطلاعات کمی بر کیفی چیست؟ .9
  توصیف دقیق از اطلاعات و قابلیت تفسیر آن) 2  گیري دقیق از موضوع و قابلیت تعمیم نتایج اندازه) 1
  هاي مختلف  قابلیت دستیابی به برداشت) 4  گیري تجریدي قابلیت تفسیر اطلاعات و نتیجه) 3

 )87ریزي شهري ـ  امهبرن(  شود؟ گیري می یک از متغیرهاي زیر در سطح اسمی اندازه کدام .10
  3هاي منطقه  تعداد پل) 2    دما) 1
  میزان آلودگی هوا) 4  مناطق بیست و دوگانه تهران) 3

 شود؟ به ترتیب چه نامیده می» موضوع مورد مطالعه«و » اي از افراد یا اشیاي مورد مطالعه مجموعه« .11
 )87ریزي شهري ـ  برنامه(  

  آماري ـ پارامترجامعه ) 2  جامعه آماري ـ متغیر تصادفی) 1
  نمونه آماري ـ متغیر تصادفی) 4    نمونه آماري ـ پارامتر) 3

  )86 ـ GIS(  شوند؟  می هاي تصادفی محاسبه ها با نمونه در کدام مرحله از آمار، آماره.12
  ناپارامتریک) 4  توصیفی) 3  استنباطی) 2  آزاد از توزیع) 1

 )86 ـ GIS(  یاس است؟وزن محصولات تولیدشده در یک شرکت، داراي کدام نوع مق .13
  نسبی) 4  اي  فاصله) 3  اي رتبه) 2  اسمی ) 1

  )87 ـ GIS(  در اندازه قطر درختان یک باغ، جامعه آماري کدام است ؟ .14
  درختان باغات مجاور) 4  درختان باغ) 3  عمر درختان ) 2  قطر درختان ) 1

  )88 ـ GIS(  کدام عبارت تعریف صفت مشخصه است؟ .15
  عنصر مشترك جوامع آماري مختلف) 2  .رد دیگر تغییر کندصفتی که از فردي به ف) 1
  صفت مشترك بین کلیه افراد جامعه) 4  متمایزکننده عناصر جامعه از یکدیگر ) 3

آموزان  ش و دان2آموزان خوب با کد ، دانش1آموزان تیزهوش با کد در یک آزمون سنجش معلومات، دانش .16
 در این آزمون از چه نوع مقیاسی براي این انتساب استفاده شده است؟. اند  نشان داده شده3متوسط با کد

  )87محیط زیست ـ (  
  نسبتی) 4  اي فاصله) 3  ترتیبی) 2  اسمی) 1

  فراوانی
 باشد، فراوانی مطلق 16 نسبی دسته وسطبندي شده اگر درصد فراوانی هاي دسته در جدول فراوانی تجمعی داده .17

  )87حسابداري و مدیریت ـ (  در دسته چهارم کدام است؟
 

  21) 2  24) 1  مرکز دسته  9  12  15  18  21
3 (19  4 (17  

75  58  a  25  8  فراوانی تجمعی  
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 باشد، فراوانی 24بندي شده زیر اگر درصد فراوانی نسبی دسته وسط هاي دسته در جدول فراوانی تجمعی داده .18
  )86ریزي شهري ـ  برنامه(  مطلق دسته چهارم کدام است؟

 

  15) 2  14) 1  مرکز دسته  13  15  17  19  21
3 (16  4 (17  

50  41  A  14  5  فراوانی تجمعی  
  

  معیارهاي تمرکز
 )نما(مد 

نتایج » دانید؟ ترین زمان شروع به کار در صبح را چه ساعتی می مناسب« کارمند بانک، سؤال شده است که 50از.19
ترین ساعت  بر اساس این اطلاعات مناسب.  بوده است7.15 و نماي8.15، میانه8.45آمده داراي میانگین دست به

  )88اقتصاد ـ (  ها کدام است؟ براي شروع کار بانک
1 (7.15 2 (8.0  3 (8.15  4 (8.45  

   باشد، فراوانی مطلق دسته چهارم کدام است؟16بندي شده اگر مد جامعه در جدول توزیع فراوانی دسته .20
 

18 21− 15 18− 12 15− 9   حدود دسته  −12
a  15  12  8  فراوانی مطلق  

 )87حسابداري و مدیریت ـ (  
1 (7  2 (9  3 (10  4 (11  

   باشد، درصد فروانی نسبی دسته سوم کدام است؟25.5بندي شده زیر اگر مد جامعه هاي طبقه در جدول داده.21
 

27 31− 23 27− 19 23−  15   حدود دسته  −19

14  a  12  7  فراوانی مطلق  

 )87ریزي شهري ـ  برنامه(  
1 (32  2 (34  3 (35  4 (36  

  میانه
  )88اقتصاد ـ (  مقدار میانه در جدول توزیع فراوانی زیر کدام است؟ .22

1 (12  2 (13  
3 (13.5  4 (14  i

i

x 10 11 12 13 14
f 5 10 14 26 55

  
 

، فراوانی طبقه 5 ها اگر طول دسته. باشد  می41بندي شده برابر  مشاهده دسته50میانه در توزیع آماري .23
 دار کدام است؟  باشد، حدود دسته میانه18دار برابر هاي ماقبل طبقه میانه  و مجموع فراوانی10ردا میانه

 )86حسابداري و مدیریت ـ (  
1 (( )36.5, 41.5  2 (( )37 , 42  3 (( )37.5 , 42.5  4 (( )38 , 43  
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 و فراوانی تجمعی طبقه 12دار ، فراوانی طبقه میانه3، فاصله طبقات23بندي شده، میانه  مشاهده دسته60در .24
 )87ریزي شهري ـ  برنامه(  دار کدام است؟ حدود دسته میانه. باشد  می38دار میانه

1(( )21 , 24  2(( )22 , 25  3(( )21.5 , 24.5  4 (( )22.5 , 25.5 

  )86محیط زیست ـ (  رو، میانه مقادیر کدام است؟ با توجه به جدول روبه .25
  

  رده  فراوانی
2  4 6− 

7  6 8− 
4  8 10− 
22  10 12− 

1 (11  
2 (12  

3 (122
11

  

4 (150
11

  

15  12 14− 
  

 خواص میانه

1مشاهدات .26 2 4 5x , x ,15, x , xمشاهداتگاه میانه آن. د داراي انحراف معیار صفر هستن  ( )12x 1+،( )22x 1+ ،
... ،( )52x  )87اقتصاد ـ (  : برابر است با+1
1 (18  2 (21  3 (24  4 (31  

  چندك
 )86اقتصاد ـ (  هاي جدول توزیع فراوانی زیر کدام است؟ چارك سوم داده .27

1 (31
4

  2( 32
3

  

3 (62
4

  4 (32
6

  
X 2 4 4 6 6 8 8 10
f 5 3 8 4

− − − −  

  )86 ـ GIS(  فراوانی زیر، چارك سوم کدام است؟در جدول توزیع  .28
1 (30.75  2( 31.25  
3( 31.6  4 (32.3  

i

i

X 15 20 20 25 25 30 30 35 35 40

f 22 28 16 12 14

− − − − −
  

  

 طبقه 7ها در این داده. باشد  می54 و12ها به ترتیب ترین آن ترین و بزرگ  داده آماري، کوچک120در .29
اگر فراوانی مطلق  این .  و در دسته وسط واقع است32اند به طوري که مقدار دهک ششم برابر بندي شده دسته

  )87 ـ GIS(   باشد، درصد فراوانی نسبی تجمعی آن کدام است ؟9قهطب
1 (63 2( 65 3( 68 4 (72  

  میانگین هارمونیک
 هزار کیلومتري را با 5 کیلومتر در ساعت، فاصله600 هزار کیلومتري را با سرعت3یک هواپیما فاصله .30

. کند  کیلومتر در ساعت طی می800 هزار کیلومتري را با سرعت4 کیلومتر در ساعت و فاصله750سرعت
  )88حسابداري و مدیریت ـ (  سرعت متوسط آن کدام است؟

1( 715 2 (717  3 (720  4 (725  
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1راننده اتومبیلی  .31
3

1  کیلومتر در ساعت،120 مسافت بین دو شهر را با سرعت
4

 80 این مسافت را با سرعت
ط این راننده سرعت متوس.  کیلومتر در ساعت طی کرده است100کیلومتر در ساعت و بقیه مسافت را با سرعت

  ) 88ریزي شهري ـ  برنامه(  در مسیر بین دو شهر کدام است؟
1( 98.7 2 (99.3  3 (101.6  4 (102.3 

2راننده اتومبیلی .32
3

1 کیلومتر در ساعت و80 مسافتی را با سرعت
4

متر در   کیلو90 این مسافت را با سرعت
سرعت متوسط او در این مسافت کدام .  متر در ساعت طی کرده است  کیلو60ساعت و بقیه مسافت را با سرعت

  )86 ـ GIS(  است؟
1 (78.6 2( 80 3 (80.8 3 (82  

  میانگین هندسی

iهاي فزونی میانگین حسابی از میانگین هندسی داده .33

i

x 9 12 16

f 2 3 2
 )86حسابداري و مدیریت ـ (  کدام است؟ 

1 (0.24  2 (0.25  3 (0.27  4 (0.28  
  :شده در یک دانشکده در پنج سال متوالی به شرح زیر است تعداد دانشجویان پذیرفته .34

 

  ها سال  1380  1381  1382  1383 1384
  تعداد  100  280  310  350  400

  )86اقتصاد ـ (  شده در این دانشکده کدام است؟ د سالانه دانشجویان پذیرفتهرش) نرخ(توسط درصد م
1 (%38  2 (%41  3 (%50  4 (%56  

متوسط نرخ رشد . کاهش داشته است80% یافته و امسال  افزایش80%فروش یک فروشگاه در سال گذشته .35
  )88اقتصاد ـ (  فروش سالانه این فروشگاه در این دو سال چند درصد بوده است؟

  صفر) 4   افزایش20%) 3   کاهش60%) 2   کاهش%40) 1
,6میانگین هندسی رشته اعداد .36 24, 8, 72,   )87 ـ GIS(   کدام است؟96

1 (12 2 (18  3( 24 4 (36  

20نسبت میزان بارندگی طی سه سال گذشته به ترتیب  .37
21

،15
14

245 و
432

ها کدام  میانگین این نسبت. ت بوده اس
  )88 ـ GIS(  است؟

1 (5
6

  2 (15
16

  3 (25
28

  4 (65
63

  

   حسابیمیانگین
  :توزیع فراوانی هزینه متوسط ماهانه خانوارها در جدول زیر داده شده است .38

 

  380  210  85  60  35  15  متوسط هزینه
  1  2  5  12  48  32  تعداد خانوار

  

  )86اقتصاد ـ (  ؟ترین خانوارها چقدر است  از پرخرج20%میانگین هزینه
1 (19.45  2 (41.05  3 (97.25  4 (108.15  
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LN پیراسته باشد، اختلاف میانگین12 داده آماري متقارن برابر50اگر میانگین حسابی .39 ها از  این داده=20
  )86 ـ GIS(  میانگین کل کدام است؟

  1) 4 0.5) 3  صفر) 2  −1) 1

  )88حسابداري و مدیریت ـ (  هاي پیوسته از جدول زیر کدام است؟ میانگین داده .40
 

264 280− 248 264− 232 248−  216   حدود دسته  −232

  فراوانی  16  29  13  12
  

1 (242.8  2 (243.2  3 (243.6  4 (244.8  

25هاي آماري در جدول زیر به صورت میانگین داده .41 A+است  .A87ریزي شهري ـ  برنامه(   کدام است؟(  
 

31 35−  27 31− 23 27− 19 23− 15   حدود دسته −19

  فراوانی مطلق  6  12  15  9  8
  

1 (0.02  2 (0.06  3 (0.06  4 (0.08  

فراوانی . اند بندي شده  طبقه دسته4ها در این داده. باشد می 32.5 و12.5ي هاي آمار کمترین و بیشترین داده .42
,45تجمعی آنها به ترتیب  29,  )86 ـ GIS(  ها کدام است؟ میانگین این داده. باشد   می60 و10

1 (23 2 (23.5  3 (24 4 (24.5  

  عیارهاي پراکندگیم
  انحراف چارکی

  انحراف چارکی کدام است؟. بندي شده است  طبقه30پذیري کارمندان یک شرکت از صفر تا نمرات مسئولیت .43
 

26≥  22 26−  18 22− 14 18− 10   حدود دسته  >10  −14
  فراوانی  4  8  10  12  9  7

  )88حسابداري و مدیریت ـ (  
1 (2.9  2 ( 4.6  3 (6.4    4 (9.2  

,70 سوم به ترتیبدر یک جامعه آماري چارك اول، دوم، .44  مقدار انحراف چارکی کدام است؟.  شده است84 و52
 )86ریزي شهري ـ  برنامه(  

1 (32  2 (18  3 (16  4 (14  

  )88ریزي شهري ـ  برنامه(  هاي آماري زیر انحراف چارکی کدام است؟ در جدول فراوانی داده .45
  

20≥ 17 20−  14 17−  11 14−  8   دسته هفاصل  >8 −11
  فراوانی 5 12 15 13 8 7

  

1 (3.10  2 (3.15  3 (3.20  4 (3.25  
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,72ي به ترتیب چارك اول ،دوم و سوم یک جامعه آمار .46 مقدار انحراف چارکی کدام .  محاسبه شده است95 و31
  )86 ـ GIS(  است؟

1( 32 2 (33 3 (34  4 (64  

 انحراف چارکی کدام است؟. توزیع نمرات مسئولیت پذیري کارکنان یک شرکت در جدول زیر تنظیم شده است .47
  )GIS 88 ـ(  

  

19≥ 16 19−  13 16−  10 13−  7   نمرات  >7  −10
  فراوانی 7 9 16 19 8 5

  

1 (2.4  2 (2.7  3 (4.8  4 (5.4  

  واریانس
 به 24 و20،16هاي  اگر داده. باشد  می15ها  آماري صفر و میانگین آن  داده12انحراف متوسط از میانگین در .48

  )87 ـ GIS(   داده جدید کدام است؟15ها اضافه شود، واریانس آن
1( 5.24 2 (5.42 3 (6.13 4 (6.31  

  واریانس نمونه
 گیري حجم نمونه افزایش یابد و مجموع مربعات تفاضل از میانگین ثابت بماند، واریانس چه هرگاه در یک نمونه .49

  )87محیط زیست ـ (  کند؟ تغییري می
  .کند تغییري نمی) 4  .شود دو برابر می) 3  .یابد کاهش می) 2  .یابد افزایش می) 1

  خواص واریانس
,135ارتفاع چهار منطقه کوهستانی برحسب متر نسبت به دریا عبارت است از .50 169, 155, واریانس مقادیر . 141

  )86محیط زیست ـ (  مذکور چقدر است؟
1( 170 2( 173 3( 176 4 (180  

  کاربرد واریانس
  )87 ، 85 ـ GIS(  کدام پارامتر، بیشتر تحت تأثیر انحراف بزرگ است؟ .51

  انحراف متوسط از میانگین) 2    انحراف چارکی) 1
  دامنه نیم) 4    واریانس) 3

  شف بی چیقضیه 
) درصد مشاهدات در دامنه84رود شف انتظار می بی طبق قانون چی .52 )72 , مقدار انحراف معیار این .  قرار گیرند88

 )86و مدیریت ـ  حسابداري(  مشاهدات کدام است؟
1 (2.4  2 (3.2  3 (3.6  4 (4.2  

شف انتظار  بی بنا بر قانون چی.  بوده است64 و75در یک آزمون مهارت میانگین و واریانس نمرات به ترتیب .53
  )88حسابداري و مدیریت ـ (   قرار گیرند؟87 و63رود حداقل چند درصد نمرات بین دو عدد می
1 (45  2 (50  3 (55  4 (65  
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در . باشد  نفر می4 و انحراف معیار24کنند داراي میانگین تعداد مشتریانی که روزانه به یک فروشگاه مراجعه می .54
  نفر مشتري به فروشگاه مراجعه کنند، چقدر است؟32 تا16یک روز خاص، احتمال اینکه حداقل بین

 )86اقتصاد ـ (  
1 (0.25  2 (0.68  3 (0.75  4 (0.95  

 45 تا15حداقل چه درصدي از مشاهدات در فاصله.  را در نظر بگیرید5 و انحراف معیار30اي با میانگین جامعه .55
 )87اقتصاد ـ (  گیرند؟ قرار می

1 (0.61  2 (0.75  3 (0.83  4 (0.89  

چه نسبتی از . ومان با انحراف معیار یک هزار تومان است هزار ت10متوسط دستمزد روزانه کارگران یک کارخانه .56
  )88اقتصاد ـ (   هزار تومان هستند؟8 هزار تومان یا کمتر از12اي بیشتر از کارگران داراي دستمزد روزانه

  75%حداقل) 4  75%حداکثر) 3  25%حداقل ) 2  25%حداکثر) 1

زمان انتظار براي تکمیل عملیات تولیدي با  دهد مدت  کارگر نشان می20در یک کارگاه، مطالعه بر روي عملکرد.57
 درصد مشاهدات در کدام فاصله 36شف، حداقل بی طبق قانون چی.  دقیقه است1.2اف معیار و انحر9.8میانگین

  )88ریزي شهري ـ  برنامه(  گیرد؟ زمانی قرار می
1(( )7.4 , 12.2  2(( )8.2 , 11.4  3(( )8.3 , 11.3  4(( )8.6 , 11  

  تصحیح شپارد
، تعداد 6بندي شده با متغیرهاي پیوسته و توزیع فراوانی اندکی متقارن، فاصله طبقات هاي طبقه در داده .58

شده شپارد،  واریانس تصحیح.  محاسبه شده است12 و25 و مقدار میانگین و واریانس به ترتیب2400جامعه
 )87حسابداري و مدیریت ـ (  کدام است؟

1 (11.25  2 (10.5  3 (10  4 (9  

ها خیلی زیاد و تابع توزیع فراوانی اندکی متقارن  بندي شده با متغیر پیوسته، تعداد داده تههاي آماري دس در داده .59
  )86 ـ GIS(  شده با مقایسه واریانس واقعی چگونه است ؟ واریانس محاسبه. است

  کمتر یا بیشتر ) 4  دقیقاً برابر ) 3  همواره کمتر ) 2  همواره بیشتر ) 1

.  محاسبه شده است7 مقدار واریانس برابر3بندي شده با فاصله طبقات داده آماري پیوسته طبقه 1500در .60
  )86 ـ GIS(  شده طبق پیشنهاد شپارد، کدام است؟ نمودار توزیع فراوانی آن متقارن است، انحراف معیار تصحیح

1( 2.25 2 (2.4  3 (2.5 4 (2.6  

  میانگین و واریانس کل
 )86حسابداري و مدیریت ـ (  رو کدام است؟ ها، متشکل از سه گروه جدول روبه واریانس کل داده .61

1 (48.4  2 (47.5  
3 (45.8  4 (45  

2

N 100 200 700
14 18 20

50 60 40

µ

σ
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 در نظر 3 و انحراف معیار9 داده آماري دیگر با میانگین10 را با2 و انحراف معیار12 داده آماري با میانگین20 .62
 )87حسابداري و مدیریت ـ (   داده موجود کدام است؟30واریانس. گیریم می
1 (7.6  2 (7.9  3 (8.1  4 (8.4  

,200اگر مشاهداتی به تعداد .63 ,25هاي  به ترتیب با واریانس450 و100 اي واحد ترکیب   به صورت جامعه20 و16
 که میانگین این مشاهدات متفاوت باشند، کدام عدد براي واریانس جامعه کل مورد قبول است؟ ، درصورتیشوند

  )88برنامه ریزي شهري ـ (  
1 (19.8  2 (20.6  3 (20.8  4 (22.1  

پذیر آنان به   نفر است که واریانس نمرات مسئولیت50 و100،150اي سه گروه متمایز از کارخانهتعداد کارکنان  .64
,14ترتیب وت باشند، کدام عدد براي واریانس نمرات کل این ها متفا اگر میانگین.  محاسبه شده است9 و12

  )86 ـ GIS(  کارکنان مورد قبول است؟
1 (12.3 2( 12.4 3 (12.5 4 (12.6   

 ترکیب شوند، 16 و واریانس55 مشاهده دیگر با میانگین100  و25 و واریانس40 مشاهده با میانگین50اگر .65
 )87 ـ GIS(  واریانس جامعه کل کدام است؟

1( 19 2 (24  3 (42  4( 69   

 عدد چقدر است؟  9متوسط این. اشدب  می18 عدد دو رقمی دیگر نیز5 و متوسط12 عدد دو رقمی4متوسط .66

  )86محیط زیست ـ (  

1 (13.5  2 (15  3 (138
9

  4 (150
9

  

باشد، در این صورت   سال می12 دستگاه دیگر15 سال و میانگین طول عمر10 دستگاه،20میانگین طول عمر .67
  )86محیط زیست ـ (  ها چقدر است؟ میانگین کل نمونه

1 (40 2 (18 3 (11 4 (380
35

 

.  کیلوگرم است65 نفر دیگر،20 کیلوگرم و میانگین وزن55 نفر،30در یک مطالعه آماري، میانگین وزن .68
  )88محیط زیست ـ (  و گروه روي هم چند کیلوگرم است؟میانگین وزن این د

1 (58 2 (59  3( 60 4( 64  

  معیارهاي پراکندگی نسبی
  ضریب تغییرات

 تر است؟ بوده است یا ین ژاپن، کدام شاخص مناسبتر  براي تشخیص آنکه در دو هفته گذشته یورو باثبات .69

 )87اقتصاد ـ (  
  میانگین وزنی) 2    واریانس) 1
  )ضریب تغییرات(ضریب پراکندگی ) 4    میانگین مجذور خطا) 3
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,21هاي اگر داده. باشد  می17 و16 داده آماري به ترتیب10میانگین و واریانس .70 ها اضافه شود،   به آن14 و13
  )87 ـ GIS(   داده جدید کدام است؟13ضریب پراکندگی

1( 0.25 2 (0.28  3 (0.32 4 (0.35  

  چولگی 

1ها عدد  اگر از داده .71
2

 )87اقتصاد ـ (   کم شود، ضریب چولگی چه تغییري خواهد داشت؟

1به اندازه ) 2    .ماند بدون تغییر باقی می) 1
8

  .یابد  چولگی آن افزایش می

1اندازه به ) 3
2

  .شود  واحد از ضریب چولگی آن کم می0.5به اندازه) 4  .یابد  چولگی آن افزایش می

توان نمرات   وقتی می. داراي میانگین و واریانس مساوي استB وAتوزیع نمرات دانشجویان در دو کلاس .72
 )87اقتصاد ـ (  : را به نسبت بهتر دانست کهAدانشجویان کلاس

  .میانه نمرات آن کمتر از میانگین باشد) 2  .ضریب چولگی آن مثبت باشد) 1
  .میانگین نمرات آن بیشتر از نما باشد) 4  .میانگین نمرات آن کمتر از میانه باشد) 3

 در چند سال گذشته به صورت زیر بوده B وA، انحراف معیار و ضریب چولگی سود دو شرکت تجاريمیانگین .73
  )88اقتصاد ـ (  :بر این اساس. است

  . بیشتر استB در شرکت10آوري بیشتر از احتمال سود) 1
  . کمتر استBگذاري در شرکت ریسک سرمایه) 2
  . بیشتر استA در شرکت10احتمال سودآوري بیشتر از) 3
  . کمتر استAضریب پراکندگی در شرکت) 4

A B

A B

3 3

A B

10 10

2 2

1 1

µ = µ =

σ = σ =

α = − α = +

  

  )86 ـ GIS(  در یک توزیع چوله به راست کدام رابطه صحیح است؟ .74
1 (Md Moµ < <  2 (Md Mo< < µ  3 (Mo Md< < µ  4 (Mo Mdµ < <  

  )87محیط زیست ـ (  اي دارند؟ بطهدر توزیع نرمال میانگین، میانه و مد جامعه نسبت به یکدیگر چه را.75
   مد ≥ میانه ≥میانگین ) 2     میانگین = مد≥میانه ) 1
   مد = میانه=میانگین) 4    نگین  میا≥ میانه ≥مد ) 3

  )88محیط زیست ـ (  ....در این صورت .  نفري مطابق جدول زیر توزیع شده است40نمرات در یک کلاس .76
  

  نمره  فراوانی
1 0 5− 
3 5 10− 

26 10 15− 

  .تقارن نمرات مستقل است) 1
  .نمرات چوله به چپ است) 2
  .چوله به راست استنمرات ) 3
  .توان به درستی تقارن یا عدم تقارن نمرات را تعیین نمود نمی) 4

10 15 20− 



  آمار توصیفی
 

  

 

129 
 

در آن صورت در این جامعه همواره کدام رابطه برقرار . اي به صورت زیر است ها در جامعه فرض کنید نمودار داده .77
  )88محیط زیست ـ (  است؟

  .کمتر استمد جامعه کمتر از میانه جامعه و میانه جامعه از میانگین جامعه ) 1
  .میانه جامعه کمتر از مد جامعه و مد جامعه از میانگین جامعه کمتر است) 2
  .میانگین جامعه کمتر از میانه جامعه و میانه جامعه از مد جامعه کمتر است) 3
  .میانگین جامعه کمتر از مد جامعه و مد جامعه از میانه جامعه کمتر است) 4

  
  گیضریب چولگی گشتاوري و تحلیل چول

):  داریم4 و واریانس15 داده آماري با میانگین50در .78 )
50 3

i
i 1

x 15 24
=

− ، ضریب چولگی و تفاوت جامعه از ∑=

 )87حسابداري و مدیریت ـ (  نظر تقارن با توزیع نرمال چگونه است؟
  ، تقریباً نرمال0.06) 2    ، تقریباً نرمال0.12) 1
  ، تفاوت اندك با نرمال0.06) 4  ، تفاوت اندك با نرمال0.12) 3

Nاي با حجم  در جامعه .79  )86اقتصاد ـ (  ضریب چولگی توزیع چقدر است؟. اند هاي زیر محاسبه شده  کمیت=20

  ( ) ( )2 3
i ix 180 , x 180− µ = − µ = −∑ ∑  

1 ( 1−  2 (0.33−  3 (0.77  4 (1  

)ها   مجموع مربعات تمام داده7 داده آماري با میانگین 100در  .80 )
100 3

i
i 1

x 7 192 , 6500
=

−  ضریب چولگی ∑=

 )86ریزي شهري ـ  برنامه(  جامعه چند درصد است؟
1 (4.6  2 (3  3 ( 2.3  4 (2  

  )88ریزي شهري ـ  برنامه(  ضریب چولگی کدام است؟ . جدول توزیع فراوانی انحراف از میانگین داده شده است .81

  x x 3 1 0 1 3
f 5 10 20 13 4
− − −  

1 (3
13 2

−  2 (2
13 2

−  3 (1
13

  4 (1
2 2

  

Nاگر .82 40=،2
ix 2440=∑،ix ) و∑=240 )3

ix 6 75−   باشد، ضریب چولگی جامعه چند درصد است؟∑=
  )GIS 86 ـ( 

1 (1.5 2 (2 3 (2.5  4( 3  
) داریم4 و واریانس12 داده آماري با میانگین50در .83 )3

i if x 12 24− =  ، این توزیع چگونه است؟∑−
  )GIS 87 ـ( 

  چپ ـ تقریباً نرمالچوله به ) 2  چوله به راست ـ تقریباً نرمال) 1
  چوله به چپ ـ تفاوت اندك با نرمال) 4  چوله به راست ـ تفاوت اندك با نرمال ) 3
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  )88 ـ GIS(  ها از میانگین، ضریب چولگی کدام است؟ با توجه به جدول انحراف داده .84

  x x 5 3 1 1 3 5
f 2 5 4 8 2 3
− − − −  

1 (2 3
25

  2 (5 3
27

  3 (3 3
125

  4 (6 3
125

  

  ن، چندکی و تحلیل چولگیوچولگی پیرس
د، نوع توزیع از نظر باش  می76 و 61، 36هاي اول، دوم و سوم به ترتیب  ها، چارك در یک توزیع  فراوانی داده .85

 )86حسابداري و مدیریت ـ (  تقارن نسبت به نرمال چگونه است؟
  چوله به راست ـ تفاوت اندك) 2  چوله به راست ـ تقریباً نرمال) 1
  چوله به چپ ـ تفاوت اندك) 4   چوله به چپ ـ تقریباً نرمال) 3

,15بندي شده چارك اول، دوم و سوم به ترتیب در یک جدول طبقه .86  محاسبه شده است، نوع چولگی و 17 و12
  )88حسابداري و مدیریت ـ (  از نظر قرینگی، با توزیع نرمال چگونه است؟

  چوله به راست ـ تفاوت فاحش با نرمال) 2  چوله به راست ـ تفاوت اندك با نرمال) 1
  چوله به چپ ـ تقریبا نرمال) 4  چوله به چپ ـ تفاوت اندك با نرمال) 3

 

,35در یک جامعه آماري چارك اول و دوم و سوم به ترتیب .87 ضریب چولگی و نوع .  محاسبه شده است42 و26
 )87ریزي شهري ـ  برنامه(  آن چگونه است؟

  ، چوله به راست−0.125) 2    ، چوله به چپ−0.125) 1
  ، چوله به راست0.125) 4    ، چوله به چپ0.125) 3

  

  )در چولگی ضعیف(رابطه سه معیار تمرکز 
باشد، توزیع جامعه از نظر چولگی معقول است، میانگین  ی م72 و54میانه و مد یک جامعه آماري به ترتیب .88

  )86 ـ GIS(  کدام است؟
1 (45 2 (48 3( 63 4( 81   

، میانه باشد، در این صورت کدام رابطه Md، مد وMo، میانگین حسابی،x، اگر)نما تک(مدي  هاي یک در توزیع .89
  )87محیط زیست ـ (  همواره به صورت تجربی برقرار است؟

1 (( )Mo Md 3 Mo x− = −  2 (( )Md x 3 Mo x− = −  
3 (( )Md x 3 Md Mo− = −  4 (( )x Mo 3 x Md− = −  

  

  کشیدگی
  )86 ـ GIS( )از راست به چپ(در یک توزیع نرمال، کشیدگی گشتاوري و کشیدگی صدکی به ترتیب کدام است؟  .90

  3 و3) 4  0.263 و3) 3  3 و0.263) 2  0.263 و0.263) 1
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  ضریب کشیدگی

Nاگر.91 20=،( )
20 4

i
i 1

x 8640
=

− µ   است؟ باشد، ضریب کشیدگی کدام12 و واریانس جامعه∑=

 )86حسابداري و مدیریت ـ (  
  3) 4  2) 3  1) 2  صفر) 1

  نمودارها
  )86 ـ GIS(  هاي جدول زیر، واریانس بین چارك اول و  چارك سوم کدام است؟ در داده .92

  شاخه  برگ
4 2  2  1  1  1  0  
9  6  4  3  0  0  1  

1 (28  
2 (28.5  
3 (29  
4( 29.25      3  2  1  0  2  

 

 

اگر .  تولید نوعی قطعه ترانزیستوري که در یک کارخانه تولید شده است به شکل زیر است1000توزیع طول عمر .93
باشند و داراي طول عمر پایین هستند، پس این تعداد  ها از درجه کیفیت کمتري برخوردار می  از قطعه20%بدانیم

  )87محیط زیست ـ (  کنند؟ کمتر از چه مدت عمر می
1 (20  
2 (44.4  
3 (50.5  
4 (70  
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   نسبتیاي  فاصله ترتیبی اسمی   : است از ها از نظر قوت عبارت ترتیب صعودي مقیاس

 .  درست است3گزینه  .2
  :اند از مراحل تحقیق علمی در آمار عبارت

  ها  دادهآوري جمعـ 2    ص کردن هدفـ مشخ1
  )سازي فرضیه(ها  ـ بیان یافته4    ها ـ تجزیه و تحلیل داده3

 . درست است3گزینه  .3
  گسسته

  کمی




  پیوسته  
  متغیرها  اسمی









  
  کیفی





  ترتیبی  

 .رست است د1گزینه  .4
 3دقت کنید که گزینه . دهد فراوانی مطلق هر داده، یک عدد طبیعی است که میزان تکرار هر داده را در نمونه یا جامعه نشان می

 .دهنده فراوانی نسبی است نشان )نسبت فراوانی به نمونه(

 . درست است4گزینه  .5
 .اقل داراي یک صفت مشخصه باشندتعدادي از عناصر مطلوب مورد نظر که حد: تعریف دیگر جامعه آماري

 . درست است3گزینه  .6
  .شوند گیري به دو دسته کمی و کیفی تقسیم می صفات متغیر از نظر قابلیت اندازه

تعداد (و گسسته ) قد و وزن(گیري و بیان یک عدد واحددار وجود دارد و به دو دسته پیوسته   امکان اندازه:صفات متغیر کمی
  .شوند میقسیم ت) اعضاي خانواده

رد، مانند توان آن را به صورت عددي واحددار بیان ک گیري با ابزارهاي رایج وجود ندارد و نمی  امکان اندازه:صفات متغیر کیفی
  .گروه خونی و رنگ پوست

    هاي تشریحی پاسخ 
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 .  درست است4گزینه  .7
ددي واحددار بیان کرد مانند گروه توان آن را به صورت ع گیري با ابزارهاي رایج وجود ندارد و نمی  امکان اندازه:صفات متغیر کیفی
  .خونی و رنگ پوست

 .توان آن را به صورت عدد بیان کرد؛ بنابراین صفت کیفی است گیري ندارد و نمی در این سؤال مراقبت از فضاي شهر قابلیت اندازه

 .  درست است3گزینه  .8
تعداد (و گسسته ) قد و وزن(ه دو دسته پیوسته گیري و بیان یک عدد واحددار وجود دارد و ب  امکان اندازه:صفات متغیر کمی

  .شوند تقسیم می) اعضاي خانواده

 .  درست است1گزینه  .9

 .  درست است3گزینه  .10
اي بین متغیرها  گیري و شمارش نیستند و هیچ نوع ترتیبی و مقایسه  متغیرهایی که قابل اندازه):اسمی(صفات متغیر کیفی 

 . شوند ري استفاده میگذا پذیر نیست و تنها براي نام امکان
  .گذاري است و ارزش دیگري ندارد گیري نیستند و تنها براي نام  گانه تهران قابل اندازه22در این سؤال نیز مناطق 

 .  درست است1گزینه  .11
  .شود اي از افراد یا اشیاي مورد مطالعه، جامعه آماري نامیده می  مجموعه:جامعه آماري
  .عناصر جامعه که خصوصیات جامعه اصلی را داشته باشند تعداد محدودي از :نمونه آماري

  .آید گیري از تمام عناصر جامعه به دست می  شاخصی که با اندازه:پارامتر
  . موضوع مورد مطالعه در تحقیقات آماري متغیر تصادفی است که بسته به نوع موضوع، کمی یا کیفی خواهد بود:متغیر تصادفی

  .  درست است2گزینه .12
  .پردازیم  می )ها آماره(هاي نمونه به محاسبه برآوردگرها  در آمار استنباطی از روي داده :یادآوري

  .  درست است4گزینه  .13
کند، مقیاس   و چون نسبت را حفظ میدارداي یا نسبتی  با توجه به اینکه وزن افراد یک متغیر کمی و پیوسته است، مقیاس فاصله

  .تر است نسبتی براي آن مناسب

 .  درست است3گزینه  .14
  )اي از عناصر مورد نظر که حداقل داراي یک صفت مشترك باشند مجموعه( درختان باغ :جامعه آماري

  )از عنصري به عنصر دیگر متغیر است و همان موضوع مورد بررسی است( قطر درخت :متغیر تصادفی
  . متغیر تصادفی خواهد بوددقت کنید که چون موضوع مورد مطالعه ضخامت درختان است، بنابراین قطر درختان

 . درست است4گزینه  .15
  .کند ها را از سایر جوامع متمایز می صفتی مشترك بین همه عناصر جامعه آماري که آن: صفت مشخصه

  .  درست است2گزینه  .16
  .اده شده استکند، از مقیاس ترتیبی استف ها برقرار می گذاري علاوه بر اسم بودن، ترتیب را نیز بین نام با توجه به اینکه نام

   تیزهوش< خوب<متوسط  
  1 2 3> >  
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  فراوانی
 .  درست است2گزینه  .17

 =Nدانیم که فراوانی تجمعی طبقه آخر برابر  می. هاي مسئله جدول توزیع فراوانی را کامل کنیم بهتر است ابتدا با توجه به داده
  :توانیم فراوانی مطلق دسته وسط را به دست آوریم بنابراین با داشتن فراوانی نسبی دسته وسط می. هاست تعداد داده

 

        دسته وسط    
( )5 ( )4  ( )3  ( )2  (   دسته  1(

75 N=  58  a 37=  25  8  icF  
 21 12   iF 

  i i 1 i i 1 3 2

i i 1 4 3

i 3 3
i 3 3

i c c c i c c 3 c

i c c 4 c c 4

c

F F F
f f 0.16 F 12

N N 75
F F F F F F F F F 12 25 37

F F F F F F F 58 37 21

N F 75

− −

−


= → = → = → =


 = − → = + → = + = + =

 = − → = − → = − =

 = =

  

 .  درست است2گزینه  .18
  :نکته

)ها   فراوانی تجمعی دسته آخر با تعداد داده-1 )N برابر است 
5cF N 50= = ←  

i )فراوانی نسبی(   -2
i

F
f

N
=  

i )درصد فراوانی نسبی(  
i

F
f 100 100

N
× = ×  








  

3) فراوانی مطلق دسته سوم(  
3 3

F
f 100 24 100 24 F 12

50
= × = → × = →   درصد فراوانی نسبی دسته وسط=

(توان مقدار  می3Fحال با داشتن aفراوانی تجمعی دسته سوم
3c(F   . را به دست آورد=

)علاوه فراوانی تجمعی دسته قبل  فراوانی تجمعی هر دسته برابر است با فراوانی مطلق آن دسته بهـ3 )i i 1c i cF F F
−

= +:  
  

3 2c 3 ca F F F 12 14 26= = + = + =  
  :زیرا، آید ه دست میحال با کامل شدن ردیف فراوانی تجمعی جدول به راحتی ردیف فراوانی مطلق ب

  
i i 1i c cF F F

−
= −  

  
4 34 c cF F - F 41 - 26 15= = =  

  دسته  اول  دوم  سوم  چهارم  پنجم
50 N= 41  a 26=  14  5  icF  

9  15  12  9  5  iF  
    24      if 100×  
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  اي تمرکزمعیاره
 )نما(مد 

  .  درست است1گزینه .19
هاست؛ بنابراین مهم این است  است و درواقع هدف، دانستن نظر مردم درباره ساعات کار بانک» نظرسنجی«شده نوعی  سؤال مطرح

است، به عبارت دیگر شاخص مد که تنها کاربرد آن در نظر سنجی . مردم بر چه ساعتی بوده است) نظر(که بدانیم بیشترین رأي 
  . بهترین معیار خواهد بود

 .  درست است2گزینه  .20
) است، حتماً در دسته سوم16با توجه به اینکه مد جامعه )15   :حال با توجه به فرمول محاسبه مد داریم.  است−18

1طول دسته  

1 2

d
d d

+ ×
+

Moحدپایین =  

  ( )
( ) ( )

15 12 3 316 15 3 1 18 a 9 a 9
15 12 15 a 18 a

− ×
= + × → = → − = → =

− + − −
  

 .  درست است2گزینه .21

 :یادآوري  فراوانی مطلق
  

i
i

F
100 f 100

N
× → = ×  

  ها تعداد داده
  درصد فراوانی نسبی=

  

  .ها نیاز داریم  تعداد دادهN و α یعنی 3Fبراي به دست آوردن درصد فراوانی نسبی دسته سوم، به
) است، پس حتماً در دسته25.5دقت کنید که مد جامعه )23   :حال با توجه به فرمول محاسبه مد داریم.  قرار دارد−27

1طول دسته  

1 2

d
d d

+ ×
+

Moحدپایین دسته =  

  ( )
( ) ( ) 3

12
25.5 23 4 4 48 5 65 F 17

12 14
α −

= + × → α − = α − → = α =
α − + α −

  

  
3

3

i

F 17f 100 100 34
N 50

N F 7 12 17 14 50


= × = × =




= = + + + = ∑
  

  میانه
  .  درست است3گزینه  .22

  .اند ها باید به ترتیب صعودي مرتب شوند که البته در این سؤال مرتب بودهiXابتدا 
  

        ام55ام تا30داده   ام110ام تا56داده
  14

↑
  13

↑
  12  11  10  iX  

iF N 110= =∑  55  26  14  10  5  iF  
  110  55  29  15  5  icF  

  N 1 110 1: 55.5
2 2 2 2

+ = +   محل میانه=

  ( ) ( ) ( )( ) ( )55 56 55: Me X 0.5 X X 13 0.5 14 13 13.5= + − = + −   مقدار میانه=
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 .  درست است3گزینه  .23

  
i 1

i 1

i i i
i

i

c

c

N 50F 18
2 2Md L I 41 L 5 L 41 3.5 37.5

F 10

Md 41 , N 50 , F 18 , F 10 , I 5

−

−

 − −
= + × → = + × → = − =



 = = = = =

  

  ( ): 37.5 , :iحدود دسته42.5 U 37.5 5 42.5= + = :iبالاي دستهحد → L 37.5=   دستهحد پایین →

  .  درست است2گزینه  .24
 :اوانی تجمعی طبقه ماقبل نیاز است؛ اما در این مسئله فراوانی مطلق طبقه میانه داده شده است، بنابراینبراي محاسبه میانه، فر

i i 1 i 1 i 1c c i c cF F F 35 F 12 F 26
− − −

= + → = + → =  

i icF 38 , F 12= =  




  

  
i 1

i 1

i i i
i

i

c

c

N 60F 26
2 2Md L I 23 L 3 L 23 1 22

F 12

Md 23 , N 60 , F 26 , F 12 , I 3

−

−

 − −
= + × → = + × → = − =



 = = = = =

 

  ( ): 22 , :iحدود دسته25 U 22 3 25= + = :iبالاي دستهحد → L 22=   دستهحد پایین →

  .  درست است3گزینه  .25
) الف

icFکنیم  جدول را محاسبه می:  
12 14− 10 12−  8 10−  6 8−  4   رده  −6

15 22 4 7 2 iF  
50 N= 35 13 9 2 icF 

اي است که میانه در اولین طبقه) ب
ic

N 50F 25
2 2

≥ = ) باشد؛ بنابراین طبقه= )10   دار است   طبقه میانه−12
  :ار میانه برابر است بامقد) ج

  i 1
i

i

c
N 50F 13 12 12 110 12 1222 2Md L I Md 10 2 10 2 10

F 22 22 11 11 11
−

− − +
= + × → = + × = + × = + = =  

  خواص میانه 
 .  درست است4گزینه  .26

 :یادآوري
1  :هاي مساوي برابر صفر است انحراف معیار داده: خواص انحراف معیار) 1( 2 nx x ... x 0= = = ⇔ σ =  
)  : طبق خاصیت خطی بودن میانه داریم: خواص میانه) 2( )Md ax b aMd b+ = +  
ix  :هاست هاي مساوي برابر داده میانه در داده: خواص میانه) 3( a,a,a,..., a Md a= → =  

 است، همه 15 داده با هم برابرند و چون مقدار یکی5ها برابر صفر است، چون انحراف معیار داده) 1(با توجه به یادآوري 
  . هستند15هداتمشا

  (1) (3)
1 2 3 4 5 x0 x x x x x 15 Md 15σ = → = = = = = → =  

  ( ) ( ) x2 Md 2x 1 2Md 1 2 15 1 31+ = + = × + =  
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  چندك
 .  درست است1گزینه  .27
)الف

icFکنیم  جدول را محاسبه می:  

  

i

i i

c

X 2 4 4 6 6 8 8 10

F 5 3 8 4 N F 20

F 5 8 16 20

− − − −

= =∑  

اي است که چارك در طبقه) ب
ic

aN 3 20F 15
4 4

×
≥ = ) باشد؛ بنابراین، طبقه= )6   .دار است  طبقه چارك−8

  :مقدار چارك سوم برابر است با) ج

  i 1 a 3
a i 3N 20i

c
aN 3 20F 8 7 314 4Q L I Q 6 2 6

F 8 4 4
− =

=

×
− −

= + × → = + × = + =  

 نمایش F و فراوانی تجمعی را باf باها فراوانی مطلق را در بعضی کتاب. است) فراوانی مطلق (F همانf منظور از:توجه
) فراوانی نسبی مقداري بینfدانیم که البته می. دهند می )0,   . دارد، بنابراین تشخیص آن ساده است1

  .  درست است2گزینه  .28
)الف

icFکنیم  جدول را محاسبه می:  
 35 40− 30 35−  25 30−  20 25−  15   حدود دسته  −20

iN F 92= =∑ 14  12 16  28  22  iF  
 92 78 66 50 22 icF  

اي است که چارك در دسته) ب
ic

aN 3 92F 69
4 4

×
≥ = ) باشد؛ بنابراین، دسته= )30   .دار است  دسته چارك−35

  :مقدار چارك سوم برابر است با) ج

  i 1 a 3
a i 3N 92i

c
aN 3 92F 66
4 4Q L I Q 30 5 31.25

F 12
− =

=

×
− −

= + × → = + × =  

شویم،  است که البته به سادگی متوجه می) فراوانی مطلق (iFمان در جدول توزیع فراوانی صورت سؤال هifمنظور از :توجه
  .همواره مقداري بین صفر و یک است) فراوانی نسبی (ifزیرا

  .  درست است2گزینه  .29
توجه کنید که چون تعداد . وانی را رسم کنیمابتدا باید فاصله طبقات را به دست آوریم تا بر اساس آن بتوانیم جدول توزیع فرا

  .تاست، طبقه وسط، طبقه چهارم خواهد بود7طبقات

( ) ( )n 1x xR 54 12 42I 6
k 7 7 7

− −
= = = = =  

,دامنه تغییرات R , تعداد طبقات: k Iاتفاصله طبق: :  







  

 

          طبقه وسط  
  30 36−


 24 30− 18 24− 12   ها حدود دسته −18

  9       iF  
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حال به دنبال فراوانی تجمعی نسبی دسته وسط هستیم، پس باید
icFدانیم که دهک ششم در طبقه وسط  می را پیدا کنیم؛

)یعنی )30   : قرار دارد، بنابراین داریم−36

  i 1

i 1

i 1 c
a i c

i

c
aN 6 120F F
10 10D L I 32 30 6 F 69

F 9
−

−

−

×
− −

= + × → = + × → =  

  i

i i 1 i

c
c i c c

F 78F F F 9 69 78 f 0.65 %65
N 120−

= + = + = → = = = =  

  گین هارمونیکمیان

  .  درست است3گزینه  .30
شده با سرعت معین  دقت کنید که فاصله طی. کنیم با توجه به واحد ترکیبی کیلومتر در ساعت، از میانگین هارمونیک استفاده می

  .شود درواقع وزن سرعت هواپیما محسوب می

  i
H

i

i

w 3 5 4 12 12 12 1500 12 1500x 12 60 720
w 3 5 4 1 1 1 1 1 15 10 25

600 750 800 200 150 200 100 150x

+ + × ×
= = = = = = = × =

++ + + + +

∑
∑

  

 . درست است2گزینه  .31
  :کنیم از میانگین هارمونیک استفاده می» کیلومتر در ساعت«با توجه به واحد ترکیبی 

  i
H

i

i

1 1 1 11w 1 2880 28803 4 3 4x 99.3
w 1 1 1 1 1 11 8 9 12 291

3 3 4 360 320 2404X
120 80 100

 + + − − 
 = = = = = =

+ +− − + +
+ +

∑
∑

  

1شود که در این سؤال یک مسیر به سه قسمت شکسته شده   واحد در نظر گرفته می1 که کل مسیردقت کنید
3

1 و 
4

 و بقیه 

1یعنی  1 51
3 4 12

− − =. 

  .  درست است2گزینه  .32
  :کنیم از میانگین هارمونیک براي متوسط سرعت استفاده می» کیلومتر در ساعت«با توجه به واحد ترکیبی 

  2 1 11
3 4 12

 = − + = 
 

i بقیه مسافت   ،     
H

i

i

2 1 1
w 1 360 23 4 12x 80
w 2 9 4 61 1 9

3 3 4 124 12x
80 90 60 360

+ + ×
= = = = =

+ +
+ +

∑

∑
  

  میانگین هندسی
 . ت است درس4گزینه  .33
 نمایش iF و فراوانی تجمعی را باifها فراوانی مطلق را با در بعضی از کتاب. است) فراوانی مطلق (iF همانif منظور از:توجه
)عددي بین) فراوانی نسبی (ifدانیم که البته می. دهند می )0,   . است، بنابراین تشخیص آن ساده است1

  .باید هر دو میانگین حسابی و هندسی را محاسبه کرد، سپس تفاضل میانگین حسابی از هندسی را به دست آورد
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  i

i

x 9 12 16

F 2 3 2 N 7=
  

  i iF x 2 9 3 12 2 16 86x 12.28
N 7 7

× + × + ×
= = = =∑  

  
( )


( )


i

2 2 42 2

n
F 7 7 7 72 3 2 4 4 3 4 3 7NG i

i 1 123 4

x x 9 12 16 3 4 12 12 12 12 12
=

= = × × = × × = × = =∏   

  G: x x 12.28 12 0.28− = −   هاي هندسی فزونی میانگین حسابی از میانگین=

 . درست است2گزینه  .34

  :با توجه به رابطه سوم میانگین هندسی داریم

  ( )4 24 284 484 80G
80

N 400x 4 2 2 1.41 1.41 1 100 %41
N 100

−= = = = = = → − × =  

3بهتر است مقدار  1.73 , 2 1.41=   . را به خاطر داشته باشیم=

  .  درست است1گزینه  .35
  : با توجه به اینکه نرخ رشد فروش برحسب درصد داده شده است، بنا بر رابطه دوم میانگین هندسی داریم

  :کنیم  میانگین هندسی استفاده میتبدیل کرده و از رابطه اول» برابر«هر سال را با جمع کردن با عدد یک به » درصد «:یادآوري

)کاهش   )0.6 1 0.4 %40→ − = − )»برابر«= ) ( )
n

2 22nG i
i 1

x x 0.8 1 0.8 1 1.8 0.2 0.36 0.6
=

= = + + − + = × = =∏  

  : که درواقع رابطه بالا به صورت زیر به دست آمده است دقت کنید
: x  سال اول  
: x 0.8x 1.8x+   سال دوم  =

( ): 1.8x 0.8 1.8x 0.36x−   سال سوم  =







  

  

)کاهش   )0.6 1 0.4 %40→ − = − 3برابر= 23 1G
1

N 0.36xx 0.36 0.6
N X

−= = = =  

  .  درست است3گزینه  .36

  
n 5 55 5 3 2 3 3 15 5 3nG i

i 1
x X 96 72 8 24 6 2 3 2 3 2 2 3 2 3 2 3 2 3 24

=
= = × × × × = × × × × × × × × = × = × =∏  

 .  درست است1گزینه  .37

  :کنیم با توجه به اینکه میانگین نسبت خواسته شده است، از میانگین هندسی استفاده می

  
2 2 3n

3 33nG i 4 3 3 3
i 1

20 15 245 2 5 3 5 7 5 5 5 5x x
21 14 432 2 3 63 7 2 7 2 3 2 3=

× × × × ×
= = × × = = = =

×× × × × × ×
∏  

 ها  تعداد سال-1
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  میانگین حسابی
 . است درست 3گزینه  .38

  با توجه به دو نکته
  .ـ هزینه متوسط در جدول فراوانی به ترتیب صعودي است1
Nـ تعداد کل خانوارها برابر2   . است=100

 20ان مجموعترین خانوارها خواسته شده ، از انتهاي جدول که هزینه متوسط بیشتر است به میز  از پرخرج20%چون میانگین
  .کنیم کنیم و سپس میانگین جدول جدا شده را حساب می خانوار جدا می

  هزینه متوسط  15  35  60  85  210  380  
N   تعداد خانوار32  48  12  5  2  1=100

 
 
    

       خانوار20 
 

  هزینه متوسط  60  85  210  380  
N  تعداد خانوار  12  5  2  1 =20

  i iF x 12 60 5 85 2 210 1 380 1945 97.25
N 20 20

× + × + × + ×
µ = = = =∑  

  .  درست است2گزینه  .39
LNکه در میانگین پیراسته درصورتی :یادآوري 20%ها به تعداد  باشد، از دو طرف داده=20 N× شود و میانگین  کم می داده

  .مانده میانگین پیراسته خواهد بود هاي باقی داده
20% در این سؤال  N 0.2 50 10× = ×   .شود  داده حذف می10شده هاي مرتب  است، بنابراین از دو طرف داده=

درواقع تصاعد (به سمت کمترین و بیشترین داده یکسان است ها از داده وسط  ها متقارن هستند، یعنی فاصله آن  وقتی داده:توجه
,1؛ براي مثال)حسابی تشکیل خواهند داد 3, 5, 7 , 9, 11, 13, هایی  دانیم که میانگین در داده می. هایی متقارن هستند  داده15

 زوج باشد، میانگین دو داده وسط است و یا به عبارت N فرد باشد، داده وسط و اگرNدهند اگر که تشکیل تصاعد حسابی می

):دیگر ) ( )1 nx x

2

+
µ =  

1هاي بالا برابر است با بنابراین میانگین داده 15 8
2

+
µ = =.  

LNحال اگر میانگین پیراسته را با ها  ه دست آوریم، ابتدا باید از دو طرف دادهها ب  براي این داده=20
%20 N 0.2 8 3.2× = × 7مانده هاي باقی  سه داده را حذف کنیم؛ داده= ,   . خواهد ماند8ها همچنان  هستند که میانگین آن9

Nها زوج است  در این سؤال تعداد داده  بوده 12 باشد، میانگین دو داده وسط12ها که میانگین حسابی آن ، پس درصورتی=50
 12باز هم)  زوجN(مانده   داده باقی30ها حذف شود میانگین   داده نیز از ابتدا و انتهاي داده10همچنین هنگامی که. است

 . است12خواهد ماند، زیرا هنوز میانگین دو داده وسط آن
 .  درست است4گزینه  .40

  :کنیم ورت زیر عمل میهاي جدول اعداد بزرگی هستند؛ بنابراین براي محاسبه میانگین به ص حدود دسته
)طبقه) الف )232   : داراي بیشترین فراوانی است؛ بنابراین جدول به صورت زیر خواهد بود−248

  
i

x 1 0 1 2

C L 216 232 232 248 248 264 264 280

F 16 29 13 12

′ −

− − − − −  
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  :کنیم میانگین را با مرکز طبقات جدید محاسبه می )ب

  X
i i

i i

i i i i

x 1 0 1 2
F x 21 3F 16 29 13 12 N F 70
N 70 10

F x 16 0 13 24 F x 21
′

′ −
′

= = → µ = = =

′ ′− =

∑∑
∑

  

)هاي اصلی میانگین داده )ج )Xµبرابر است با :  

  

X X X

X

k k

3 48I a 16 240 240 4.8 240 244.8
10 10

L U 232 248a 240
2 2

3 , I 16
10

′

′

µ = µ × + → µ = × + = + = + =

 + + = = =


µ = =


  

 . درست است4گزینه  .41
  ( )ix 2525 A A 25 A −µ = + → = µ − → = µ  

  : برابر استAهاي جدید با عدد میانگین داده.  کم کنیم، سپس مجدداً میانگین بگیریم25ها را از عدد بهتر است ابتدا مرکز دسته
  31 35− 27 31− 23 27− 19 23− 15   حدود دسته −19

  17  21  25  29  33     حد بالا+حد پایین
2  

ix =  

  8  4 0 4− 8− ix 25−  
iN F 50= =∑  8  9 15 12 6 iF  

  ( )
( ) ( ) ( )

i

i i
x 25

F x 25 6 8 12 4 15 0 9 4 8 8 4A 0.08
N 50 50−

− × − + × − + × + × + ×
= µ = = = =

∑  

  .  درست است1گزینه  .42
  ابتدا باید فاصله طبقات را به دست آوریم تا بر اساس آن بتوانیم جدول توزیع فراوانی را تشکیل دهیم

( ) ( )n 1x xR 32.5 12.5 20I 5
k k 4 4

− −
= = = = =  

,دامنه تغییرات R ,تعداد طبقات: k Iقات فاصله طب: :  







  

حال فراوانی مطلق هر دسته با توجه به رابطه
i i 1i c cF F F

−
=   .آید   به دست می−

  

27.5 32.5− 22.5 27.5−  17.5 22.5−  12.5   حدود دسته  −17.5
60 N= 45  29  10  icF  

60 45 15− = 45 29 16− = 29 10 19− = 10 iF  
   حد بالا+حد پایین

30 25 20 15 
2  

ix =  
  

  i iF x 10 15 19 20 16 25 15 30 1380 23
N 60 60

× + × + × + ×
µ = = = =

∑  
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  معیارهاي پراکندگی
  انحراف چارکی

  .  درست است2گزینه  .43

 3Q
↓

  1Q
↓

     

26≥ 22 26− 18 22−  14 18−  10   حدود دسته  >10  −14

7 9 12 10 8 4 iF) فراوانی(  
50 N= 43 34 22 12 4 icF) فراوانی تجمعی(  

  3 1Q Q 23.5 14.2 9.3:SIQR 4.65
2 2 2
− −

= = =   انحراف چارکی=

Nتر یا مساوي  اش بزرگ اي که فراوانی تجمعی اولین دسته
4

  . باشد، محل چارك اول است

  ( ): 14  سومدسته−18
ic

N 50: F 12.5
4 4

≥ = =   محل چارك اول→

  
50 12
414 4 14.2

10

−
= + × iطول دسته= 1

i

c
N F
4

F
−

−
+ 1Qحد پایین دسته× =  

3Nتر یا مساوي  اش بزرگ اي که فراوانی تجمعی اولین دسته
4

  . باشد، محل چارك سوم است

  ( ): 22 دسته پنجم−26
ic

3N 3 50: F 37.5
4 4

×
≥ = =   محل چارك سوم→

  
3 50 34

422 4 23.5
9

×
−

= + × iطول دسته= 1

i

c
3N F
4

F
−

−
+ 3Qحد پایین دسته× =  

 .  درست است3گزینه  .44
  1 2 3Q 52 , Q 70 , Q 84= = =  

  3 1Q Q 84 52 32:SIQR 16
2 2 2
− −

= = =   اف چارکیانحر=

 . درست است4گزینه  .45

  3Q
↓

  1Q
↓

    

20≥ 17 20− 14 17−  11 14−  8   حدود دسته  >8  −11

7 8 13 15 12 5 iF) فراوانی(  

60 N= 53 45 32 17 5 icF) فراوانی تجمعی(  

  3 1Q Q 17 10.5 6.5: SIQR 3.25
2 2 2
− −

= = =    انحراف چارکی=
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Nتر یا مساوي  اش بزرگ اي که فراوانی تجمعی اولین دسته
4

  . باشد، محل چارك اول است

  ( ): 8 دسته دوم−11
ic

N 60F 15
4 4

≥ = = →  

  
60 5
48 3 10.5
12

−
= + × i طول دسته= 1

i

c
N F
4

F
−

−
+ 1Q حد پایین دسته× =  

3Nتر یا مساوي  اش بزرگ انی تجمعیاي که فراو اولین دسته
4

  . باشد، محل چارك سوم است

  ( )14  دسته چهارم−17
ic

3N 3 60F 45
4 4

×
≥ = = →  

  
3 60 32

414 3 17
13

×
−

= + × i طول دسته= 1

i

c
3N F
4

F
−

−
+ 3Q حد پایین دسته× =  

  .  درست است1زینه گ .46
  3 1Q Q 95 31 64:SIQR 32

2 2 2
− −

= = =   انحراف چارکی=

 . درست است2گزینه  .47

  3Q
↓

  1Q
↓

    

19≥ 16 19− 13 16−  10 13−  7   نمرات  >7  −10

5 8 19 16 9 7 iF) راوانیف(  

64 N= 59 51 32 16 7 icF) فراوانی تجمعی(  

  3 1Q Q 15.52 10: SIQR 2.76
2 2
− −

= =    چارکیانحراف=

Nتر یا مساوي اي که فراوانی تجمعی آن بزرگ اولین دسته
4

  . باشد، محل چارك اول است

  ( )7  دسته دوم−10
ic

N 64F 16
4 4

≥ = = →  

  
64 7
47 3 10

9

−
= + × iطول دسته= 1

i

c
N F
4

F
−

−
+ 1Qحد پایین دسته× =  

3Nتر یا مساوي  اي که فراوانی تجمعی آن بزرگ اولین دسته
4

  . باشد، محل چارك سوم است

  ( )13  دسته چهارم−16
ic

3N 3 64F 48
4 4

×
≥ = = →  

  
3 64 32

413 3 15.52
19

×
−

= + × iطول دسته= 1

i

c
3N F
4

F
−

−
+ 3Qحد پایین دسته × =  
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  واریانس
  .  درست است3گزینه  .48

  i
i 1 2 12

x
A D 0 x x x ... x 15

Nµ
−µ

⋅ = = → = µ → = = = = µ =∑  

  

15 12

i i
i 1 i 1

x x 20 16 24
12 15 60 240 16

15 12 3 15 15
= =

+ + +
× +

= = = = =
+

∑ ∑
  µجدید

  
( ) ( ) ( ) ( )

( )
12 2 2 2 2

i 2
i 1

x 20 16 16 16 24 16
12 15 16 16 0 64 92 6.13

15 15 15
=

− µ + − + − + −
× − + + +

= = = =
∑

جدید
2σ  

  واریانس نمونه
  .  درست است2گزینه  .49

  :يیادآور
)  مجموع مربعات تفاضل از میانگین )2

ix x− →∑  
  n 1−  

2:S    واریانس نمونه=

ایم که با افزایش مخرج  ایم و مخرج کسر یعنی حجم نمونه را افزایش داده در این سؤال، صورت کسر واریانس را ثابت در نظر گرفته
  .یابد  کسر یعنی واریانس کاهش می، کلکسر

  خواص واریانس
  .  درست است2گزینه  .50

  iX :135, 141, 155, 169  
  :ها را از یک عدد ثابت کم کنیم با توجه به خواص واریانس براي راحتی در محاسبه بهتر است داده

  
0

2
ix aσ −( ) 2

x= σ  
  .  است150ها بهترین عدد براي کم کردن در میان این داده.  اعداد اولیه خواهد بودآمده برابر با واریانس دست زیرا واریانس به

  ( )iX 150 : 15, 9, 5, 19− − −  

  ( )
i

i
x 150

x 150 15 9 5 19 0
N 4−

− − − + +
µ = = =∑  

  ( )
( ) ( ) ( ) ( )

i

2 2 2 22 2
i i2 2

xx 150
0x x 15 9 5 19 692 173

N N 4 4−

  µ =− µ − + − + +
σ = σ =   = = =∑ ∑  

  کاربرد واریانس
  .  درست است3گزینه  .51

دامنه است، اما با توجه به مشکلات زیر  تر از انحراف چارکی و نیم ها با ثبات راکندگی دادهانحراف متوسط از میانگین در نمایش پ
  :خوبی نمایش دهد تواند انحرافات بزرگ را به نمی

  .شود ها در نظر گرفته نمی ـ علامت جبري داده1
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  .ـ تأثیر انحرافات بزرگ در مقابل تعداد زیادي انحراف کوچک قابل نمایش نیست2
  .دهد گیرد، تأثیر انحرافات بزرگ را به خوبی نمایش می وضعیت واریانس با توجه به آنکه مجذور انحرافات را در نظر میدر این 

  شف بی چیقضیه 
 .  درست است2گزینه  .52

  :شف بی با توجه به قضیه چی

2حداقل
11

k
 

− 
 

درصد
a b

P k x k
 
 µ − σ ≤ ≤ µ + σ →
 
 
   

b a k
2
−

= σ  









  

  :بنابراین

  2 2
1 84 1 16 10 5:1 k

100 100 4 2k k
− = → = → =   اولاً=

  b a 88 72 5 5 16: k 8 3.2
2 2 2 2 5
− −

= σ → = σ → = σ → σ =   ثانیاً=

  .  درست است3گزینه  .53
  : شف بی با توجه به قضیه چی

2حداقل
11

k
 

→ − 
 

 درصد 
a b

P k x k
 
 µ − σ < < µ + σ
 
 
   

b a k
2
−

= σ  









  

  2
a 63 , b 87

64
b a 87 63 12 3: k 64k 12 8k k

2 2 8 2
= =

σ =

− −
= σ → = → = → =   اولاً =

  2 2
1 1 4 5:1 1 1 0.55 %55

9 9k 3
2

− = − = − = = =
 
 
 

  ثانیاً 

 .  درست است3گزینه  .54
  :شف بی با توجه به قضیه چی

2حداقل
11

k
 

− 
 

درصد
a b

P k x k
 
 µ − σ ≤ ≤ µ + σ →
 
 
   

b a k
2
−

= σ  









  

  :بنابراین

  b a 32 16: k 4k k 2
2 2
− −

= σ → = →   اولاً=

2حداقل    2
1 1 3:1 1 %75

4k 2
− = − =   ثانیاً=



  آمار توصیفی
 

  

 

147 
 

 .  درست است4گزینه  .55

  :کنیم شف استفاده می بی ، از قضیه چی»حداقل احتمال«با توجه به نامعلوم بودن توزیع جامعه و خواستن 

  
( )2

a b

1P( k x k ) 1 P 15 x 45 0.89
k

b a k
2

 µ − σ≤ ≤ µ + σ ≥ − → < < ≥



− = σ

   

  5b a 45 15: k k 15 5k k 3
2 2

σ=− −
= σ → = σ → = →   اولاً=

  
2 2

1 1 1 8:1 1 1 0.89
9 9k 3

− = − = − = ًثانیا  

  .  درست است1گزینه  .56
کنند، از قضیه  ها که احتمال حداقل یا حداکثر را بیان می با توجه به نامعلوم بودن توزیع جامعه و همچنین مشاهده گزینه

  :کنیم شف استفاده می بی چی

2حداکثر
a

1x k )
k

 
< µ − σ ≤  

 یا
b

P (x k> µ + σ  

b a k
2
−

= σ  









  

   :در این سؤال نیز

2 حداکثر  
1X 8)

k
< Pیا≥ (X 12>  

  2
b 12,a 8

1
b a 12 8: k k 1 k 2

2 2
= =
σ =

− −
σ = → × = →   اولاً=

1xداکثر ح   8) %25
4

< ≤ 2یا= 2
1 1 1: P (x 12

4k 2
= = →   ثانیاً<

  . درست است3گزینه .57

  :شف بی با توجه به قضیه چی

2حداقل
a b

1P k x k 1
k

    µ − σ < < µ + σ ≥ −     
   

b a k
2
−

= σ  









  

  :بنابراین

  2 2
1 36 1 64 10 5:1 k

100 100 8 4k k
− = → = → =   اولاً=

  ( ) ( )9.8 , 1.2
5k
4

5 5: k , k 9.8 1.2 , 9.8 1.2 8.3 , 11.3
4 4

µ= σ=

=

 µ − σ µ + σ → − × + × = 
 

  ثانیاً
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  تصحیح شپارد
 .  درست است4گزینه  .58

  :با توجه به اینکه شرایط تصحیح شپارد برقرار است، یعنی
  بندي شده و پیوسته هستند، ها طبقه ـ داده1
  ـ توزیع فراوانی اندکی متقارن است،2
Nـ 3 1000>،  

  :شود شده شپارد به صورت زیر محاسبه می واریانس تصحیح
2 2

2 I 612 12 3 9
12 12

= σ − = − = − شپارد=
2σ  

2: I 6 , 12= σ   فاصله طبقات=







  

  .  درست است1گزینه  .59
  : هرگاه:یادآوري

  بندي شده با متغیر پیوسته باشند، هاي آماري دسته ـ داده1
  ـ تابع توزیع فراوانی متقارن یا اندکی متقارن باشد،2
Nـ 3 1000≥،  

شده شپارد  شود و در این شرایط از واریانس تصحیح شده به روش معمول از واریانس واقعی جامعه بیشتر می واریانس محاسبه
  .کنیم استفاده می

  2 I
12

2
= σ شپارد−

2σ  

  .  درست است3گزینه  .60

6.25 2.5= شپارد=
2 2

2 I 37 7 0.75 6.25
12 12

= σ − = − = − = → σشپارد
2σ  

I   فاصله طبقات =3







  

 میانگین و واریانس کل 

 .  درست است1گزینه  .61

  i i

i

N 100 14 200 18 700 20 19000: 19
100 200 700 1000N

µ × + × + ×
µ = = = =

+ +
∑
∑

  میانگین کل

  ( ) 22
i i ii2

i

N N
:

N

σ + µ − µ
σ =

∑ ∑
∑

  واریانس کل

  ( )
2500

2100 50 200 60 700 40 100 14 19× + × + × + −
=

( )
200

2200 18 19+ − ( )2700 20 19+ −

700

48400 48.4
1000 1000

= =  
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 .  درست است1گزینه  .62

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2
i i i2 i

i i

N N 20 12 11 10 9 1120 2 10 3 7.6
N N 20 10 20 10
σ µ − µ − + −× + ×

σ = + = + =
+ +

∑ ∑
∑ ∑

کل
  

i i

i

N 20 12 10 9 330 11
20 10 30N

µ × + ×
µ = = = =

+
∑
∑

  کل









  

  

2
iσ  iµ  iN    

  جامعه اول  20  12  4
  جامعه دوم  10  9  9

 . درست است4گزینه  .63

( )22
i i i i

2

i i

N N
100 16 200 25 450 20 15600k k 20.8 k

100 200 450 750
N N

σ µ − µ
× + × + ×

σ = + = + = + = +
+ +

∑ ∑

∑ ∑


  کل  

    تر از صفر مقداري بزرگ                                                                                

ها متفاوت است و کسر دوم در محاسبه واریانس  هاي جوامع متفاوت هستند، میانگین کل نیز با آن دقت کنید که وقتی میانگین
اریانس کل تواند و اي می هاي این سؤال گزینه تر از صفر است؛ بنابراین در بین گزینه کل صفر نخواهد شد و حتماً مقداري بزرگ

)تر   بزرگ4تر باشد و تنها گزینه   بزرگ20.8باشد که از )22.1   . و پاسخ سؤال است<20.8

  .  درست است4گزینه  .64

  ( )2 22
i ii i i i2 2

i i i
0

N NN
:

N N N
>

σ σµ − µ
σ = + → σ >

∑ ∑∑
∑ ∑ ∑

  واریانس کل

  2) →)iکل<0 µ − µ∑1کل 2 3µ ≠ µ ≠ µ ≠ µ  

  2 12.5σ  کل<
2

i i2

i

N 100 12 150 14 50 9 3750 12.5
N 100 150 50 300

σ × + × + ×
σ > = = = →

+ +

∑
∑

  کل

ها متفاوت است و کسر دوم در محاسبه واریانس  هاي جوامع متفاوت هستند، میانگین کل نیز با آن ت کنید که وقتی میانگیندق
تواند واریانس کل  اي می هاي این سؤال گزینه ین گزینهتر از صفر است؛ بنابراین در ب کل صفر نخواهد شد و حتماً مقداري بزرگ

)تر   بزرگ4تر باشد و تنها گزینه   بزرگ12.5باشد که از  )12.6   . و پاسخ سؤال است<12.5

  .  درست است4گزینه  .65

  ( ) ( ) ( )2 2 22
i i i i2

i i

N N 50 40 50 100 55 5050 25 100 16 69
N N 50 100 50 100

σ µ − µ − + −× + ×
σ = + = + =

+ +
∑ ∑
∑ ∑

  کل

  i i

i

N 50 40 100 55 7500 50
N 50 100 150

µ × + ×
= = = =

+
∑
 µکل∑

 کل
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  .  درست است3گزینه  .66

  i i 1 1 2 2

i 1 2

N N N 4 12 5 18 48 90 138
N N N 4 5 9 9

µ µ + µ × + × +
µ = = = = =

+ +
∑
∑

  

  1 1N 4 , 12= µ =  
  2 2N 5 , 18= µ = 

  .  درست است4گزینه  .67

  i i 1 1 2 2

1 2i

N N N 20 10 15 12 200 180 380
N N 20 15 35 35N

µ µ + µ × + × +
µ = = = = =

+ +
∑
∑

  

  1 1

2 2

N 20 , 10
N 15 , 12

= µ =
= µ =

 

  .  درست است2گزینه  .68

  i i 1 1 2 2

1 2i

N N N 30 55 20 65 1650 1300 2950 59
N N 30 20 50 50N

µ µ + µ × + × +
µ = = = = = =

+ +
∑
∑

  

  1 1N 30 , 55= µ =  
  2 2N 20 , 65= µ =  

  ارهاي پراکندگی نسبیمعی
  ضریب تغییرات

 .  درست است4گزینه  .69
 :شود که یکی از شرایط زیر برقرار باشد  ضریب تغییرات براي مقایسه دو جامعه وقتی استفاده می:یادآوري

  .گیري متفاوت باشند ي واحد اندازه دو جامعه دارا-1
  . دو جامعه میانگین متفاوتی داشته باشند-2

است، بنابراین طبق شرط اول ضریب » ین«گیري جامعه دوم  و واحد اندازه» یورو«گیري جامعه اول  در این سؤال نیز واحد اندازه
  .ترین شاخص براي مقایسه است پراکندگی مناسب

  .  درست است1گزینه  .70
  4 1 0.25

16 4
σ

= = = =
µ

  CVجدید

  

1013
ii

i 1i 1

x 13 21 14x
10 16 48 208 16

13 10 3 13 13
==

+ + +
× +

= = = = =
+

∑∑
  µجدید

جدید=4  

( ) ( ) ( ) ( )
10 2 2 2 2

i
i 1

x 16 13 16 21 16 14 16
10 17 9 25 4 16

13 13
=

− + − + − + −
× + + +

= = = → σ
∑

  2σجدید

ixجدید(2دقت کنید که چون میانگین جدید با میانگین قدیم برابر شد، در محاسبه واریانس توانستیم  − µ(
10

i 1=
 را همان ∑

10 17= )قدیم× )
10 2 2

i
i 1

x 16 N
=

− = σ∑هاي قبلی هر کدام چه عددي  دانستیم که داده  در نظر بگیریم؛ در غیر این صورت باید می

  .بوده است
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  چولگی
 .  درست است1گزینه  .71

ها در ضریبی منفی ضرب شوند،  که داده ها تأثیري در ضریب چولگی ندارد؛ تنها درصورتی تغییر در مبدأ و مقیاس داده:نکته
 .شود علامت منفی در ضریب چولگی ضرب می

  Skبدون تغییر  ( )Sk ax b+
a 0 Sk>

a 0

1Sk x Sk
2

Sk<

 → − = → 
 

−
  

 .  درست است3گزینه  .72
 . مقایسه دو جامعه وقتی میانگین و واریانس آنها با هم برابر باشد، ضریب چولگی و یا ضریب کشیدگی است ملاك:یادآوري

رار ها ضریب چولگی ملاك مقایسه ق  با هم برابر است و با توجه به گزینهB وAدر این سؤال نیز میانگین و واریانس دو کلاس
  .گرفته است
 در صورتی بهتر است که نمرات بالاتري داشته Aخواهیم نمرات دو کلاس را مقایسه کنیم، بنابراین نمرات کلاس   میدقت کنید

  . خواهد بود) ضریب چولگی منفی(باشد یعنی تمایل نمرات به راست باشد که در این صورت توزیع چوله به چپ 

)ه به چپ دانیم که وقتی توزیع جامعه چول می )Sk رابطه ) تمایل به راست( است >0
  :زیر بین معیارهاي مرکزي برقرار است

   میانگین> میانه >مد 
  .بنابراین باید میانگین نمرات کمتر از میانه باشد

  
  .  درست است3گزینه  .73

A میانگین و انحراف معیار سود هر دو شرکت یکسان استبا توجه به اینکه B 10)µ = µ A و = B( 2σ = σ ، ضریب =

Aها نیز یکسان خواهد شد پراکندگی آن B
2CV CV

10
 = = 
 

یسه دو شرکت ضریب چولگی  و در این وضعیت معیار مقا

  .هاست آن

) با ضریب چولگی Aتوزیع سود شرکت )3 1α =  منفی، چوله به چپ است، درنتیجه −
  . در آن بیشتر است) میانگین (10تراکم سود به راست و احتمال سود بیشتر از

  

) که ضریب چولگیBاما در شرکت )3 1α =  مثبت است، توزیع سود شرکت چوله به +
در ) میانگین (10راست و تراکم سود چوله به چپ است، درنتیجه احتمال سود کمتر از

  . آن بیشتر است
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  .  درست است3گزینه  .74
Mo: چوله به راست Md< < µ  






  
Md: به چپچوله  Moµ < <  

  .  درست است4گزینه .75

توزیع نرمال متقارن است و هر سه معیار مرکزي آن بر هم منطبق 
  ). میانگین= میانه=مد(دهند   و محور تقارن را تشکیل میهستند

  
  .  درست است3گزینه  .76

را به دست آوریم، ) میانگین، میانه، مد(جامعه کافی است دو معیار از سه معیار تمرکز ) انحراف از قرینگی(چولگی براي تشخیص 
  .ها نوع چولگی را تشخیص دهیم  آنسپس با توجه به رابطه

 ↓     
15 20−  10 15−  5 10−  0   نمره  −5

10 26 3 1 iF) فراوانی(  
40 N= 30 4 1 iCF) فراوانی تجمعی(  

)اي که داراي بیشترین فراوانی است، دسته مددار است دسته )10 15−: 

  ( )
( ) ( )

26 3
10 5 12.95

26 3 26 10
−

= + × =
− + −

1طول دسته

1 2

d
d d

+ ×
+

: دستهحد پایین Mo   مد =

Nاش بیشتر و یا مساوي  اي که فراوانی تجمعی اولین دسته
2

  .  باشد، دسته میانه است

  ( ): 10  دسته سوم −15
iC

N 40F 20
2 2

≥ = = →  

  20 410 5 13.07
26
−

= + × iطول دسته= 1

i

c
N F
2

F
−

−
+ :حد پایین دسته× Md   میانه =

با توجه به اینکه مقدار مد از میانه کمتر است و میانه همواره بین مد و میانگین قرار دارد، رابطه زیر بین سه معیار مرکزي برقرار 
)است) به راست(است و چولگی جامعه مثبت  )Mo Md< <µ.  

Mo 12.95 Md 13.07= < = < µ  

  
  .  درست است3گزینه  .77

  . با توجه به شکل، توزیع جامعه چوله به چپ بوده و رابطه زیر بین سه معیار تمرکز آن برقرار است

   میانگین> میانه >مد 
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  ضریب چولگی گشتاوري و تحلیل چولگی

 .  درست است2گزینه  .78

  
( ) ( )

3 3
i i

3 3

2

x x 15 24
N 50 50Sk 0.06

82
15 , 4 2 , N 50

 − µ −


= = = =
σ

 µ = σ = → σ = =

∑ ∑
  

Skبا توجه به اینکه    . است، چولگی توزیع تقریباً نرمال است≥0.1

 .  درست است2گزینه  .79

  

( )

( )

3
i

3 3

2
i2

x 180
9 1N 20Sk 0.33

27 33

x 180 9 3
N 20

 − µ −
 − −

= = = = = −
σ


− µ

σ = = = → σ =


∑

∑
  

  .  درست است2گزینه  .80

  

( ) ( )

( )

3 3
i i

3 3 3

22
22

2

x x 7 192
N N 100Sk 0.03 %3

4

x x 6500 7 16 4
N N 100

N 100 , 7 , x 6500

 − µ −


= = = = =
σ σ

    σ = − = − = → σ =  
 


= µ = =

∑ ∑

∑ ∑

∑

  

 .  درست است1گزینه  .81

  
( )
( )

2

3

x x 3 1 0 1 3

x x 9 1 0 1 9

x x 27 1 0 1 27

F 5 10 20 13 4 F N 52

− − −

−

− − −

= =∑

  

  
( ) ( ) ( )

( )

3
i i

3 3

F x x 5 27 10 1 20 0 13 1 4 27 24
3N 52 52:Sk

2 2 13 22

− − + − + × + × + × −
−

= = = =
σ

∑
  ضریب چولگی

  ( )2
i i2 F x x 5 9 10 1 20 0 13 1 4 9 104 2 2

N 52 52

− × + × + × + × + ×
σ = = = = → σ =∑ 
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  .  درست است1گزینه  .82

  

( )3
i

3 3

2 2 2
i i2

x 75
N 40Sk 0.015 %1.5

5
x x 2440 240 61 36 25 5

N N 40 40

 − µ

 = = = = σ
     σ = − = − = − = → σ =       

∑

∑ ∑
  

  .  درست است2گزینه  .83

  
( )3

i i

3 3

F x 24
N 50Sk 0.06

2

− µ −

= = = −
σ

∑
  

Skهمچنین چون . با توجه به اینکه علامت ضریب چولگی منفی است، توزیع جامعه چوله به چپ است  است، چولگی ≥0.1
  .توزیع تقریباً نرمال است

که آن را به اشتباه فراوانی نسبی فرض کنیم،  است؛ درصورتی) فراوانی مطلق (iF در صورت سؤال همان if منظور از :توجه
( )3i if x 24Sk 3

83
− µ −

= = = −
σ

ها  این صورت چولگی جامعه با توزیع نرمال تفاوت فاحش دارد و در گزینهشود که در   می∑

  .موجود نیست

 . درست است4گزینه  .84

  
( )
( )

2

3

X X 5 3 1 1 3 5

X X 25 9 1 1 9 25

X X 125 27 1 1 27 125

F 2 5 4 8 2 3 F N 24

− − − −

−

− − − −

= =∑

  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

3 3

F X X 2 125 5 27 4 1 8 1 2 27 3 125 48
6 3N 24 24Sk

1000 12510
8 3 32 3

− − + − + − + + +

= = = =
σ  

  × 

∑
   

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 F X X 2 25 5 9 4 1 8 1 2 9 3 25 200 100 00 10
N 24 24 12 12 2 3

− + + + + + 1
σ = = = = → σ = =∑  

   چندکی و تحلیل چولگی،چولگی پیرسون
 .  درست است4گزینه  .85

  1 2 3Q 36 , Q 61 , Q 76= = =  
  :ها، فرمول سوم چولگی پیرسون است تنها راه به دست آوردن چولگی از روي چارك

  3 2 1
Q

3 1

Q 2Q Q 76 2 61 36 10:Sk 0.25
Q Q 76 36 40
− + − × + −

= = = = −
− −

  چولگی پیرسون

0.1ها چوله به چپ است و چون با توجه به منفی بودن علامت ضریب چولگی، توزیع داده Sk 0.5< ، از نظر تقارن تفاوت ≥
  .یع نرمال دارداندکی با توز
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  .  درست است3گزینه  .86
  :کنیم ها داده شده است، از فرمول چولگی چندکی استفاده می با توجه به اینکه مقادیر چارك

  3 2 1

3 1

Q 2Q Q 17 2 15 12 1Sk 0.2
Q Q 17 12 5
− + − × + −

= = = = −
− −

  

0.1چون ضریب چولگی منفی است، توزیع جامعه چوله به چپ بوده و چون  Sk 0.2 0.5≤ = −   است، توزیع جامعه تفاوت>
  . اندکی با توزیع نرمال دارد

 .  درست است1گزینه  .87
  :کنیم هاي مسئله، از ضریب چولگی چندکی استفاده می با توجه به داده

  3 2 1

3 1

Q 2Q Q 42 2 35 26 2Sk 0.125
Q Q 42 26 16
− + − × + −

= = = = −
− −

  

  .چون علامت ضریب چولگی منفی است، توزیع جامعه چوله به چپ است

  )در چولگی ضعیف(رابطه سه معیار تمرکز 
  .  درست است1گزینه  .88

  :باشد، به صورت زیر است) معقول(تنها رابطه میان سه معیار تمرکز وقتی که چولگی جامعه ضعیف 

  
( ) ( )Mo 3 Md 72 3 54 2 90 45

Md 54 , Mo 72

µ − = µ − → µ − = µ − → µ = → µ =


= =
  

  .  درست است4گزینه  .89
در حالتی است که توزیع جامعه از چولگی خفیفی برخوردار باشد که در این ) میانگین، میانه، نما(تنها رابطه بین سه معیار تمرکز 

  :آید  شود و رابطه زیر به دست می رت دو فرمول چولگی پیرسون با هم برابر میصو
  ( )Mo 3 Mdµ − = µ −  

  کشیدگی 
  .  درست است3گزینه  .90

  ضریب کشیدگی
 .  درست است1گزینه .91

  
( )

( )

4
i

4 2

x 8640
432N 20: E 3 3 3 3 3 0
14412

− µ

= − = − = − = − =
σ

∑
  ضریب کشیدگی

  نمودارها
 .  درست است4گزینه  .92

  شاخه  برگ
4 2  2  1  1  1  0 
9  6  4  3  0  0  1  

    3  2  1  0  2  
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شوند؛   در نمودار شاخه و برگ، شاخه رقم دهگان عدد و برگ رقم یکان آن است که به صورت مرتب در نمودار ظاهر می:توجه
  :ها عبارتند از براي مثال، در نمودار بالا داده. کند ها را مشخص می ها، تعداد داده پس تعداد برگ

  ix :1 ,  1 ,  1 ,  2 ,  2 ,  4 ,  10 ,  10 ,  13 ,  14 ,  16 ,  19 ,  20 ,  21 ,  22 ,  23 

Nها  ه تعداد دادهحال با توجه به اینک   : است، داریم=16

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 4 5 4
N 1 16 1 1 1 1: 4 Q x x x 2 2 2 2
4 2 4 2 2 2 2

+ = + = + → = + − = + −   محل چارك اول=

  ( ) ( ) ( )( ) ( )3 12 13 12
3N 1 3 16 1 1 1 1: 12 Q x x x 19 20 19 19.5
4 2 4 2 2 2 2

×
+ = + = + → = + − = + −   محل چارك سوم=

)هاي بین حال باید واریانس داده )4x   : را محاسبه کنیم، یعنی19.5 و=2
  ix : 2, 4,10,10,13,14,16,19  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 ix 2 11 4 11 10 11 10 11 13 11 14 11 16 11 19 11

29.25
N 8
−µ − + − + − + − + − + − + − + −

σ = = =∑  

  ix 2 4 10 10 13 14 16 19 88 11
N 8 8

+ + + + + + +
µ = = = =∑ 

  .  درست است2گزینه  .93
  :آوریم را به صورت جدول فراوانی زیر درمی) با فراوانی نسبی(ابتدا نمودار هیستوگرام 

  

  600 700−500 600−  400 500−300 400−  200 300−  100 200−0   طول عمر  −100
if 1Σ =  0.01 0.02 0.03 0.04 0.2 0.25 0.45 if) فراوانی نسبی( 

  .نند و ما به دنبال آن عدد هستیمک ر می قطعات کمتر و یا مساوي آن عم20%ام طول عمر برابر با عددي است که20صدك
  ):دسته اول( باشد 0.20تر یا مساوي اي که فراوانی تجمعی نسبی آن بزرگ دسته: ام20محل صدك

  0.2 0 20 20000 100 44.4
0.45 0.45 45

−
= + × = = iطول دسته= 1c

i

0.2 f

f
−

−
+ 20Pحد پایین دسته× =  



 

  
  
  
  

  اریفتع
 ها داراي صفر قراردادي است؟  مقیاسکدام  . 1

  اي رتبه) 4  اسمی) 3  اي فاصله) 2  نسبی) 1

  ست؟یکی از موارد بررسی در استنباط آماري، کدام ا  . 2
  محاسبه معیارهاي عددي) 2    برآورد پارامترها) 1
  ارائه جداول و نمودارها) 4    آوري اطلاعات جمع) 3

 شود؟ چه نامیده می» یع جامعههر خصوصیت عددي از توز«  . 3
  فرض آماري) 4  آزمایش) 3  پارامتر) 2  آماره) 1

  ها در تناقض است یا نه؟ شود که حدس یا نظریه موجود، با داده اي از یک تحقیق علمی معلوم می در چه مرحله  . 4
  ها بیان یافته) 2    فرضیه تحقیق) 1
  ها تجزیه و تحلیل داده) 4  تعیین زمینه و موضوع تحقیق) 3

  فراوانی
89اگر  . 5 99 و−80  بندي باشند، اندازه طول طبقه کدام است؟  دو طبقه از یک جدول طبقه−90

  یک واحد کمتر از عرض طبقه) 2    مساوي با عرض طبقه) 1
  مساوي با فاصله طبقات) 4  یک واحد بیشتر از عرض طبقه) 3

 باشد، فراوانی 0.48 و فراوانی نسبی همان طبقه12ها، فراوانی مطلق طبقه سوم انیاگر در جدول توزیع فراو  . 6
 تجمعی طبقه آخر کدام است؟ 

1 (25  2 (50  3 (96  4 (100  

    خودآزمایی 
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  معیارهاي تمرکز
  )نما(مد 

  مد این جدول کدام است؟  . 7
1 (0  
2 (3  
3 (2.5  
4 (2  

i

i

x 2 1 0 1 2 3

F 10 20 10 15 15 30

− −
  

 مد جدول زیر کدام است؟  . 8
1 (40  
2 (39  
3 (42  
4 (45  

i

C L 10 20 20 30 30 40 40 50
f 0.10 0.20 0.30 0.40
− − − − −

  

  میانه
 این جدول کدام است؟میانه   . 9

1 (4  
2 (5  
3 (6  
4 (7  

i

C L 2 4 4 6 6 8 8 10
F 5 10 5 10
− − − − −

  

  میانه جدول زیر کدام است؟  . 10
1 (1

2
  

2 (0  
3 (1  
4 (1.5  

i

i

x 2 1 0 1 2 3

F 10 20 10 15 15 30

− −
  

Iاگر.  است32.5 مشاهده40ريمیانه توزیع آما  . 11 هاي ماقبل   و مجموع فراوانی10دار  و فراوانی طبقه میانه=5
  است؟دار کدام  باشد، حدود کرانه طبقه میانه14دار طبقه میانه

1 (34.5 29.5−  2 (39 29−  3 (40 30−  4 (39 35−  
,60در مجموعه اعداد  . 12 50, 60, 80,   کدام پارامتر است؟60 عدد40

  نما و میانگین) 4  میانگین) 3  میانه و نما) 2  میانه) 1
  چندك

 ها کدام است؟ چارك اول این داده  . 13
1 (129  
2 (130  
3 (127  
4 (132.70  

i

C L 110 119 120 129 130 139
F 10 20 70
− − − −
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 هاي زیر چارك اول کدام است؟  در داده  . 14
1 (5  2 (7  
3 (9  4 (10  

i

i

X : 10 5 7 11 14 15

F : 3 2 1 7 4 2
  

  میانگین هارمونیک
هاي طرح هزینه و درآمد خانوار شهري در چهار سال متوالی، معلوم شد قیمت نفت سفید  با بررسی پرسشنامه  . 15

,2.1خانوار به ترتیبیک  1.8,  هزار ریال هزینه در 20اگر خانواري براي هر سال.  ریال در لیتر است2.5 و1.6
 نظر بگیرد، متوسط مصرف سوخت سالانه این خانوار برحسب ریال در لیتر چقدر است؟

1 (1.75  2 (2.5  3 (2.25  4 (1.94  

 هاي آماري جدول زیر کدام است؟  میانگین هارمونیک داده  . 16
1 (4.39  
2 (4.47  
3 (4.51  
4 (4.90  

i

i

x 3 4 6 9

F 2 4 3 1
  

  میانگین هندسی
متوسط .  افزایش یافته است1385 ریال در سال 3200 به1380 ریال در سال 100قیمت سهام یک کارخانه از  . 17

 نرخ افزایش قیمت سهام در این دوره چقدر بوده است؟
1 (%80  2 (%120  3 (%125  4 (%100 

,45میانگین هندسی اعداد  . 18 24, 30,   کدام است؟25
1 (30  2 (26  3 (32  4 (28 

  میانگین حسابی
10هاي اگر میانگین داده  . 19 2 1x , ..., x , x10 و16 باشد، میانگین5 برابر 2 1x , ..., x , x کدام است؟  

1 (5  2 (6  3 (6.6  4 (10.5  

 هاي زیر مقدار میانگین کدام است؟  در جدول داده  . 20
1 (4.7  
2 (4.9  
3 (5.1  
4 (5.2  

i

i

x 1 3 5 7 9

F 2 4 8 5 1  

  

90ها با توزیع فراوانی تجمعی زیر به صورت میانگین داده  . 21 6u+محاسبه شده است .uکدام است؟   
 

  نشان دسته  72  78  84  90  96  102
  فراوانی تجمعی  3  9  14  22  29  35

  

1 (0.1−  2 (0.2−  3 (0.1  4 (0.3  
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  خواص میانگین حسابی
Nاگر میانگین  . 22 2 1x ,..., x , xبرابر xµو میانگین k 2 1y ,..., y , yمساوي yµباشد و داشته باشیم y xaµ = µ در ،

iآن صورت مقدار

i

x
y

∑
∑

  کدام است؟

1 (N
K a

  2( N . a  3 (xN . µ  4 (yN . µ 

Nاگر میانگین  . 23 2 1x , ... , x , xمساوي xµباشد، مقدار ( )i xx − µ∑کدام است؟  

1 (xN . µ  2 (3  صفر (N  4 (یک  

N میانگینxµاگر  . 24 1x ,..., x،1میانگین  باشد 2 Nx x x
3 , 3 ,..., 3

2 2 2
     
− + − + − +          

     
  کدام است؟

1 (x 3− µ +  2 (x 3µ +  3 (x
1 3
2

− µ +  4 (x
1
2

µ  
xاگر   . 25 10µ y و= 22µ Zو= y x=   کدام است؟zµ باشد،−

1 (32  2 (16  3 (12  4 (6  

  معیارهاي پراکندگی
  دامنه تغییرات

,6چه عدد دیگري بین  . 26 5, 7,  قرار گیرد تا بدون ایجاد تغییر در پارامترهاي میانگین، میانه و دامنه 9 و3
  ها، مد مجموعه محسوب شود؟ تغییرات داده

1 (5  2 (6  3 (7  4 (8  

  انحراف چارکی
1Qفرض کنید  . 27 100=،Md 3Q و=140  دامنه کدام است؟ نیم.  باشد=180

1 (40  2 (30  3 (60  4 (80  
  هاي آماري زیر، انحراف چارکی کدام است؟ در جدول داده  . 28

  

24 27− 21 24−  18 21−  15   حدود دسته  −18
  فراوانی  12  15  19 14

  

1 (2.1  2 (2.4  3 (2.6  4 (2.9  

  واریانس نمونه
,4,3تایی به صورت اعداد 7 مورد از یک نمونه 6شده از میانگین در هاي مقادیر مشاهده انحراف  . 29 1, 2, 4, 5− − − − 

 انحراف معیار نمونه چقدر است؟ . محاسبه شده است
1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

   است؟ 2 و انحراف معیار3، میانگین61ها اي به چه حجم مجموع مجذورات داده در نمونه  . 30
1( 4 2 (5  3 (6  4 (7  
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  خواص واریانس 
 آید؟ اگر از هر یک از مشاهدات سه واحد کم کنیم، در انحراف معیار مشاهدات چه وضعی پیش می  . 31

  .شود سه واحد کاسته می) 2    .ماند ثابت می) 1
  کدام هیچ) 4    .شود  واحد کاسته می9) 3

Nمقادیر اگر واریانس   . 32 2 1x , ... , x , xباشد، انحراف معیار16 برابر N 2 1x x x
, ... , ,

4 4 4
  کدام است؟

1(4  2(2  3(16  4 (1  

  شف بی چیقضیه 
 : گاه  یک متغیر تصادفی با متوسط صفر و واریانس یک باشد، آنXاگر  . 33

1 (( ) 1P X 1
2

≥ ≤  2 (( ) 1P X 1
2

≥ ≤  3(( )P X 1 1≥ ≤  4 (( ) 1P X 1
4

≥ ≥  

) باشد، یک کران پایین براي4 و واریانس3یر تصادفی نامنفی با میانگین یک متغXفرض کنید  . 34 )P X 6< 
  :عبارت است از

1 (6
13

  2 (5
9

  3 (3
4

  4 (5
6

  

  میانگین و واریانس کل
 باتوجه به این اطلاعات میانگین کل کدام است؟  . 35

1(100  2(30  
3(50  4 (33.33  

i

i

N 100 50 150

20 50 30µ
  

 100000 و تمام کارکنان70000، کارکنان زن120000گین حقوق ماهیانه کارکنان مرددر یک شرکت، میان  . 36
  تومان بوده، چند درصد کارکنان، زن هستند؟ 

1 (25  2 (30  3 (40  4 (75  

  معیارهاي پراکندگی نسبی 
 ضریب تغییرات

 :ست ازاي از کیفیت قطعات تولیدشده در دو خط تولید عبارت ا اطلاعات نمونه  . 37
,1:3خط 4, 6, 5, 5, ,2:2        و          خط7 3, 5, 4, 4, 2  

  بیشتري در تولید کالاهاي همگون برخوردار است؟کدام خط تولید از دقت 
  . بیشتر است1دقت در خط ) 2    . کمتر است1دقت در خط ) 1
  .نیاز به اطلاعات بیشتري داریم) 4    .دقت در دو خط برابر است) 3

ixاگر   . 38 60=∑ ،2
ix N و ∑=400  یب پراکندگی کدام است؟ باشد، ضر=10

1 (0.40  2 (0.33  3 (0.70  4 (0.62 
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  یابد؟  در چه صورت ضریب تغییرات حقوق کارکنان یک مؤسسه، کاهش می  . 39
   درصدي از حقوق هر شخص5کاهش) 2  وق هر شخص تومان به حق5000افزایش) 1
   درصدي حقوق هر شخص5افزایش) 4   تومان از حقوق هر شخص5000کاهش) 3

  چولگی 
xفرض کنید   . 40 37µ = ،Mo  ضریب چولگی پیرسون کدام است؟.  باشد144انس و واری=43.6

1 (0.95  2 (0.55−  3 (0.045  4 (0.045−  

1Qفرض کنید   . 41 223.55= ،Md 3Q  و=246  ضریب چولگی کدام است؟.  باشد=271.55
1 (0.60  2 (0.551  3 (0.065  4 (0.089  

 ها درست است؟ یک از این گزینه در یک توزیع متمایل به چپ، کدام  . 42
1 (x Md Moµ < <  2 (xMd Mo< µ <  3( xMo Md< < µ  4 (x Mo Mdµ < <  

 )در چولگی ضعیف(رابطه سه معیار تمرکز 

. عه از چولگی معقولی برخوردار است است و توزیع جام50 و30میانگین و میانه یک جامعه آماري به ترتیب  . 43
 مد کدام است؟

  .مد ندارد) 4  25) 3  40) 2  90) 1

  کشیدگی
  است؟باشد، کدام عبارت درباره پراکندگی این جامعه صادق −0.71اگر ضریب کشیدگی توزیعی  . 44

  .پراکندگی جامعه نسبت به توزیع نرمال بیشتر و تفاوت آن فاحش است) 1
  .پراکندگی جامعه نسبت به توزیع نرمال کمتر و تفاوت آن فاحش است) 2
  .پراکندگی جامعه نسبت به توزیع نرمال بیشتر و تفاوت آن اندك است) 3
  .دك استپراکندگی جامعه نسبت به توزیع نرمال کمتر و تفاوت آن ان) 4

Nاگر . 45 10=،( ) 4
i xx 7680− µ   باشد، ضریب کشیدگی کدام است؟4 و انحراف معیار جامعه برابر∑=

1 (1  2 (3  3 (4  4 (0  

  باشد، ضریب کشیدگی کدام است؟9 و واریانس برابر162اگر گشتاور مرتبه چهارم حول میانگین مساوي   . 46
1 (54  2 (18  3 (2.5  4 (1−  

  نمودارها
 شود؟ یک از این نمودارها براي تحلیل اکتشافی مشاهدات استفاده می کدام  . 47

  اي جعبه) 4  تو پار) 3  اي دایره) 2  بافت نگار) 1
 شود؟ یک از این نمودارها براي تحلیل مشاهدات کمی استفاده می کدام  . 48

  ستونی) 4  تو پار) 3  اي دایره) 2  شاخه و برگ) 1

 اي مناسب است؟ یک از این نمودارها براي نمایش مشاهداتی با مقیاس رتبه کدام  . 49
  اي جعبه) 4  بافت نگار) 3  چند ضلعی) 2  اي دایره) 1
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 یک از این نمودارها براي نمایش مشاهداتی با مقیاس نسبی مناسب است؟ کدام  . 50
  هر سه مورد) 4  اي جعبه) 3  چند ضلعی) 2  بافت نگار) 1

 کنند؟  را بر اساس کدام اندازه مدرج میxنگار، محور بافتدر رسم نمودارهاي   . 51
  هاي تجمعی فراوانی) 4  متوسط طبقات ) 3  هاي طبقات کرانه) 2  هاي نسبی فراوانی) 1

 کنند؟  را بر اساس کدام اندازه مدرج میx تجمعی، محور در رسم نمودار  . 52
  2 و 1موارد ) 4  حد پایین طبقات) 3  هاي طبقات کرانه) 2  طبقاتمتوسط ) 1

 شود؟ یک از این نمودارها ارزش مشاهدات هر طبقه یکسان تلقی می در کدام  . 53
  نگار بافت) 2    منحنی فراوانی تجمعی) 1
  هر سه مورد) 4    گن فراوانی تجمعی پلی) 3
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  آنالیز ترکیبی
گیر و غیر ممکن  ها به صورت مستقیم عملاً زمان قدر زیاد است که شمارش آن هاي مختلف در وقوع یک رویداد آن گاهی حالت

تمام حالات این رویداد را بنویسیم  تاس که اگر بخواهیم به طور مستقیم 400 سکه و1000است، مانند حالات مختلف پرتاب
آنالیز کنیم که به آن  تر شدن شمارش استفاده می گونه موارد از اصولی براي راحت در این! شاید چندین سال زمان صرف شود

  . گویندترکیبی
به بررسی هر هاي مختلف  بحث آنالیز ترکیبی شامل مباحث اصل ضرب، جایگشت، ترکیب و ترتیب است که در ادامه با ذکر مثال

  .پردازیم ها می یک از آن

  )اصل اساسی شمارش(اصل ضرب 
 راه صورت گیرد و 2nها عمل دیگري به راه انجام شود و به ازاي هر یک از این راه 1nهرگاه عملی به :تعریف

 گاه  راه براي عمل دیگري وجود داشته باشد و الی آخر، آن3nهاي این دو عمل، براي هر یک از راه
1 2 3 K...n n n n× × ×   . عمل وجود خواهد داشتK راه براي انجام×

 

اً  مسافرت کند و باید حتمC به شهرAخواهد از شهر شخصی می 1 مثال
 عبور کند؛ یعنی عمل مسافرت این شخص در دو مرحله انجام Bاز شهر

 به B طریق و از شهر4 بهB به شهرAاگر مسافرت از شهر. شود می
 به چند C به شهرA طریق ممکن باشد، مسافرت از شهر2 بهCشهر

    طریق ممکن است؟

4این عمل بنا بر اصل ضرب به :حل 2 8×  . طریق ممکن است=

 فصل
2  آنالیز ترکیبی و احتمال
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   است؟ظاهر شدن سکه و تاس کدامحالات کل تعداد . کنیم ا با هم پرتاب مییک سکه و یک تاس ر 2 مثال
1 (36  2 (6  3 (8  4 (12  

  . درست است4گزینه  :حل
 6تواند به یکی از  ظاهر شود و براي هریک از این دو طریق، تاس می} خط شیر ،{  طریق2سکه می تواند به  یکی از

}طریق }1, 2توانند به ظاهر شود؛ بنابراین تاس و سکه می 2,3,4,5,6 6 12×   . طریق مختلف ظاهر شوند=

هاي اسناد پرداختنی، ذخیره مالیات بر درآمد، ذخیره مزایاي پایان خدمت کارکنان و  تهیه گزارش ستونی از اقلام حساب 3 مثال
  پذیر است؟ ند، به چند صورت امکانها، به طوري که بدهی جاري و بدهی بلندمدت از لحاظ سرفصل به تفکیک ارائه شو دریافت پیش

1 (4  2 (6  3 (8  4 (12  

  . درست است3گزینه  :حل
مدت داریم که هر کدام باید به چهار مورد اسناد پرداختی، ذخیره مالیات بر درآمد، ذخیره  دقت کنید که دو سرفصل بدهی جاري و بلند

2 تفکیک شوند؛ درنتیجه بنابر اصل ضرب، کل حالات برابر است باها دریافت مزایاي پایان خدمت کارکنان و پیش 4 8×   .حالت =
  

    بدهی بلندمدت) 1 بدهی جاري) 2

 اسناد پرداختی) 1 - -

  ذخیره مالیات بر درآمد) 2 - -

-  - 
  یره مزایاي پایانذخ) 3
    خدمت کارکنان  

8 2 4






= × ← 






 

  ها دریافت پیش) 4 - -

  شمارش اعداد
شود، فقط باید دقت کنیم که همواره میان یک  انجام می) ضرب(شمارش اعداد یکی از مسایلی است که به کمک اصل شمارش 

  . رقمی تفاوت وجود داردn رقمی و یک رمز یا شماره سریالnعدد
تواند صفر  می) رقم سمت چپ(اي چندرقمی براي رمز، پلاك ماشین و یا شماره سریال بسازیم، رقم یکان آن  اگر بخواهیم شماره

  . تواند صفر باشد نمی) رقم سمت چپ(گاه دیگر رقم یکان  چندرقمی بسازیم آنعدديهم باشد اما اگر بخواهیم 
 در رقم 1گوییم عدد نامیم؛ براي مثال می میرقم را ....  یعنی یکان، دهگان، صدگان و 9 تا0جایگاه اعداددانیم  همچنین می
  . در رقم هزارگان6دهگان یا عدد

ü دقت کنید! 
  .ذکر شود» بدون تکرار«فرض تکرار ارقام مجاز است، مگر آنکه به صورت صریح عبارت  اد، به طور پیشهنگام شمارش اعد

  توان ساخت؟ چند عدد چهاررقمی می 1 مثال

   :حل
، حال با توجه به مجاز بودن تکرار، براي هر ) حالت9(کنیم   را براي رقم هزارگان انتخاب می9 تا1 ابتدا یکی از ارقام:با تکرار

  ). حالت10( را انتخاب کرد 9 تا0توان یکی از ارقام مانده می یک از ارقام باقی
  ان   هزارگ     صدگان        دهگان    یکان  

9 10 10 10 9000× × × = 
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 9، حال با توجه به غیر مجاز بودن تکرار،) حالت9(کنیم   را براي رقم هزارگان انتخاب می9 تا1 ابتدا یکی از ارقام:بدون تکرار
مانده تا  که به ترتیب براي ارقام باقی)  به غیر از عدد استفاده شده در رقم هزارگان9 تا0تمام ارقام(ماند  نتخاب باقی میا

  : حالت خواهیم داشت؛ بنابراین7 و8 و9یکان،
   هزارگان  صدگان     دهگان       یکان 

9 9 8 7 4536× × × =  
  توان ساخت؟ چند عدد چهاررقمی با ارقام زوج می 2 مثال

,8,6ها فقط از میان ارقام زوج انتخاب :حل 4,   :نابراینگیرد؛ ب تواند در مکان هزارگان قرار فقط رقم صفر نمی.  است2,0
  

  هزارگان  صدگان        دهگان     یکان   
4 5 5 5 500× × × = 

  توان ساخت؟ چند عدد چهاررقمی زوج می 3 مثال
  :حل

حال با توجه به ). حالت5(گیریم   را در رقم یکان براي زوج بودن عدد در نظر می8یا 0،2،4،6 ابتدا یکی از ارقام:با تکرار
  :بنابراین انتخاب براي بقیه ارقام وجود دارد؛ 10 انتخاب براي هزارگان و9مجاز بودن تکرار،

  

  هزارگان    صدگان     دهگان   یکان   
9 10 10 5 4500× × × =  

  :آید  براي حل این مسئله دو حالت به وجود می:بدون تکرار

را ) 9 تا1یکی از اعداد( انتخاب 9ارگانگاه براي رقم هز ، آن) حالت1( انتخاب شود 0اگر رقم یکان براي زوج بودن) الف
  :ز نیست؛ بنابراین انتخاب خواهد داشت، زیرا تکرار ارقام مجا7 و8خواهیم داشت، در این وضعیت بقیه ارقام به ترتیب

  

   هزارگان  صدگان       دهگان     یکان   
9  .شوند تعداد اعداد زوج که به صفر ختم می 8 7 1 504× × × = →  

 انتخاب داریم 8گاه براي رقم هزارگان آن)  حالت4( انتخاب شود 8یا 6 ،4 ،2اگر رقم یکان براي زوج بودن یکی از ارقام) ب
از رقم هزارگان براي در این حالت بعد از حذف یک انتخاب ).  و رقمی که در یکان انتخاب شده است، دیگر مجاز نیست0رقم(

 7 و8که به ترتیب )  به غیر از عدد استفاده شده در رقم هزارگان و یکان9 تا0تمام اعداد(ماند   حالت باقی می8مانده ارقام باقی
  :انتخاب خواهیم داشت؛ بنابراین

  

   هزارگان    صدگان   دهگان      یکان    

8 .شوند  ختم می8 یا6 ،4 ،2تعداد اعداد زوج که به 8 7 4 1792× × × = →  
  : در مجموع تعداد کل اعداد زوج چهاررقمی بدون تکرار برابر است با

  504 1792 2296+ =  
  توان ساخت؟ چند عدد چهاررقمی با ارقام یکان و هزارگان یکسان می 4 مثال

که رقم یکان و هزارگان باید یکسان  حال ازآنجا). حالت9(کنیم  ن انتخاب می را براي رقم هزارگا9 تا1ابتدا یکی از ارقام :حل
مانده  درنهایت هر یک از ارقام باقی). ایم همان انتخابی که براي رقم هزارگان کرده( انتخاب براي رقم یکان وجود دارد 1باشد،
  ). حالت10( را انتخاب کنند 9 تا0ارقامتوانند یکی از  می

      هزارگان       صدگان      دهگان یکان   
9 10 10 1 900× × × = 
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  ؟توان ساخت که فقط ارقام یکان و هزارگان یکسان دارند چند عدد چهاررقمی می 5 مثال

کدام از ارقام دهگان و صدگان نه با خودشان و نه با یکان و هزارگان نباید  هیچ» فقط«دقت کنید با توجه به ذکر کلمه  :حل
  .یکسان باشند

 1که رقم یکان و هزارگان باید یکسان باشد، حال ازآنجا). حالت9(کنیم   را براي رقم هزارگان انتخاب می9 تا1ابتدا یکی از ارقام
انتخاب باقی 9مانده،  درنهایت براي ارقام باقی). ایم همان انتخابی که براي رقم هزارگان کرده(انتخاب براي رقم یکان وجود دارد 

 9ها به ترتیب که با توجه به غیر مجاز بودن تکرار براي آن)  استفاده شده در هزارگانرقم به غیر از 9 تا0تمام ارقام(ماند  می
  . انتخاب خواهیم داشت8و

  هزارگان صدگان       دهگان     یکان    
9 9 8 1 648× × × = 

  توان ساخت که فقط سه رقم یکان و دهگان و صدگان یکسان دارند؟ چند عدد چهاررقمی می 6 مثال
، براي ارقام »فقط«حال با توجه به ذکر کلمه ). حالت9(کنیم   را براي رقم هزارگان انتخاب می9 تا1ابتدا یکی از ارقام :حل
اب را براي یکی  انتخ9حال اگر).  به غیر از عدد استفاده شده در رقم هزارگان9 تا0تمام ارقام(ماند   حالت باقی می9مانده باقی

 انتخاب بیشتر نخواهیم داشت چرا که باید ارقام صدگان و دهگان و یکان 1مانده در نظر بگیریم، براي سایر ارقام از ارقام باقی
  .یکسان باشند

  نهزارگا    صدگان     دهگان     یکان 
9 9 1 1 81× × × = 

  تمایزمفهوم متمایز و نام
ها در  ها به هنگام چیده شدن آن هایی هستند که این تفاوت یعنی حتماً اشیا داراي تفاوت» چند شیء متمایز«شود  وقتی گفته می

امتمایز هیچ ویژگی که تفاوت میان اما در اشیاي ن. اند گذاري شده  شماره6 کارت که از یک تا6شوند، مانند کنار هم مشخص می
  . نوشته شده است2ها عدد  کارت که بر روي همه آن6ها کنارهم، مشخص کند وجود ندارد، مانند اشیا را به هنگام چیده شدن آن

متمایز بودن اشیا در صورت سؤال صحبتی نشود و هیچ همچنین اگر از نا. همیشه متمایزند) اشخاص(توجه کنید که افراد 
  .دانیم فرض متمایز می ها را به طور پیش استنتاجی نیز درباره نامتمایز بودن اشیا نتوان کرد، آن
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  جایگشت
  . شیء متمایز، حالات قرار گرفتن آن اشیا در کنار هم استnهاي جایگشت :تعریف

  :شود به صورت زیر است در جایگشت بررسی میهاي مختلفی که  حالت

  جایگشت در یک ردیف
  :کنار یکدیگر برابر است با) صف(ء متمایز در یک ردیف   شیnهاي تعداد جایگشت

  

( )n n 1 2 1 n!× − × × × =  
  

  :دهند  و آن را به صورت زیر نشان میn تا1ب اعداد طبیعی ازضر  برابر است با حاصلn فاکتوریل عدد:یادآوري
  ( ) ( )n! n n 1 n 2 2 1= × − × − × × ×  

!0  :؛ یعنیفاکتوریل عدد صفر، برابر یک استهمچنین  1=  

 ها بنشینند؟ توانند بر روي صندلی به چند طریق افراد می.  صندلی در یک ردیف داریم5 نفر با5 1 مثال

1 (62  2 (6!  3 (26  4 (5!  

 . درست است4گزینه  :حل
  5 4 3 2 1 5!= × × × ×   تعداد حالات=

تعداد حالاتی که اول و آخر صف دانشجوي . اند  دانشجوي کامپیوتر در یک صف ایستاده3 دانشجوي حسابداري و5 2 مثال
 حسابداري باشد، چقدر است؟

1 (7!  2 (20 6!×  3 (6!  4 (10 6!×  

 .   درست است2گزینه  :حل
  .دهیم   حالت یکی از دانشجویان حسابداري را در ابتدا یا انتهاي صف قرار می5ابتدا به
  .دهیم کنیم و در طرف دیگر صف قرار می  حالت انتخاب می4مانده یکی را به  حسابدار باقی4سپس از
شوند، جا  توانند بین ابتدا و انتهاي صف جابه  حالت می!6 دانشجوي کامپیوتر داریم که به3 دانشجوي حسابداري و3درنهایت
  :بنابراین

  5 6! 4= ×   تعداد حالات×

 :مطلوب است محاسبه.  زن را در یک صف در نظر بگیرید4 مرد و4 3 مثال
  .گیرند ها در صف قرار می تعداد کل حالاتی که آن) الف
  .ندکه همه مردها کنار هم باش تعداد حالاتی) ب
  .ها کنار هم باشند که همه مردها و همه زن تعداد حالاتی) ج
  ).هیچ دو مرد یا دو زنی کنار هم نباشند(ها یکی در میان قرار بگیرند  که مردها و زن تعداد حالاتی) د
  . زوج پهلوي هم بنشینند زوج باشند و باید هر4 نفر8تعداد حالاتی که این )ه
   :حل

  : نفر هستند8با توجه به آنکه کل افراد در صف
   حالات ممکن=!8  )الف
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  )ب

  
M

1 2 3 4 1 2 3 4W W W W M M M M  
   مرد1 زن و4جایگشت

5! 4!=    تعداد حالات مساعد×
5!

4!

=  →
= 

  
   مرد کنار هم4جایگشت

  )ج

  
W M

1 2 3 4 1 2 3 4W W W W M M M M  
   مرد1 زن و1جایگشت
!2   مرد کنار هم4جایگشت 4! 4!= ×    تعداد حالات مساعد×

2!

4!

4!

= 
= →


= 

  
   زن کنار هم4جایگشت

  

ها و مردها را یکی در  کنیم و زن ابتدا از یک مرد شروع می) د
  .دهیم میان قرار می

  
  

  شده هاي مشخص  مرد در وضعیت4 جایگشت
4! 4!=  تعداد حالات مساعد×

4!

4!

=  →
= 

  
  شده هاي مشخص  زن در وضعیت4 جایگشت

  

ها را یکی  توانیم از یک زن شروع کنیم و مردها و زن حال می
  :در میان قرار دهیم

  
  

  شده هاي مشخص  مرد در وضعیت4 جایگشت
4! 4!=  تعداد حالات مساعد×

4!

4!

=  →
= 

  شده هاي مشخص  زن در وضعیت4 جایگشت  

2بنابراین تعداد کل حالات مساعد برابر است با 4! 4!× ×.  
) د(  زن وجود داشت براي حل قسمت3 مرد و4دقت کنید اگر

  :کردیم، به عبارت دیگر حتماً باید از یک مرد شروع می
  

  

  شده هاي مشخص ر وضعیت مرد د4 جایگشت
4! 3!=  تعداد حالات مساعد×

4!

3!

=  →
= 

  شده هاي مشخص  زن در وضعیت3 جایگشت  
 حالت !4 زوج را به4حال هر).  است!2جایگشت هر زوج در کنار هم(دهیم  ابتدا هر زوج را به طور جداگانه کنار هم قرار می) ه
  :دهیم نار هم قرار میک

  ( )42! 4! 16 24 384× = × =  

به چند طریق . جلدي هستند جلدي و بقیه دوجلدي و سه ها یک  کتاب است که سه تاي آن8اي، در یک ردیف از قفسه 4 مثال
 جلدي و دوجلدي به ترتیب شماره جلدها قرار گیرند؟ هاي سه ها را در این ردیف جا داد به طوري که کتاب توان کتاب می

1 (120  2 (180  3 (240  4 (360  
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 . درست است1گزینه  :حل
ها نیز مربوط به یک سري  تاي آن3ها مربوط به یک سري دوجلدي و تاي آن2جلدي، ها یک تاي آن3کتاب داریم که 8
ابتدا این دو سري را جاي . جلدي به ترتیب شماره جلدها کنار هم باشند خواهیم سري دوجلدي و سه می. جلدي است سه
 جلد 3خواهیم حتماً به همین شیوه کنار هم باشند این چینیم و چون می جلدي را به ترتیب شماره می ري سهدهیم، یعنی س می

جلدي  جلد کتاب یک 3حال دو بسته و. دهیم براي سري دوجلدي نیز همین کار را انجام می. گیریم را با هم یک بسته در نظر می
!5ها در یک ردیف  داریم که جایگشت آن   . است=120

  

  
ک
ی

 
دي

جل
  

  
ک
ی

 
دي

جل
  

  

ک
ی

 
دي

جل
  

لد   
ج

2  
لد   
ج

1  

لد   
ج

3  
لد   
ج

2  
لد   
ج

1 

  جلدي سري سه    سري دوجلدي    


  

  ر یک ردیف تا د5جایگشت=!5
جلدي و دوجلدي، جاي سه جلد و دو جلد کتاب ثابت است زیرا به ترتیب   در بسته سري سه،توجه به یک نکته ضروري است

  .هاي درون بسته جایگشت ندارند اند، بنابراین کتاب شماره جلد قرار گرفته
  )مدور(اي  جایگشت دایره

اي گویند که تعداد این   را روي محیط یک منحنی بسته، ترتیب دایره شیء متمایزnهاي جایگشت :تعریف
)ها برابر است با جایگشت )n 1 !−.  

 توانند دور یک میز بنشینند؟  نفر به چند طریق می4 1 مثال
1(4!  2 (4  3 (6  4 (2  
 . درست است3گزینه  :حل

  :اشاره شده است، داریم» دور میز«چون در مثال به 
  ( )4 1 ! 3! 6= − =  تعداد حالات=

   باشد؟ اي ثابتیتوانند دور هم بنشینند به طوري که یک فرد همواره در ج  نفر می7به چند طریق 2 مثال
1 (5!  2 (7!  3 (7 5!×  4 (6!  
 . درست است3گزینه  :حل
  :اینابر نفر دور هم بنشینند به طوري که یک نفر در جاي ثابتی باشد؛ بن7خواهیم می

توانند  مانده می  نفر باقی6دهیم، سپس کنیم و در یک جاي ثابت دلخواه قرار می  یکی از افراد را انتخاب میحالت 7ابتدا به
)به )6 1   :ا دور هم بنشینند؛ در این صورت تعداد حالات برابر است بحالت−!

  ( )7 6 1 ! 7 5!− = ×  
هر کشور سه نماینده به کنفرانس . اند در یک کنفرانس شامل نمایندگان پنج کشور، همه افراد دور یک میز گرد نشسته 3 مثال

 توانند دور میز بنشینند؟ به چند طریق نمایندگان این پنج کشور می. نشیند ها در وسط می فرستاده است که رئیس آن
1 (320  2 (768  3 (780  4 (1440  
 . درست است2گزینه  :حل

نشیند،  فرستد که از این سه نفر یک نفر رئیس است و بین دو نفر دیگر می در این سؤال هر کشور سه نماینده به کنفرانس می
  :یعنی به صورت زیر

  

  نماینده  رئیس  نماینده    
↑___________  ⇒  تعداد حالات قرار گرفتن سه نماینده یک کشور=!2 ↑  

  جا شوند توانند جابه می    
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  : کشور داریم5رار گیرند؛ بنابراین برايتوانند در کنار هم ق  حالت می!2سه نماینده هر کشور به 
  ( ) 52! 32=  

دور )  کشور5(هاي سه نفري  اما توجه کنید که این تنها جایگشت سه نماینده هر کشور در کنار هم بود و جایگشت این دسته
  :یک میز برابر است با

  ( )5 1 ! 4!− =  
) گروه به5گیریم؛ حال این درواقع هر سه نماینده مربوط به یک کشور را یک گروه در نظر می )5 1 توانند دور یک   حالت می−!

  .میز گرد بنشینند
  :بنابراین کل حالات نشستن نمایندگان برابر است با

  ( ) ( )52! 5 1 ! 32 24 768× − = × =  
ها با  بچینیم، تعداد حالات قرار گرفتن آن) دایره( شیء را یک در میان روي یک منحنی بسته m و  شیءnهرگاه بخواهیم :نکته

mشرط n=برابر است با ( )m! n 1 !−.  

  .آورید  زن را، به صورت یک در میان دور یک میز، به دست7 مرد و7حالات نشستنتعداد  4 مثال
  :حل

( ) ( )( )m! n 1 ! 7! 6!= −    تعداد حالات مساعد=

  
توان در یک  ها را یکی در میان دور میز نشاند، اما می توان آن  نفر باشند، نمی6ها  نفر و زن7که مردها توجه کنید درصورتی

!7ردیف یک در میان به صورت زیر قرار داد که تعداد حالات آن برابر است با 6!×.  
  MFMFMFMFMFMFM  

  .ها را یکی در میان قرار داد، نه دور یک میز و نه در یک ردیف توان آن  صورتی نمی  نفر باشند، به هیچ5ها  نفر و زن7اگر مردها
یک ( به طور متناوب )هاي ریاضی و آمار هاي سفید و سیاه، کتاب مانند دختر و پسر، مهره(دو نوع شیء متمایز اگر بخواهیم  :نکته

  .باشد» یک« باید ها آنف کنار هم قرار بگیرند، حداکثر اختلاف بین تعداد در یک ردی) در میان

  )افرازهاي مرتب(جایگشت با تکرار 
ها از  تاي آنkn و،)نامتمایز(وم ها از نوع د تاي آن2n،)نامتمایز(ها از نوع اول  تاي آن1nء که  شیnهاي تعداد جایگشت

  :باشد، برابر است با) نامتمایز(ام kنوع

1 2 k
1 2 k

n! ; n n n n
n !n ! n !

+ + + =


  

 توان نوشت؟  حرفی می8چند کلمه» حسابداري«با حروف کلمه  1 مثال

1 (8!  2 (4!  3 (8!
2!

  4 (8!
4!
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 .   درست است3گزینه  :حل
 حرف نامتمایز و 8از این، دوبار در آن تکرار شده است، بنابراین دو حرف »الف« حرف است که حرف 8شامل» حسابداري«کلمه 

  :اند؛ بنابراین از یک نوع

  8! 20160
2!

=   تعداد کلمات=

Eبا حروف کلمه 2 مثال N G I N E E R I N Gتوان ساخت؟  چند کلمه می 
1 (27720  2 (72720  3 (727200  4 (277200  

 . درست است4گزینه  :حل
Eحروف کلمه N G I N E E R I N Gتکرار3 حرف با11، شامل E،3تکرار N،2تکرار I،2تکرار Gو یک Rاست :  

  { }EEE , NNN , GG , II , R  
  :بنابراین جایگشت حروف آن برابر است با

  11! 277200
3! 3! 2! 2!1!

=  

 ها را در یک ردیف قرار داد؟ توان آن  کتاب مختلف وجود داشته باشد، به چند طریق میn نسخه از هرmگاههر 3 مثال

1 (( )m n !
n m!

+
×

  2 (( )
( ) n

mn !

m!
  3 (( )

( ) n
m n !

m!

−  4 (( )m n !
n m!

−
×

  

 . درست است2گزینه  :حل
nتا شبیه هم موجود است یعنی در کل m نوع کتاب مختلف، اما از هر نوعnتوجه کنید که m× کتاب داریم؛ بنابراین خواهیم 

  :داشت
)  ها در یک ردیف جایگشت کل کتاب ) ( )

( )n

n

n m ! nm !
m!m!...m! m!

×
= =


   تا شبیه به همmاز هر نوع کتاب  

,4,3 هاي توان با رقم  رقمی می6چند عدد 4 مثال 2,2,   درست کرد؟2,1
1 (120  2 (240  3 (720  4 (1440  

 . درست است1گزینه  :حل
  :ها شبیه به هم است؛ بنابراین تاي آن3 رقم که6 رقمی با این ارقام عبارت است از جایگشت6تعداد اعداد

  6! 120
3!

=    رقمی با این ارقام6 تعداد اعداد=
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  انتخاب
  :شود  با توجه به با جایگذاري یا بدون جایگذاري بودن آن و اهمیت داشتن یا نداشتن ترتیب، به حالات زیر تقسیم می،انتخاب اشیا

      
  بدون جایگذاري  

    انتخاب





  )ترتیب مهم نیست(ترکیب   
  )ترتیب مهم است(تبدیل 

  







  
  )ترتیب مهم است(با جایگذاري 

   (Combination) ترکیب
 نتخاب مهم نباشد شیء متمایز به طوري که اولاً، ترتیب اn شیء ازrترکیب عبارت است از انتخاب :تعریف

 :ها برابر است با در این صورت، تعداد انتخاب. ، ثانیاً، بدون جایگذاري انجام شود)بدون ترتیب(

( )
r
n

n n!C
r r! n r !

 
= =  − 

  

ü دقت کنید!  
n«طور  و همین»  انتخاب شدهء شیr«در رابطه بالا ازآنجاکه ترتیب در  r−ها در  مهم نیست، جایگشت آن» مانده  شیء باقی

  .گیرد تا در حالات انتخاب محاسبه نشوند مخرج قرار می
  کتاب را به عنوان کتاب سال برگزید؟3 کتاب،12توان از به چند طریق می 1 مثال

1 (36  2 (1320  3 (72  4 (220  
 .  درست است4گزینه  :حل

  :ها در انتخاب تأثیري ندارد برابر است  تا، وقتی ترتیب کتاب12 کتاب از3هاي تعداد انتخاب

  
( )

12 12! 220
3 3! 12 3 !

 
= =  − 

  

 سؤال پاسخ 18ها به طور دلخواه به آموزان خود داده است که آن  سؤال به دانش20دبیر حسابداري در امتحان آخر ترم 2 مثال
 ند؟توانند سؤالات خود را برگزین آموزان به چند طریق می دانش. دهند
1 (190  2 (380  3 (360  4 (180  

 .  درست است1گزینه  :حل
  : سؤال که ترتیب انتخاب در آن اهمیتی ندارد، برابر است با20 سؤال از18انتخاب

  
( )

20 20! 19 20 190
18 18! 20 18 ! 2

  ×
= = =  − 

  

 کتاب ریاضی را به عنوان 2تاي آن آمار و بقیه ریاضی هستند، یک کتاب آمار و5 کتاب که12توان از به چند طریق می 3 مثال
 کتاب سال برگزید؟

1 (220  2 (110  3 (205  4 (105  
 .  درست است4گزینه  :حل

  5
1

 
=  

 
   تا5 کتاب آمار از1تعداد حالات انتخاب

  7
2

 
=  

 
   تا7 کتاب ریاضی از2انتخابتعداد حالات 
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  :بنا بر اصل ضرب، کل حالات انتخاب برابر است با

  5 7 5! 7! 5 21 105
1 2 1!4! 2!5!

   
= × = × =  

   
  

 وسیله تبلیغاتی رادیو، تلویزیون، 4شده را با یکی از  متن تهیه5اگر دایره بازاریابی و فروش شرکتی بخواهد یکی از 4 مثال
 پذیر است؟  مجله و روزنامه آگهی کند، این کار به چند طریق امکان

1 (9  2 (5  3 (20  4 (24  
 . ست درست ا3گزینه  :حل

  5
1

 
=  

 
   متن5تعداد حالات انتخاب یکی از

  4
1

 
=  

 
  وسیله تبلیغاتی4تعداد حالات انتخاب یکی از

  :بنا بر اصل ضرب، کل حالات انتخاب برابر است با

  5 4
5 4 20

1 1
   

= × =  
   

  

 5 پرسش از3شده پاسخ دهد با این شرط که باید حداقل  پرسش داده13 پرسش از10دانشجویی موظف است به 5 مثال
   سؤالات به چند طریق ممکن است؟پاسخ به. پرسش اول را پاسخ دهد

1 (264  2 (272  3 (276  4 (286  
  . درست است3گزینه  :حل

 8تاي اول را پاسخ دهد و بقیه را از5تا از3که حداقلاي  گونه  سؤال پاسخ دهد به13 سؤال از10در این سؤال دانشجو باید به
  .سؤال بعدي انتخاب کند

5 8 5 8 5 8
10 8 5 28 1 56 276

3 7 4 6 5 5
↓ ↓ ↓

           
+ + = × + × + × =           

             
  

   تاي اول5 تا از 3 تاي اول   5 تا از 4    تاي اول 5 تا از 5                                                            

 نفر از بین کارگران انتخاب کرد به طوري که حداکثر 3توان به چند طریق می.  کارگر یک کارگاه مرد هستند7نفر از4 6 مثال
 یک نفر زن باشد؟ 

1 (21  2 (22  3 (18  4 (19  

  .  درست است2گزینه  :حل

  3 4 3 4
22

0 3 1 2
     

⇒ + =     
     

   حداکثر یک زن≡هیچ زن یا یک زن 

 :چند انتخاب وجود دارد اگر. ها را به یک مهمانی دعوت کند  نفر آن5خواهد که می دوست دارد 8فردي 7 مثال
  دو نفر از دوستان وي با هم اختلاف داشته باشند و نخواهند با هم شرکت کنند؟) الف
  که با هم دعوت شوند در مهمانی شرکت کنند؟ دو نفر از دوستان وي درصورتی) ب
   :حل
  :بینی است هاي زیر قابل پیش  وضعیت:راه حل اول) الف

2:کنیم  هر دو نفر را دعوت نمی-1
0

 
 
 

8دوست از5؛ یعنی انتخاب  2 6− 6:مانده  نفر باقی=
5
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2:کنیم  یکی از دو نفر را دعوت می-2
1

 
 
 

8 نفر دیگر را از4 و 2 6− 6:کنیم مانده انتخاب می نفر باقی=
4

 
 
 

  

  :بنابراین تعداد کل حالات مساعد برابر است با

  2 6 2 6
6 2 15 36

0 5 1 4
     

+ = + × =     
     

  

  .کنیم کنیم، یعنی حالاتی که دو نفر با هم دعوت شوند را از کل حالات انتخاب کم می استفاده می از حالت مکمل آن :راه حل دوم

8: نفر برابر است با8 نفر از5)دعوت(کل حالات انتخاب 
5

 
 
 

  

8 مهمان دیگر از3ارت است از انتخاب دو نفر و انتخابدو نفر مورد نظر عب) دعوت(حالات انتخاب  2 6−   :مانده؛ یعنی  نفر باقی=

  2 6
20

2 3
  

=  
  

  

  :بنابراین تعداد کل حالات مساعد برابر است با

  8
20 56 20 36

5
 

− = − = 
 

  

  : استبینی هاي زیر قابل پیش  وضعیت)ب

 :کنیم مانده انتخاب   نفر باقی6 دو نفر خاص را دعوت کرده و سه مهمان دیگر را از بین-1
2 6
2 3

  
  
  

  

2  :مانده انتخاب کنیم نفر باقی6 مهمان را از میان 5 دو نفر خاص را دعوت نکنیم و هر-2 6
0 5

  
  
  

  

  :بنابراین تعداد کل حالات مساعد برابر است با

  2 6 2 6
20 6 26

2 3 0 5
     

+ = + =     
     

  

 توان نوشت؟  حرفی می4چند کلمه» حسابداري«با حروف کلمه  8 مثال
1 (4!  2 (8!  3 (20160  4 (1020  

 .  درست است4گزینه  :حل
 4 حرفی خواسته شده است، بنابراین ابتدا باید4 حرف است اما در مسئله، تعداد کلمات7تعداد حروف متمایز کلمه حسابداري،

 حرف ضرب کرد؛ جواب حاصل تعداد کلماتی است که 4هاي این  حرف متمایز انتخاب کرد و در تعداد جایگشت7حرف از بین
ها تکرار شده است،  دو بار در آن» الف«حال باید کلماتی را در نظر بگیریم که حرف . تواند باشد یک بار می» الف«ها حرف  در آن

هاي آن ضرب   حرف انتخاب و در تعداد جایگشت6ماند که باید از بین  حرف دیگر باقی می2،»الف«بنابراین به غیر از دو حرف 
در نهایت باید دو جواب به دست آمده را با هم . آمده است» الف «ها دو بار حرف جواب حاصل، تعداد کلماتی است که در آن. کرد

  .جمع کنیم
7 6 4!4! 1020
4 2 2!

↓ ↓

   
× + × =   

    
  

   حرفی4تعداد کلمات
  »الف«داراي دو حرف 

   حرفی4تعداد کلمات
  »الف«داراي حداکثر یک حرف 
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 :مطلوب است محاسبه. در نظر بگیریدحروف کلمه حسابداران را  9 مثال
  . حرفی با حروف کلمه مورد نظر9تعداد کلمات) الف
  . حرفی با حروف کلمه مورد نظر4تعداد کلمات) ب
  .در آن باشد» س« حرفی که حرف 4تعداد کلمات) ج
  .شروع شود» س« حرفی که با حرف 4ماتتعداد کل) د
   :حل

  . بار تکرار شده است3در آن» الف« حرف است که حرف 9داراي» حسابداران«کلمه 

!9 حرف نامتمایز برابر است با3 حرف با9تعداد جایگشت) الف
3!

 .  
در آن حداکثر یک بار تکرار » الف«تشکیل شده و حرف ) ح، س، ا، ب، د، ر، ن( حرفی را که از حروف 4ابتدا تعداد کلمات )ب

    .آوریم شده است، به دست می
7

:
4

 
 
 

7   حرف متمایز7 حرف از بین4انتخاب  
4!

4
 

= × 
 

  داد حالاتتع

 ⇒



  
:    حرف متمایز در کلمه4جایگشت  !4

  :آوریم  بار تکرار شده است، به دست می2در آن» الف« حرفی را که حرف 4سپس تعداد کلمات
  )ا ، ا(  و  )ح ، س ، ب ، د ، ر ، ن(

         6 4!
2 2!

 
× 

 
↓↓

  ⇒
  

   حرف2             
  

  

   حرف2
   حرف4جایگشت

  »الف« حرف نامتمایز 2با
   حرف2انتخاب

         حرف متمایز6از

  :آوریم  بار تکرار شده است، به دست می3در آن» الف« حرفی را که حرف 4در نهایت تعداد کلمات
  )ا ، ا ، ا(  و  )ح ، س ، ب ، د ، ر ، ن(

        6 4!
1 3!

 
× 

 
↓↓

  ⇒
  

   حرف1              
  

  

   حرف3
   حرف4جایگشت

  »الف« حرف نامتمایز 3با
   حرف1انتخاب

         حرف متمایز6از

  : حرفی برابر است با4کلماتبنابراین تعداد 

  7 6 64! 4!4!
4 2 12! 3!

     
× + × +     

     
  

  .ها را بررسی کنیم  حرف دیگر را انتخاب کرده، سپس جایگشت3 حرف باشد، باید4یکی از» س«که حرف  درصورتی) ج

  :حداکثر یک بار تکرار شده است، بنابراین» الف«کنیم حرف  ابتدا فرض می
  )ح ، ا ، ب ، د ، ر ، ن(  و) س(

6
4!

3
 

× 
 

   ⇒  

     حرف1


  

   حرف3
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  : بار تکرار شده است، بنابراین2،»الف«کنیم حرف  سپس فرض می
  )ح ، ب ، د ، ر ، ن(  و  )ا ، ا(  و )س(

5 4!
1 2!

 
× 

 
   ⇒  

   حرف1
  

  

     حرف2
  

   حرف1

  : بار تکرار شده است، بنابراین3،»الف«کنیم حرف  درنهایت فرض می
  )ا ، ا ، ا(  و) س(

4!
3!

   ⇒  

   حرف1
  

  

   حرف3
  

  :برابر است با» س« حرفی شامل حرف 4بنابراین تعداد کلمات

  6 5 4! 4!4!
3 1 2! 3!

   
× + × +   

   
  

 حرف دیگر را انتخاب کرده، 3ست و باید حرفی باشد، محل آن ثابت ا4ابتداي کلمه» س«که قرار باشد، حرف   درصورتی)د
  :ها را بررسی کنیم جایگشت آن

  :ها تکرار شده است، بنابراین حداکثر یک بار در آن» الف«آوریم که حرف  ابتدا تعداد کلماتی را به دست می
  )س(  و  )ح ، ا ، ب ، د ، ر ، ن(

6
3!

3
 

× 
   

⇒
  

     حرف3            
  

  )ثابت( حرف 1

  : بار تکرار شده است، بنابراین2،»الف«کنیم حرف  سپس فرض می
  )س(  و  )ا ، ا(  و) ، ر ، نح ، ب ، د (

5 3!
1 2!

 
× 

 
  ⇒

  

   حرف1            
  

  

     حرف2
  

  )ثابت( حرف 1

  : بار تکرار شده است، بنابراین3،»لفا«کنیم حرف  درنهایت فرض می
  )س(  و) ا ، ا ، ا(

3! 1
3!

=  ⇒
  

   حرف3
  

  

  )ثابت( حرف 1

  :شروع شده است، برابر است با» س« حرفی که با حرف 4ماتبنابراین تعداد کل

  6 5 3! 3!3!
3 1 2! 3!

   
× + +   

   
  

ü دقت کنید!  
  .شود، مگر آنکه به طور صریح قید شود انتخاب با جایگذاري است فرض انتخاب، بدون جایگذاري در نظر گرفته می همواره به طور پیش

  روابط مهم در ترکیب
n n
r n r

   
=   −   

r  یا   n rC Cn n
−=  1)  
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rبراي مثال براي = 0,1,   : داریم2
n n

1
0 n

   
= =   

   
0  یا   n

n nr = 0 C = C =1→  

n n
n

1 n 1
   

= =   −   
1  یا   n-1

n nr = 1 C = C = n→  

( )n n 1n n
2 n 2 2

−   
= =   −   

)  یا   )2 n-2
n n

n n 1
r = 2 C = C =

2
−

→  
  

n 1 n n
r r 1 r
+     

= +     −     
r  یا   r-1 r

n 1 n nC C C+ = +  2)  
  

( ) n 0 n 0 1 n 1 n 0 n
n n na b C a b C a b C a b−+ = + + +  3)  

  

nn n n n
2

n0 1 2

       
       
       

      
=+ + +… 0  یا  + 1 2 n n...C C C C 2n n n n =+ + + +  4)  

  . استn2 عضوي،nاز یک مجموعه) ها انتخاب(به عبارت دیگر، مجموع تمام ترکیبات 
  

n n n n n n

0 2 n 1 3 n -1
... ...           

           =
           
           

+ + + + + +  n     زوج:

nبراي مثال براي   : داریم=4

  
4 4 4 4 4

0 2 4 1 3

         
         + + = +
         
         

  

n n n n n n

0 2 n -1 1 3 n
... ...           

           =
           
           

+ + + + + + n     فرد :

nبراي مثال براي   : داریم=3

  
3 3 3 3

0 2 1 3

       
       + = +
       
       

  

n 1n n
2

i i
−   

= =   
   

∑ ∑  5)  

    i:    زوج               i:فرد
  نفره انتخاب کرد؟2توان یک تیم حداقل نفر به چند طریق می 6از بین 1 مثال

1 (247  2 (216  3 (164  4 (57  
 . درست است4زینه گ :حل

) شیءr، تعداد کل حالات انتخاب)4(با توجه به رابطه  )r 0 ,1,..., n=از nشیء برابر n2ر این سؤال که بنابراین د.  است
  :توان از مکمل آن استفاده کرد  انتخاب خواسته شده است می2حداقل

  :راه حل اول

  6 6 6
2 64 1 6 57

0 1
   

= − − = − − =   
   

   انتخاب2حداقل=کل حالات−) انتخابهیچ+ انتخابیک(
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  :راه حل دوم

  6 6 6 6 6
57

2 3 4 5 6
         

= + + + + =         
         

   انتخاب2 حداقل

0گاه مقدار  زوج باشد، آنnاگر 2 مثال 1 2 n
n n n nC C C C− + − +چقدر است؟  

1 (0  2 (1  3 (n2  4 (n 12 −  

  . درست است1گزینه  :حل
  : زوج داریمnبراي) 4( با توجه به رابطه :راه حل اول

  0 2 n 1 3 n 1 0 1 2 n
n n n n n n n n n nC C C C C C C C C C 0−+ + + = + + + → − + − + =    

n مثلاً اگر.توان به نتیجه رسید  با یک عددگذاري ساده نیز می:راه حل دوم   :  را در نظر بگیریم، داریم=2
  0 1 2

2 2 2C C C 1 2 1 0− + = − + =  
   سلولk شیء متمایز درnتوزیع

ها در  تاي آنknو... ها در سلول دوم،  تاي آن2nها در سلول اول، تاي آن1nطوري که سلول به kء در  شیnتعداد تقسیمات
  :ام قرار گیرد، برابر است باkسلول

1 2 k 1 2 k

n n!
n n n n !n ! ...n !

 
=  

   

بازي و به هر   اسباب3ترین بچه که به کوچک بچه تقسیم کرد به شرط آن4بازي را بین  اسباب9انتو به چند طریق می 1 مثال
 بازي برسد؟   اسباب2هاي دیگر کدام از بچه

1 (27  2 (108  3 (5674  4 (7560  

 .  درست است4گزینه  :حل

  9! 7560
3!2!2!2!

=  

 )82مدیریت ـ (   نفره نشاند؟2 نفره و یک اتاق3اق نفره، یک ات4 نفر کارمند را در یک اتاق9توان به چند طریق می 2 مثال
1 (1400  2 (1260  3 (72  4 (24  

 . درست است2گزینه  :حل

  9 9! 1260
4 3 2 4! 3! 2!

 
= = 

 
  

 خوراك ماهی و یک خوراك میگو 4 خوراك مرغ،3توانند  نفر شام را با هم صرف کنند، به چند طریق می8اگر 3 مثال
 سفارش دهند؟

1 (280  2 (80  3 (8!  4 (360  

 . ست استدر 1گزینه  :حل

  8! 280
3! 4!1!

=  
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  (Permutation) بدیلت
گاه حالات  انتخاب اهمیت داشته باشد، آن rترتیب، ) شیءn شیء ازrانتخاب (ترکیبهرگاه در  :تعریف

rها با نماد مختلف این ترتیب
nPشود  نشان داده و به صورت زیر محاسبه می: 

( )
r
n

n!P ; n r
n r !

= ≥
−

  

ü دقت کنید!  
ها  صورت یکسان بودن، ترتیب آنها متفاوت باشد و یا در  دو ترتیب وقتی متمایز هستند که یا مجموعه اشیاي به کار رفته در آن

  .متفاوت باشد

  دیلتفاوت اصلی ترکیب و تب
 ترتیب کند، از ترکیب و در غیر این صورت ازایجاد حالت جدیدي   نتواند اشیا انتخاب در ترتیبتغییر در مسایلی که ،به طور کلی
  :بنابراینشود؛  استفاده می

هاي مختلف  نفر، انتخاب چند شیء از میان اشیاي مختلف و مخلوط کردن رنگدر مسایلی مانند انتخاب چند نماینده از بین چند 
  .کنیم  استفاده میترکیبهاي جدید، از  براي ساختن رنگ

هاي مدیر، حسابدار، معاون، یا انتخاب سه جایزه براي شاگرد اول، دوم و سوم، از  اما در مسایلی مانند انتخاب سه نفر براي پست
  .مکنی  استفاده میبدیلت

 : دانشجو به طوري که10 دانشجو از بین3مطلوب است محاسبه تعداد حالات انتخاب 1 مثال
  )ترتیب اهمیت ندارد. (به عنوان شاگردان ممتاز معرفی شوند) الف
  )ترتیب اهمیت دارد. (به عنوان شاگرد اول، دوم، سوم معرفی شوند) ب

   :حل

3  )الف
10

10 10!C 120
3 3!7!

 
= = = 

 
  

  )ب
( )

3
10

10!P 720
10 3 !

= =
−

  

به چند . شود  نام استخراج می4دار و منشی،  عضو یک باشگاه، براي انتخاب رییس، نایب رییس، خزانه10از فهرست نام 2 مثال
  توان این کار را انجام داد؟ راه مختلف می

1( 210  2 (5040  3 (8400  4 (2450  

 . درست است2گزینه  :حل

  
( )

4
10

10!P 5040
10 4 !

= =
−

  

. رمند اداري و یک فروشنده انتخاب کرده است نوع گزینش متفاوت براي استخدام، به ترتیب یک کا20شرکتی با امکان 3 مثال
  اند؟ داوطلبان این دو شغل چند نفر بوده

1 (40  2 (20  3 (10  4 (5  
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 . درست است4گزینه  :حل
. بار گزینش متفاوت انتخاب کرده است20 یک کارمند و یک فروشنده را با به ترتیب داوطلب این دو شغل، nاین شرکت از میان

یک فروشنده؛ بنابراین  یک کارمند باشد و کدام دقت کنید که چون دو شغل کارمند و فروشنده متفاوت است مهم است که کدام
  ).اولی کارمند و دومی فروشنده یا اولی فروشنده و دومی کارمند(دارد ترتیب انتخاب اهمیت 

  
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )2

n
n n 1 n 2 !n! n!P 20 20 n n 1 20 n 5

n 2 ! n 2 ! n 2 !
− −

= → = → = → − = → =
− − −

  

  نفر در یک مسابقه شرکت کنند، به چند طریق ممکن است جوایز اول، دوم و سوم را دریافت کنند؟9گرا 4 مثال
 )79  ـ و مدیریت81  ـحسابداري(  

1 (84  2 (504  3 (635  4 (3024  

 . درست است2گزینه  :حل
  :ترتیب جوایز مهم است، بنابراین

  
( )

3
9

9! 9!P 9 8 7 504
9 3 ! 6!

= = = × × =
−

  

  انتخاب با جایگذاري
گردانیم، سپس انتخاب جدید   شیء متمایز به روش با جایگذاري، در هر انتخاب ابتدا انتخاب قبلی را برمیn شیء ازrدر انتخاب
  :شود؛ درنتیجه ترتیب انتخاب مهم است و داریم انجام می

r...n n n n n= × × × × =
  با جایگذاري  شیءn شیء ازrتعداد حالات انتخاب  

  

   rر با    

  . شیء وجود داردn انتخاب، هموارهrدر انتخاب با جایگذاري، در هر مرحله از :نکته

 . کنید، دو شی ء را یک بار با جایگذاري و بار دیگر بدون جایگذاري انتخابc وa،bاز بین سه شیء 1 مثال
   :حل

 با جایگذاري بدون جایگذاري
  تبدیل  ترکیب

nحالت 3rC 3n r 2
   

= = =   
   

rحالت  
n

3!P 6
1!

= =  
rحالت 2n 3 9= =  

a , b
a , c
b , c

  

  انتخاب دوم

b
a
c
a
c
b

↓

  

  انتخاب اول

a
b
a
c
b
c

↓

  

  انتخاب دوم

a
b
c
b
a
c
a
c
b

↓

  

  انتخاب اول

a
b
c
a
b
a
c
b
c

↓
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   عنصر است به ترتیب کدام است؟5اي که داراي تایی با جایگذاري و بدون جایگذاري از جامعه هاي سه تعداد نمونه 2 مثال
1 (5 , 125  2 (10 , 125  3 (10 , 243  4 (20 , 243 

 .  درست است2گزینه  :حل

  r 3: n 5 125=   انتخاب با جایگذاري=

  3r
n 5

5 5!: C C 10
3 3!2!

 
= = = = 

 
  انتخاب بدون جایگذاري

  )جورها( مسئله انطباق
یک در جایگاه  ها به طوري که هیچ  مفروض باشند، به ترتیب قرارگرفتن آنc وa،bاگر سه حرف :تعریف

  .شود میفعلیشان قرار نگیرند، ترتیب ناسازگار گفته 
  :ء متمایز برابر است با  شیnهاي ناسازگار  تعداد ترتیب-1

  ( ) kn

k 0

1
n!

k!=

−
∑  

  : شیء متمایز برابر است باnء از  شیrهاي ناسازگار  تعداد ترتیب-2

  
( )

( ) kr

k 0

1n!
n r ! k!=

−
− ∑  

ü دقت کنید!  
rناسازگاري برابر n r−ت سازگاري اس. 

مطلوب است تعداد حالاتی . دارند اند، هر یک به تصادف یک پالتو برمی  نفر که پالتوهاي خود را در محلی آویزان کرده3 1 مثال

 .لتوي خود را برنداشته باشدها پا یک از آن که هیچ

1 (8  2 (6  3 (4  4 (2 

  .  درست است4گزینه  :حل

  :داریم) 1(بنا بر حالت 

  ( ) ( )k kn 3

k 0 k 0

1 1 1 1 2n! 3! 6 1 1 6 2
k! k! 2 6 6= =

− −  = = − + − = × = 
 

∑ ∑  

 خودشان را دریافت کنند، کدام است؟ نفر نامه 7تعداد حالاتی که فقط. فرستیم  نامه می10ر، نف10براي 2 مثال

1 (10!
7!

  2 (7  3 (240  4 (70  

 .  درست است3گزینه  :حل

 :داریم) 2( نفر نامه خودشان را دریافت نکنند، درنتیجه بنا بر حالت 3 نفر نامه خودشان را دریافت کنند یعنی7فقط

  
( )

( )
( )

( )k kr 3

k 0 k 0

1 1n! 10! 1 1720 1 1 240
n r ! k! 10 3 ! k! 2 6= =

− −  = = − + − = − −  
∑ ∑ 
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  (Probability)احتمال 
  :تدا باید عناوین زیر مطرح شوندبراي بیان مفهوم احتمال، اب

   (Experiment)آزمایش 
به . شود در نظریه احتمال، هر عملی که نتیجه آن را نتوان از پیش تعیین کرد آزمایش نامیده می :تعریف

  .بینی عبارت دیگر آزمایش فرآیندي است با نتایج محدود و غیر قابل پیش

   (Sample Space)فضاي نمونه 
 .کن یک آزمایش را فضاي نمونه آن آزمایش گویندمجموعه تمام پیامدهاي مم :تعریف

  :براي مثال، فضاي نمونه پرتاب دو سکه به صورت زیر است
S)ش و ش(، )ش و خ(، )خ و ش(، )خ و خ({   {=  

  فضاي نمونه محدود و نامحدود
براي مثال شرکتی را در نظر بگیرید که . ، آن فضاي نمونه نامحدود استاي نامتناهی باشد اگر تعداد اعضاي فضاي نمونه

. ها را آزمایش کند تا به اولین لامپ معیوب برسد قدر لامپ خواهد آن مأمور کنترل کیفیت این شرکت می. تولیدکننده لامپ است
  :فضاي نمونه این آزمایش به صورت زیر است

  { }S 1 , 2 , 3 , ...=  
 نمونه تعداد محدودي عضو داشته باشد، آن فضاي نمونه محدود است، مانند فضاي نمونه پرتاب یک تاس که به صورت اگر فضاي
  :زیر است

  { }S 1,2,3, 4,5,6=  

  فضاي نمونه گسسته و پیوسته
  فضاي نمونه گسسته

 فضاي نمونه گسسته گویند؛ مانند فضاي اي را که شامل تعداد متناهی یا نامتناهی ولی شمارش پذیر عضو است، فضاي نمونه
شده تا  هاي انتخاب متناهی است و فضاي نمونه تعداد لامپ ها نمونه پرتاب یک سکه یا یک تاس که تعداد عناصر فضاي نمونه آن

  .پذیر است مشاهده اولین لامپ معیوب، که تعداد عناصر آن نامتناهی ولی شمارش

  فضاي نمونه پیوسته
باشد، اصطلاحاً آن را فضاي نمونه پیوسته گویند؛ ) یک فاصله(امل مجموعه تمام اعداد بین دو حد مشخص اگر فضاي نمونه ش

  .کند اي صرف می مانند مدت زمانی که کارگري براي کار روي قطعه
  { }S t : 4 t 6= ≤ ≤  

  (Event)پیشامد 
 . استSاي از فضاي نمونه در نظریه احتمال، پیشامد زیرمجموعه :تعریف

Sتاس با فضاي نمونهبراي مثال، در پرتاب یک  {1,2,3, 4,5,6}=:  
  : A   پیشامد زوج آمدن={2,4,6}

  : B {    آمدن7پیشامد={
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  اجتماع و اشتراك دو پیشامد
  :توجه به دو نمودار زیر کاملاً آشکار استمفهوم اجتماع و اشتراك با 

    
ü دقت کنید!  

 .است» و«به مفهوم  اشتراك با نماد و» یا« به مفهوم اجتماع با نماد
  : به صورت زیر باشند، داریمB وAبراي مثال اگر در پرتاب یک تاس پیشامد هاي

: Aزوج آمدن 
: Bآمدن3بیشتر از   

 

A = {2, 4,6}

B = {4,5,6}

A B = {4,6}

A B = {2,4,5,6}





  

  پیشامد) متمم(مکمل 
CA« که با یکی از علایم Aاه مکملگ  پیشامد وقوع یک حادثه باشد، آنAاگر , A , A′« شود، عدم وقوع حادثه  نشان داده می

  :دهد، که را نشان می

  

'A A = { }∅  

  : به صورت زیر باشند، داریم′A وAبراي مثال اگر در پرتاب یک تاس، پیشامد هاي

: Aدنزوج آم 
: A′فرد آمدن 

  

A = {2, 4,6}

A = {1,3,5}

A A = { }

A A = {S}

′

′ ∅

′
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 احتمال

) را که باAاندازه شانس وقوع پیشامد :تعریف )P Aل پیشامدشود، احتما  نشان داده میAبه عبارت .  گویند
)دیگر شانس وقوع پیشامد خاصی را گویند که )0 P A 1≤ ≤.  

   از نظر احتمال وقوعانواع پیشامد
  

  مثال  احتمال وقوع  پیشامد
)   پیشامد غیرممکن)1 )P A    در پرتاب تاس7پیشامد ظاهر شدن  =0
)   پیشامد تصادفی)2 )0 P A 1<   پیشامد ظاهر شدن شیر در پرتاب سکه  >
)  )یقینی( پیشامد حتمی )3 )P A )پیشامد وقوع فضاي نمونه  =1 )S  

  

  )اي افراز فضاي نمونه(گروه کامل حوادث 
  

n )مجزاي (جدا از هم یکی از پیشامدهاي A وقوع حادثههرگاه نتیجه :تعریف 2 1A ,..., A ,Aگاه  باشد، آن 
n 2 1A ,..., A ,Aرا گروه کامل حوادث گویند .  

  

  :به عبارت دیگر

( ) ( )
n1 2 k

i 1 2 k
i 1i j

S A A ... A
P A P A A ... A 1

A A i j =

= → = =
= φ ≠

∑
  

  


  

  
  :داریم هستند و گروه کامل حوادث، پیشامدهاي مکمل :نکته

  ( )P A A 1′ =  
) باشد و این دو حادثه، کل را بپوشانندA برابر احتمال وقوع حادثهB، k اگر احتمال وقوع حادثه :نکته ) ( )( )P A P B 1+  :، داریم=

  ( ) ( )1 kP A , P B
k 1 k 1

= =
+ +

  

)هرگاه فضاي نمونه شامل چهار پیشامد باشد و مثال ) ( )1 2P e 2P e=و ( ) ( )3 4
1

P e P e
4

= ) باشد،= )1P eو ( )2P eرا پیدا کنید . 

1 (1 1,
2 2

  2(  1 1,
4 2

  3 (1 2,
3 3

  4 (1 1,
6 3

  

 .  درست است4گزینه  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4P e P e P e P e 1+ + + =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 1
1 1 1 1 12P e P e 1 3P e P e , P e
4 4 2 6 3

+ + + = → = → = =  
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  )شانس هم(تراز  پیشامدهاي هم
n یکی از پیشامدهايAهرگاه نتیجه وقوع حادثه 2 1A ,..., A ,Aتراز  فرض، این پیشامدها هم گاه به طور پیش  باشد، آن

1ها برابر با شوند و احتمال وقوع آن در نظر گرفته می) سشان هم(
n

  : است؛ به عبارت دیگر

  ( )i
1P A ; i 1,2,..., n
n

= =  

1براي مثال در پرتاب یک تاس، احتمال وقوع هر یک از اعداد روي تاس با هم برابر و مساوي
6

  . است

  ( )i
1P A ; i 1 , 2 , , 6
6

= =   

1یا در پرتاب یک سکه سالم، احتمال وقوع شیر آمدن یا خط آمدن با هم برابر و مساوي
2

  . است

)خط و شیر   )i
1P A ; i
2

= =  
براین شوند؛ بنا تراز در نظرگرفته می فرض هم براي هر حادثه به طور پیش)  حوادثگروه کامل(پیشامدهاي ممکن  :نکته

1گاه احتمال وقوع هر یک برابر  باشد، آنkکه تعداد پیشامدهاي ممکن براي یک حادثه برابر درصورتی
k

  . است

  انواع بیان احتمال
   احتمال کلاسیک-1

) تعداد حالات مساعد (Aاز تعداد عضوهاي پیشامد عبارت است Aاحتمال وقوع پیشامد خاصی مانند :تعریف
  ).تعداد حالات ممکن( فضاي نمونه به تعداد عضوهاي

  :به عبارت دیگر
    تعداد حالات مساعد
  تعداد حالات ممکن

( ) ( )
( )

n A
P A

n S
= =  

,6اعداد 1 مثال 5, 4, 3,  با هم بیرون بیاوریم، با کدام احتمال مجموع اگر دو مهره را. اند  مهره یکسان نوشته شده6 بر روي2,1
  خواهد بود؟3اعداد این دو مهره مضرب

1 (1
3

  2 (1
4

  3 (2
5

  4 (4
15

  
  .  درست است1گزینه  :حل

  ( )
6

n S 15
2

 
→ = = 

 
  حالات ممکن:  مهره 6 مهره از2انتخاب

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ): A 1,2 , 1,5 , 2, 4 , 3,6 , 4,5 n A 5= →   حالات مساعد=

  ( ) ( )
( )

n A 5 1P A
n S 15 3

= = =  

دد تاس اول بیشتر باشد  واحد از ع2احتمال اینکه عدد تاس دوم حداقل. کنیم میدو تاس را به طور متوالی پرتاب  2 مثال
 کدام است؟

1 (2
9

  2 (5
18

  3 (7
18

  4 (11
26
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  . درست است2 گزینه :حل
  ( )n S 36→   حالات ممکن:  کل حالات پرتاب دو تاس=

  حالات مساعد : عدد تاس دوم−عدد تاس اول≤2  

6  5  4  3  2  1  
  تاس دوم

تاس اول
( )1 , 6  ( )1 , 5  ( )1 , 4  ( )1 , 3  −  −  1  
( )2 , 6  ( )2 , 5  ( )2 , 4  −  −  −  2  
( )3 , 6  ( )3 , 5  −  −  −  −  3  
( )4 , 6  −  −  −  −  −  4  

−  −  −  −  −  −  5  

( )n A 10→ =  

−  −  −  −  −  −  6  
  ( ) ( )

( )
n A 10 5P A
n S 36 18

= = = 

احتمال اینکه اول و آخر صف دانشجوي برق باشد، . اند  دانشجوي کامپیوتر در یک صف ایستاده3 دانشجوي برق و5 3 مثال
 ست؟چقدر ا

1 (3
14

  2 (5
14

  3 (9
28

  4 (9
14

  

  .  درست است2گزینه  :حل
  . است!8 نفر در یک ردیف برابر8 تعداد کل حالات قرار گرفتن این:حالات ممکن

  ( )n S 8!=  
 دانشجوي برق انتخاب 5 نفر را از2بنابراین ابتدا. خواهیم دو نفر اول و آخر صف دانشجوي برق باشند می :حالات مساعد

5کنیم می
2

 
 
 

 حالت !2جا شوند یعنی به م جابهتوانند با ه باید دقت کنید که این دو نفر می. دهیم  و در دو انتهاي صف قرار می

  :دهیم  قرار می حالت ردیفی در کنار هم بین این دو نفر!6را به)  کامپیوتر3 برق،3( دانشجوي باقیمانده 6حال. قرار گیرند
  جا شوند توانند جابه دو دانشجوي برق که می

6!

↓ ↓
    

  

( )

( ) ( )
( )

5
n A 2! 6!

2

5 5!2! 6! 2!
n A 2 20 52! 3!P A
n S 8! 7 8 56 14

  
= ×  

 
 

× 
  = = = = =

 ×

  

,1,1,1,2پنج رقم 4 مثال  ت؟ رقمی حاصل زوج باشد کدام اس5احتمال اینکه عدد. دهیم  را به تصادف در کنار هم قرار می2
1 (0.3  2 (0.4  3 (0.5  4 (0.6  
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  . درست است2گزینه  :حل

  ( ) 5!n S
3! 2!

→ :رقمی با ارقام5تمام اعداد= 1,1,1,2 ,    ممکنحالات2

  ( ) 4!n A
3!

→ :رقمی زوج با ارقام5تمام اعداد= 1,1,1,2 ,   حالات مساعد2

  ( ) ( )
( )

4!
n A 43!P A 0.4

5!n S 10
3! 2!

= = = =  

,1,1,1,2 رقمی زوج با ارقام5دقت کنید، براي اعداد  را سمت راست ثابت نگه داریم و بقیه ارقام 2ست یک رقم، کافی ا2
1  .جایگشت با تکرار داشته باشند , 1 , 1 , 2 2

4!
3!

  

دو نفر مورد نظر از آنان در یک اتاق احتمال اینکه . دهیم  نفره به تصادف جاي می3 و2هاي پنج دانشجو را در اتاق 5 مثال
 باشند کدام است؟ جاي نداشته 

1 (0.3  2 (0.4  3 (0.5  4 (0.6  

  .  درست است4گزینه  :حل
  : نفره برابر است با3 نفره و2 نفر بین دو اتاق5تعداد حالات ممکن تقسیم: حالات ممکن

  ( )
5 5!n S 10

2 3 2! 3!
 

= = = 
 

  

اند که طبق  مانده  نفر باقی3حال. دهیم  حالت در دو اتاق جاي می!2ابتدا آن دو نفر خاص را به: حالات مساعد
3 3! 3

2 1 2!1!
 

= = 
 

  : در دو اتاق جاي خواهند گرفت؛ بنابراین داریم

  ( ) ( )
( )

n A 2 3P A 0.6
n S 10

×
= = =  

کنیم؛  رمزي را به تصادف امتحان می). دتوانند تکرار شون ارقام نمی( تشکیل شده است 9 تا0یک قفل رمزدار از سه رقم 6 مثال
  که قفل باز شود چقدر است؟احتمال آن

  :حل
)احتمال کلاسیک   ؛  تعداد مساعد )

( )
n A 1
n S 720

= =  
)  تعداد کل حالات )P A =  

10 9 8 720= × × )تعداد کل حالات= )n S =  
)تعداد مساعد=1→.کند ها قفل را باز می فقط یکی از رمز )n A =  









  

ها به  ار دادن این کارتبا قر. ها نوشته شده است  روي آن6 تا1هاي  کارت وجود دارد که شماره6فرض کنید 7 مثال
ها ساخته شده است، مطلوب است محاسبه احتمال  اي به کمک آن شماره. شود رقمی ساخته می6هاي هاي مختلف، شماره ترتیب

  :شده آنکه شماره ساخته
  .زوج باشد) الف
  . هزار باشد300تر از بزرگ) ب
  . باشد3رقم یکان آن مضرب) ج
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   :حل
!6 بدون محدودیت6 تا1تعداد کل حالات اعداد شش رقمی با ارقام) الف   . است=720

  ( ) ( ) ( )
( )

2, 4, 6 n A 360 1n A 5 4 3 2 1 3 360 P A
n S 720 2

= × × × × × = → = = =  

اند وقتی یک کارت را براي یکی از ارقام انتخاب کنیم، براي ارقام دیگر  ها بر روي کارت نوشته شده توجه کنید که چون شماره
  .توان آن را استفاده کرد در واقع همانند احتمال بدون تکرار ارقام است نمی
  )ب

  ( ) ( )
3, 4,5, 6

480 2n B 4 5 4 3 2 1 480 P B
720 3

= × × × × × = → = =  

  )ج

  ( ) ( )
3, 6

240 1n D 5 4 3 2 1 2 240 P D
720 3

= × × × × × = → = =  

 لنگه کفش به تصادف انتخاب شود، احتمال پیشامدهاي زیر را به 8اگر. شود گهداري می جفت کفش ن10در کمدي 8 مثال
 :دست آورید

  .هیچ جفت کفش انتخاب نشود) الف
  .درست یک جفت کفش انتخاب شود) ب

   :حل
  :، یعنی)جفت10( لنگه کفش 20 لنگه کفش از بین8عبارت است از انتخاب» ب« و »الف«براي هر دو قسمت : حالات ممکن

  ( )
20

n S
8

 
=  

 
  

 جفت را انتخاب کنیم، سپس یک 10 جفت از8 این ابتدا بایدکدام جفت نباشند، بنابر  لنگه کفش هیچ8خواهیم این می) الف
  :داریم لنگه از هر یک بر

( )
( )

( )

820
n S

88

10
2

10 2 2 2 10 8
n A ... 2 P A

208 1 1 1 8
8

 
= 

 

 
×           = = → =                 

 
 


  

   تا8                                                                         
کنیم و براي  جفت انتخاب می10یعنی یک جفت از.  لنگه کفش دقیقاً یک جفت کفش موجود باشد8خواهیم در این  می) ب

  :داریم کنیم، سپس از هرکدام یک لنگه برمی مانده را انتخاب می  جفت باقی9 جفت از6 لنگه متفاوت ابتدا6انتخاب
   لنگه6                                                               

( )
( )

( )

620
n S

8

9
10 2

10 2 9 2 2 2 6
n A ... P A

201 2 6 1 1 1
8

 
= 

 

 
× ×           = × → =                   
 
 



 
  

   تا                یک جفت6                                                             
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   احتمال هندسی-2
  :شود احتمال هندسی به صورت زیر محاسبه می

    طول، سطح یا حجم مساعد

)  طول، سطح یا حجم کل )P A = 

  احتمال آنکه تیر با دایره برخورد کند کدام است؟. کند اي شکل زیر پرتاب می تیراندازي به تصادف تیري به سمت صفحه مثال

1 (
32
π  2 (

8
π  

3 (
4
π  4 (

2
π  

  
  .  درست است2گزینه  :حل

و تعداد ) حالات کل(جاي تعداد فضاي نمونه  باید به) هفضاي نمونه پیوست(توجه کنید در مسایلی که با شکل مواجه هستیم 
  :مثلاً در این سؤال داریم. حالات مطلوب، مساحت کل و مساحت مطلوب را به دست آوریم
2rπ  22  مساحت دایره

8 4 8
π× π

= =
×

   طول×عرض   
  

  مساحت مستطیل  =
) P به دایره بخوردتیر= ( 

   احتمال آماري-3
  :شانس نیستند، تعریف احتمال به صورت زیر است هایی که پیشامدهاي مقدماتی هم در آزمایش

  

  دهد  تکرار آزمایش روي میN درAتعداد دفعاتی که
N  

) فراوانی نسبی پیشامد = )P A A= 

)توان از فراوانی نسبی به عنوان مبناي احتمال استفاده کرد که تعداد تکرارهاي آزمایش در صورتی می )Nنهایت میل   به سمت بی
  :کند، بنابراین

i
N

) lim f
→∞

) تکرارN درAفراوانی نسبی پیشامد= )
N

P A lim (
→∞

=  

  هاي آزمایش چقدر است؟ احتمال شیر آمدن سکه با توجه به یافته. ار شیر ظاهر شده است ب65 بار پرتاب یک سکه،100در مثال
   :حل

65  بار آزمایش شیر آمده100تعداد دفعاتی که از  0.65
100

= =  
N  

) فراوانی نسبی شیرآمدن = )P A =  
  

  )به صورت برنولی(قانون اعداد بزرگ 
 برابر n باشد، با افزایشεتر از هر عدد مثبتی مانند احتمال اینکه قدرمطلق تفاضل فراوانی نسبی یک حادثه از احتمالش، کوچک

  : است، یعنی1با

  
n

mlim P p 1
n→∞

 
− < ε = 
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 یک از عبارات زیر بیان قانون اعداد بزرگ به صورت برنولی است؟  کدام مثال

1 (
n

mlim P p 0
n→∞

 
− < ε = 

 
  2 (

n

mlim P p 1
n→∞

 
− ≤ ε = 

 
  

3 (
n

mlim P p 1
n→∞

 
− < ε = 

 
  4 (

n

mlim P p 0
n→∞

 
− ≥ ε = 

 
  

  .  درست است3گزینه  :حل

  (Independent & Dependent Events)هاي مستقل و وابسته  مدپیشا
 گویند هرگاه وقوع یا عدم وقوع یک پیشامد، تأثیري در وقوع یا عدم وقوع مستقل دو پیشامد را :1تعریف

  :یشامد دیگر نداشته باشد و داریمپ
( ) ( ) ( )A , B P A B P A P B⇔ = ×مستقل   

  

 مستقل نباشند؛ به عبارت دیگر وقوع یا عدم وقوع یک پیشامد  گویند هرگاهوابسته دو پیشامد را :2تعریف
  :بتواند در وقوع یا عدم وقوع پیشامد دیگر اثر بگذارد، و داریم

( ) ( ) ( )A , B P A B P A P B⇔ ≠ ×وابسته   

A)اگر :نکته , B) باشند، بدیهی است تمام زوج پیشامدهايمستقل (A , B A) و′( , B)′و (A , B )′  هستند و مستقل نیز ′
 .برعکس

)اگر 1 مثال )P A ) و=0.3 )P B ) و=0.2 )P A B 0.06= ادثحو(، رویدادهاي(Aو Bاند؟  چگونه  
  وابسته) 4  ناسازگار) 3  مستقل) 2  مکمل) 1

  .  درست است2گزینه  :حل
  Aو Bاند  مستقل( ) ( ) ( )P A B P A .P B 0.06 0.3 0.2= → = × →  

)که مقدار احتمال دقت کنید، درصورتی )P A Bگاه پیشامدهاي د، آن باش0.06 هر عددي غیر ازAو B وابسته خواهند بود.  

)اگر  2 مثال )P A ) و =0.3 )P B ) مستقل باشند،B وA و=0.2 )P A Bرابر است با ب:  
1 (0.44  2 (0.50  3 (0.56  4 (0.667 

  .  درست است3گزینه  :حل
)مستقل   ) ( )A , B A , B→مستقل  

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )P A B P A P B 1 P A 1 P B 1 0.3 1 0.2 0.7 0.8 0.56= ⋅ = − ⋅ − = − − = =  

)اگر  3 مثال )P A )و  =0.3 )P B 0.2=،Aو B ،مستقل باشند ( )P A B′برابر است با : 
1 (0.24  2 (0.50  3 (0.56  4 (0.667  
  . درست است1گزینه  :حل

  ( )A , B′مستقل ( )A , B    مستقل→

  
( ) ( )

( )

( ) ( )

P A B P A) P(B 0.3 0.8 0.24

P A 0.3

P B 0.2 P B 1 0.2 0.8

′ ′= × = × =

=

′= → = − =
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  سه پیشامد مستقل
 : مفروض هستندC وA،Bسه پیشامد

  
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A B P A .P B

1 P A C P A .P C

P B C P B .P C

2 P A B C P A .P B .P C

=

 =

 =

=







 

  

ü دقت کنید!  
)هرگاه روابط ) و1(   . مستقل هستندC وA،B همزمان برقرار باشند، سه پیشامد2(

)هرگاه فقط رابطه   . دو مستقل هستند  دوبهC وA،B برقرار باشد، سه پیشامد1(

  )79 ـ اقتصاد(   تعریف شده در یک فضاي نمونه از یکدیگر چیست؟C و B و Aشرط استقلال سه واقعه  4 مثال

1(  ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A .P B .P C=   2(  
( ) ( ) ( )P A B P A .P B=  
( ) ( ) ( )P A C P A .P C=  
( ) ( ) ( )P B C P B .P C=  

3(  

( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A .P B .P C=   
( ) ( ) ( )P A B P A .P B=  
( ) ( ) ( )P A C P A .P C=  
( ) ( ) ( )P B C P B .P C=  

  . جاري باشد2 یا 1یکی از دو شرط   )4

  . ت است درس3گزینه  :حل

  (Exclusive Events)پیشامدهاي ناسازگار 

   . باشد، پیشامدها را ناسازگار گویندغیر ممکنهرگاه وقوع همزمان دو پیشامد  :تعریف

  :درنتیجه

  

( )

( ) ( )

( ) ( )

A B P A B 0

A , B P A B P B

P B A P A

= φ → =

 ′⇔ =

 ′ =

 





   ناسازگار

  
  :پیشامدهاي مکمل، ناسازگارند و داریم :نکته

  A A = { } P ( A A ) = 0′ ′∅ →   
 :گاه بدیهی است هر یک، زیرمجموعه مکمل دیگري است؛ به عبارت دیگر  ناسازگار باشند، آنB وAهرگاه دو پیشامد

  ( ) ( )
( ) ( )

A B' P A B P A
A , B

B A ' P A B P B

′⊂ → =⇒  ′⊂ → =




  ناسازگار
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  رابطه پیشامدهاي ناسازگار و وابسته
 اگر دو پیشامد نتوانند با هم اتفاق بیفتند حتماً به هم زیرااند  ابستههرگاه دو پیشامد تصادفی ناسازگار باشند، بدیهی است که و

  .وابسته هستند
  A, Bاند وابسته( ) ( ) ( )

0 0

A , B : P A B 0 P A P B
> >

= × →≠ناسازگار  

  . احتمال هر پیشامد تصادفی، حتماً عددي بین صفر و یک است:یادآوري
  ( ) ( )0 P A 1 , 0 P B 1< < < <  

) مثال )P A ) و=0.1 )P B )و=0.2 )P A B 0=،باشد Aو Bاند؟  نسبت به هم چگونه  
  3 و 2) 4  اند وابسته) 3  ناسازگارند) 2  اند مستقل) 1

 . درست است4گزینه  :حل
  B , Aوابسته نیز هستند.B , A ). ناسازگارند→ )P A B 0= →  

  رابطه پیشامدهاي ناسازگار و مستقل
  .شوند اگر یکی از دو پیشامد مستقل، غیرممکن باشد آن دو پیشامد، ناسازگار و درنتیجه وابسته می

:«ت همزمان، دو پیشامد براي مثال، در پرتاب یک سکه و ریختن یک تاس به صور A7«و » شیر آمدن سکه : Bآمدن تاس «
  :اند، درنتیجه داریم مستقل

  ( ) ( ) ( )P A B P A P B=  
) آمدن تاس غیرممکن است7اما ازآنجاکه پیشامد )( )P B   :یم، دار=0

  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A 0 0= = × =  
  .اند  ناسازگار و در نتیجه، وابستهB وAکه در این صورت دو پیشامد

  احتمال اجتماع دو پیشامد
)رت به صوB وAاحتمال اجتماع دو پیشامد )P A Bتواند یکی از مفاهیم زیر را داشته باشد  می:  

  . اتفاق بیفتدB وAحداقل یکی از پیشامدهاي) الف
  B یاAوقوع پیشامد) ب
  .  اتفاق بیفتدB وAاز پیشامدحادثه متأثر ) ج

  
  روش محاسبه

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A .P B= + −  Aو  Bمستقل   

   

( ) ( ) ( )P A B P A P B= +   Aو Bناسازگار   

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −   

 

)رناسازگا هم  پیشامدهاي مکملزآنجاکها :نکته )P(A A ) 0′ = گروه کامل حوادث و هم ( )P(A A ) 1′ =هستند، بنابراین :  

  ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

P A 1 P A
P A P A 1

P A 1 P A

′= −′+ = → 
′ = −
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)د مستقل و دو پیشامB وAاگر 1 مثال )P A ) و=0.4 )P A B 0.2= ،احتمال اجتماع این دو پیشامد چقدر است؟ باشد 
1 (0.6  2( 0.8  3 (0.7  4 (0.9  

 .  درست است3گزینه  :حل

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B 0.4 0.5 0.2 0.7= + − = + − =   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )B, A P A B P A P B 0.2 0.4 P B P B 0.5→ = → = → =اند مستقل  





  

)اگر 2 مثال )P A B 0.7=و ( )P A    کدام است؟Bمال وقوعدو پیشامد ناسازگار باشند، احت B وAباشد، در صورتی که =0.3
1 (0.4  2 (0.7  3 (0.21  4 (0.3  
 .  درست است1گزینه  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B, A P A B P A P B 0.7 0.3 P B P B 0.4→ = + → = + → =ناسازگارند   
  قوانین دمورگان

  
n n

i i
i 1 i 1

1) P A P A
= =

′   
′   =

   
   
   

  
n n

i i
i 1 i 1

2) P A P A
= =

′   
′   =

   
   
   

  :برقرار هستندبنابراین روابط زیر همواره 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

P A B P A B 1 P A B

P A B P A B 1 P A B

 ′′ ′ = = −

 ′′ ′ = = −

  

  
  

}عددي را به تصادف از فضاي نمونه 3 مثال }1 , 2 , 3 , ... ,  3شده زوج یا مضرب احتمال آنکه عدد انتخاب. کنیم  انتخاب می9
 اشد، کدام است؟ب

1 (1
3

  2 (2
3

  3 (2
9

  4 (5
9

  

 .  درست است2گزینه  :حل

  .هاست  بین دو پیشامد به معنی اجتماع آن»یا«حرف اضافه 

9یک عدد از اعداد , ... , 2 ,    : باشد3شده، زوج یا مضرب خواهیم عدد انتخاب ایم، حال می  انتخاب کرده1

( ) ( ) ( ) ( ) 4 3 1 6 2) P A B P A P B P A B
9 9 9 9 3

= = + − = + − = = عدد زوج یا مضربP (3  

{ } ( ) 42 , 4 , 6 , 8 P A
9

= → Aزوج= :  

{ } ( ) 33 , 6 , 9 P B
9

= → Bمضرب= : 3  

{ } ( ) 16 P A B
9

= → =زوج و مضربA B : 3  
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احتمال .  است0.5 و احتمال اینکه حسین آن را حل کند،0.4احتمال اینکه حسن یک مسئله ریاضی را حل کند، 4 مثال
 : اینکه مسئله حل شود برابر است با

1 (0.2  2 (0.7  3 (0.8  4 (0.9  

  .  درست است2گزینه  :حل

(حسن یا حسین مسئله را حل کنند(   P (حداقل یکی از دو نفر مسئله را حل کنند=) P Pمسئله حل شود=) ( 

  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B 0.4 0.5 0.4 0.5 0.7= + − = + − × =   

  :ازآنجاکه حل مسئله توسط دو نفر، مستقل از یکدیگر است، پس
  ( ) ( ) ( )P A B P A .P B=  

) باشد، مقدارb وaدو به ترتیب دو پیشامد ناسازگار باشند و احتمال آن B وAاگر 5 مثال )c cP A B کدام است؟ 
)cAمتمم Aاست .( 

1 (b a−  2 (1 ab−  3 (1 a b− −  4 (1 a b+ +  

 .  درست است3گزینه  :حل

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

P A B P A B 1 P A B 1 P A P B 1 a b

P A B P A P B P A B P A P B

B , A P A B 0

P A a , P B b

 ′′ ′ = = − = − + = − −
 = + − = +


→ =


= =

  

 


  

)دو پیشامد ناسازگار و B وAاگر 6 مثال )P A ) و=0.4 )P B 0.5′  وارد زیر درست نیست؟یک از م  باشد، کدام=
1 (( )P A B 0.9=  2 (( )P A B 0.6′ =  3 (( )P A 0.6′ =  4 (( )P A B 0′ ′ =  

 .  درست است4گزینه  :حل

  

( )
( ) ( )
( ) ( )

P A B 0

A, B P A B P B

P B A P A

=


′↔ =
 ′ =







   ناسازگارند

  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + − 

( ) ( ) ( )

0
0.4 0.5 0.9

P B 0.5 P B 1 P B 1 0.5 0.5


 = + =



′ ′= → = − = − =

ü)1گزینه  

  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B′ ′ ′= + − 
( )

( )
P B

P A 0.6′= = ü)2گزینه  

  ( ) ( )P A 1 P A 1 0.4 0.6′ = − = − = ü)3گزینه  
  ( ) ( ) ( )P A B P A B 1 P A B 1 0.9 0.1′′ ′ = = − = − =   û)4گزینه  

 ناسازگار
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  قاعده کلی براي اجتماع پیشامدها 
  : گاه  پیشامدهاي دلخواه باشند، آن1A، 2A ،  ...،nAاگر

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

i 1

n 1P A P A P A A P A A A 1 P A A ... An1 2i i i j i j k
=

+= − + − −
 
  
 

∑ ∑ ∑       
  

  : داریمC وA،Bبراي مثال، براي سه پیشامد
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P A B P A C P B C P A B C= + + − − − +        

  اجتماع و ناسازگاري
kهرگاه پیشامدهاي 2 1A ,..., A , Aگاه اشند، آنو به دو ناسازگار ب د:     

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k

1 2 k 1 2 k i i
i 1i 1

P A A ... A P A P A ... P A P A P A
==

 
 = + + + → =
 
 

∑    

  اجتماع و استقلال
kهرگاه پیشامدهاي 2 1A ,..., A , Aگاه  از هم مستقل باشند، آن:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 k 1 2 k 1 2 k 1 2 kP A A .... A 1 P A A .... A 1 P A A .... A 1 P A P A ...P A′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − = − = −       

زي سو اند، به هنگام آتش ن هر یک از سه آژیر خطر مستقلی که در یک فروشگاه نصب شدهاحتمال به صدا درآمد 1 مثال
 )82اقتصاد ـ (  سوزي حداقل یکی از سه آژیر خطر به صدا در آید، چقدر است؟ احتمال آنکه به هنگام بروز آتش.  است0.95برابر

1 (0.15  2 (30.95  3 (( ) 31 0.05−  4 (( ) 31 0.95−  

 .  درست است3گزینه  :حل

)که احتمال به صدا درآمدن هر یک از سه آژیر درصورتی )iP A   باشد، احتمال به صدا درنیامدن هرکدام=0.95

( )iP A 0.05′   : است، بنابراین=
(کدام از سه آژیر به صدا درنیاید هیچ(   1 P (= Pحداقل یک آژیر به صدا درآید− (  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3
3A A A ) P A A A P A P AP( 1 1 1 0.0P 5A= − ′ ′ = − −′ ′ ′ ′ =     

3 سال آینده به ترتیب20احتمال زنده بودن یک زن و شوهر در 2 مثال
5

1 و
2

کم یکی  ن مدت دستاحتمال اینکه در ای.  است

  )80مدیریت ـ (  ها زنده بماند، چقدر است؟ از آن
1 (0.8  2 (0.2  3 (0.6  4 (0.3  

 .  درست است1گزینه  :حل
  .گر هستندماندن زن و شوهر مستقل از یکدی پیشامدهاي زنده: اولاً
  .کم یا حداقل، همان احتمال اجتماع دو پیشامد است احتمال دست: ثانیاً
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( ) 2P A
5

′= )  احتمال زنده نماندن زن= ) 3P A
5

= = احتمال زنده ماندن زن →

( ) 1P B
2

′= )  احتمال زنده نماندن مرد= ) 1P B
2

= =   احتمال زنده ماندن مرد→








  

(هر دو بمیرند(   1 P (= )حداقل یکی از دو نفرزنده بمانند− )P A B P (= 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 2 1P A B 1 P(A B) 1 P A B 1 P A P B 1 0.8
5 2

′ ′ ′ ′ ′= − = − = − × = − × =    

  :به احتمال آنکهمطلوب است محاس. کنند  یک مسئله را حل می0.5 و0.7 و0.4 به ترتیب با احتمالC وB وAسه نفر 3 مثال
  .فقط یکی مسئله را حل کند) الف
  .مسئله حل شود) ب
  :حل
  .فقط یکی یعنی یک نفر مسئله را حل کند و دو نفر دیگر حل نکننداحتمال ) الف

  A) (A حل کندC حل نکنند،B و= P (Bل کندح B حل نکنند،C و+) P P حل کندAحل نکنند،C و+) (  

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

P A B C P A B C P A B C

0.4 0.3 0.5 0.6 0.7 0.5 0.6 0.3 0.5 0.36

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + =

× × + × × + × × =

     
  

  .کنیم حل شدن مسئله به این معناست که حداقل یکی مسئله را حل کند، بنابراین از مکمل آن استفاده می) ب
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C 1 P A B C 1 P A P B P C 1 0.6 0.3 0.5 0.91′ ′ ′ ′ ′ ′= − = − = − × × =     

  تفاضل دو پیشامد
  :هاي زیر توجه کنید کند، به شکل تفاضل دو پیشامد همواره وقوع فقط یکی از پیشامدها را مطرح می

  ):نباشد Bباشد،A) Aاحتمال وقوع فقط
  

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P A B P A B′− = − = 

  
  ): نباشدAباشد،B) Bاحتمال وقوع فقط

  
( ) ( ) ( ) ( )P B A P B P A B P B A′− = − = 

  
  ):تفاضل متقارن (B وAاحتمال وقوع فقط یکی از دو پیشامد

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

P A B P A B P B A P A B P B A

P A B P A B

′ ′∆ = − + − = +

= −
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  :گاه  مستقل باشند، آنپیشامددو اگر  :نکته

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A B P A B P A) P(B

P B A P B A P B) P(A

P A B P A B P B A P A) P(B P B) P(A

′ ′− = = ×

′ ′− = = ×

′ ′ ′ ′∆ = + = × + ×





 

  

 

Aکه گاه ازآنجا  باشند، آن ناسازگارپیشامد  دواگر :نکته B' , B A'⊂   : است، داریم⊃

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A B P A B P A

P B A P B A P B

P A B P A B P B A P A P B

′− = =

′− = =

′ ′∆ = + = +





 

 

)اگر 1 مثال )P A ) و=0.59 )P B ) و=0.3 )P A B 0.21=گاه مقدار ، آن( )P A B است؟ کدام 
1 (0.56  2 (0.38  3 (0.28  4 (0.18  
  . درست است2گزینه  :حل

)با توجه به آنکه ) ( ) ( )P A B P A P B≠ ×کنیم  است دو پیشامد مستقل نیستند، بنابراین از تعریف تفاضل دو پیشامد استفاده می.  

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

P A B P A B P A P A B 0.59 0.21 0.38

P A 0.59 , P A B 0.21

′ = − = − = − =


= =

 


  

1 سال برابر10کتی براي مدت بیشتر ازاحتمال کار کردن یک نفر در شر 2 مثال
6

 کار خود را B وAاگر دو فرد.  است
   سال در شرکت بماند کدام است؟10ها بیشتر از همزمان در این شرکت شروع کنند احتمال اینکه فقط یک نفر از آن

1 (11
36

  2 (5
36

  3 (25
36

  4 (5
18

  
  . درست است4گزینه  :حل

  .اند  مستقلB وAاحتمال کار کردن هر فرد در شرکت، مستقل از دیگري است؛ یعنی
  ( ) ( ) ( ) ( )) P A B P B A P A B P B A′ ′= − + − = + فقط) P (B+فقط) P (A=فقط یک نفرP (  

  ( ) ( ) ( ) ( ) 1 5 1 5 10 5P A P B P B P A
6 6 6 6 36 18

′ ′= + = × + × = =  
  :نتیجه کلی

  لاحتما  پیشامد

B P(A  وA وقوع هر دو پیشامد B)  

B  P(A یا A وقوع حداقل یکی از دو پیشامد B)  

B  P(Aیا  A عدم وقوع حداقل یکی از دو پیشامد B )′ ′  

B(  P(A  و نهA نه(کدام از دوپیشامد وقوع هیچ B )′ ′  

B(  P(A و نه A) A وقوع فقط پیشامد B) P(A B )′− =   

A(  P(B و نه B) B وقوع فقط پیشامد A) P(A B)′− =   

A(  P(B  یا فقطB فقط(وقوع فقط یکی از دو پیشامد  A) P(A B)− + −  
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احتمال آنکه . کنند  هم فوتبال و هم بسکتبال بازي می30% بسکتبال و40% دانشجویان فوتبال،50%اي، در دانشکده 1 مثال
 د، کدام است؟دانشجویی در این دانشکده ورزش نکن

1 (0  2 (0.1  3 (0.4  4 (0.6  

  .  درست است3گزینه  :حل
  ( ) ( ) ( )) P A B P A B 1 P A B ?′′ ′= = = − =  نه فوتبال و نه بستکبال) P Pدانشجویی وزرش نکند=) (  

  ( ): A P A 0.5→   فوتبال=
  ( ): B P B 0.4→   بسکتبال=

  ( ): A B P A B 0.3→ = هم فوتبال و هم بسکتبال  
  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B 0.5 0.4 0.3 0.6= + − = + − =   

  ( ) ( ) ( )P A B P A B 1 P A B 1 0.6 0.4′′ ′ = = − = − =    

 از 60%کننده حداقل مدرك کارشناسی دارند،  افراد مراجعه40%.ت یک نفر استخدام شوددر یک کارخانه قرار اس 2 مثال
شود   میاحتمال اینکه فردي که استخدام. ها حداقل مدرك کارشناسی و سابقه کار نیز دارند  از آن15%ها سابقه کار دارند و آن

   کارشناسی داشته باشد، چقدر است؟حداقل مدركسابقه کار نداشته باشد و 
1 (%15  2 (%20 3( %25 4 (%60  

  .  درست است3گزینه  :حل
  ( )P A 0.4→ Aکارشناسیحداقل مدرك = :   

  ( )P B 0.6→ Bسابقه کار= :   
  ( )P A B 0.15→ =حداقل کارشناسی و سابقه کارA B :  

  ( ) ( ) ( ) ( )) P A B P A B P A P A B 0.4 0.15 0.25 %25′= = − = − = − = = سابقه نداشته و مدرك داشته باشدP ( 

مطلوب است .  باشد0.4 و0.7آنکه زن و شوهري در بیست سال آینده زنده بمانند به ترتیبفرض کنید احتمال  3 مثال
  :محاسبه احتمال آنکه

  .هردو زنده بمانند) الف
  .کدام زنده نمانند هیچ) ب
  ).ست سال آینده شخصی زنده بمانددر بی(حداقل یکی زنده بماند ) ج
  .فقط یکی زنده بماند) د
  .فقط زن زنده بماند) ه

   :حل
  .هر دو زنده بمانند یعنی زن زنده بماند و شوهر هم زنده بماند) الف

  ( )P A 0.4→ Aپیشامد زنده ماندن شوهر= :  
  ( )P B 0.7→ Bده ماندن زنپیشامد زن= :  

  ( ) ( ) ( )P A B P A P B 0.4 0.7 0.28= × = × =  
  . که پیشامد زنده ماندن زن و شوهر مستقل از یکدیگر استدقت کنید

  .کدام زنده نمانند یعنی نه زن و نه شوهر زنده نمانند هیچ) ب
  ( ) ( ) ( )A , B P A B P A P B 0.6 0.3 0.18′ ′ ′ ′ ′ ′→ = × = × =مستقلA , B   مستقل→
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  .حداقل به معنی اجتماع دو پیشامد است) ج
  :راه حل اول

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )P A B P A P B P A B 0.4 0.7 0.4 0.7 0.82= + − = + − =   
  :راه حل دوم

  ) 1 0.18 0.82= − )کدام زنده نمانند هیچ= ) ( )P A B 1 P A B 1 P(′ ′= − = −   
  )د

  :راه حل اول
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )P A B P A B P A .P B P A .P B 0.6 0.7 0.4 0.3 0.54′ ′ ′ ′+ = + = + =   

  :راه حل دوم
  ( ) ( ) ( )P A B P A B P A B 0.82 0.28 0.54∆ = − = − =   

):يیادآور )B, Aاند  مستقل( )B, A′ )اند و مستقل← )B , A′اند مستقل.  
)  )ه ) ( ) ( ) ( )( )P A B P A .P B 0.6 0.7 0.42′ ′= = =  

1.ها واقع شده است دانشگاهی در یکی از استان 4 مثال
3

5.کنند جویی زندگی می دانشجویان آن دانشگاه خارج از خوابگاه دانش
9

 

3ند وا دانشجویان اهل آن استان
4

احتمال اینکه . کنند  دانشجویان اهل آن استان نیستند و در خوابگاه دانشجویی زندگی می
 در است؟شد یا در خوابگاه زندگی کند، چقشود، اهل آن استان نبا دانشجویی که به صورت تصادفی از این دانشگاه انتخاب می

1 (13
36

  2 (8
27

  3 (3
4

  4 (5
36

  

 .  درست است1گزینه  :حل

  ( ) ( ) ( )1 1 2P A P A 1 P A 1
3 3 3

′→ = → = − = − Aدانشجویان غیر خوابگاهی= :  

  ( ) ( ) ( )5 5 4P B P B 1 P B 1
9 9 9

′→ = → = − = − Bدانشجویان اهل استان= : 

  ( ) 3P A B
4

′ ′→ =کنند اهل استان نیستند و در خوابگاه زندگی میA B :′ ′  

  ( ) ( ) ( ) ( ) 2 4 3 13) P A B P A P B P A B
3 9 4 36

′ ′ ′ ′ ′ ′= = + − = + − = اهل استان نباشد یا در خوابگاه زندگی کندP (  
  :دقت کنید، طبق قانون دمورگان داریم

  ( ) ( ) ( )P A B P A B 1 P A B′′ ′ = = −    
)اما چون در این سؤال از )P A Bتوان از این رابطه استفاده کرد  هیچ صحبتی به میان نیامده، نمی.  

  هاي مختلف دو پیشامد  وضعیت
  :ها برقرار است  دو پیشامد دلخواه باشند روابط زیر براي آنBو Aکه درصورتی

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

P A B P A B
P A B P A B

1

′
′

′ ′ ′ ′ ′
′

B B
A P A
A P A

P B P B
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  :درنتیجه همواره داریم

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

P A P A B P A B

P B P B A P B A

P A P A B P A B

P B P B A P B A

′= +

 ′= +


′ ′ ′ ′= +

 ′ ′ ′ ′= +

 

 

 

 

  

)جدول زیر مفروض است؛ 1 مثال )P Aکدام است؟   
1 (0.6  2 (0.3  
3 (0.4  4 (0.2  

B B
A 0.2 ?
A 0.3 0.1

′

′
  

 

 . درست است1گزینه  :حل

  : باشد، داریم1ها باید برابر با توجه به آنکه مجموع احتمال

B B

0.2 0.4 0.6A

A 0.3 0.1

′

+

′

  
( ) ( ) ( )

0.2 0.3 ? 0.1 1 ? 0.4

P A P A B P A B 0.2 0.4 0.6

+ + + = → =

′= + = + = 
  

  :گاه  به صورتی باشند که یکی زیرمجموعه دیگري باشد، آنB وAپیشامدهاي اگر :نکته

  ( ) ( )
( ) ( )

A B P A P B

B A P B P A

⊂ → <

⊂ → <
  

هاي این حوادث صحیح   احتمالارات زیر دربارهیک از عب کدام. گردد  میB باعث وقوع حادثهAدر آزمایشی حادثه 2 مثال
 )71مدیریت ـ (            است؟ 

1 (( ) ( )P A P B>  2 (( ) ( )P A P B≤  3 (( ) ( )P A P B≠  4 (( ) ( )P A P B≥  

  .  درست است2گزینه  :حل
  : شده است پسB باعث وقوع حادثهAچون حادثه

  ( ) ( )A B P A P B⊂ → ≤  

)کران هاي )P A Bو ( )P A B  
)هاي براي آنکه مشخص کنیم هر یک از احتمال )P A Bو ( )P A B توانیم از قوانین زیر  اي قرار دارند، می در چه محدوده

  :استفاده کنیم
)  :1قانون ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )min P A ,P B

P A P B 1 P A B P A , P B+ − ≤ ≤   
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  :دقت کنید که
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B 1 P A P B P A B 1 P A B P A P B 1≤ → + − ≤ → ≥ + −    

)  :2قانون ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
max P A ,P B

P A , P B P A B P A P B≤ ≤ +  

)اگر مثال )P A ) و=0.4 )P B )داقل مقدار باشد، ح=0.7 )P A Bکدام است؟   
1 (0  2 (0.35  3 (0.1  4 (0.3  

 .  درست است3گزینه  :حل
  :با توجه به قانون اول داریم

  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B 1 P A B 0.4 0.7 1 0.1≥ + − → ≥ + − =   
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  هم احتمالمسایل م
  :اند از ترین مسایل مربوط به احتمال عبارت مهم

  پرتاب تاس
  پرتاب سکه

  پرتاب تاس و سکه
   ها مسئله مهره

   سري و موازي مدارهاي
  مسئله کلاسیک روز تولد

  پرتاب تاس
  . استm6تاس، تعداد عناصر فضاي نمونه mدر پرتاب

  ، چقدر است؟6عر پرتاب دوتاس، احتمال ظاهر شدن مجمود 1 مثال
  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: 1,5 , 5,1 , 4 , 2 , 2 , 4 ,   حالات مساعد3,3
  2:   حالات ممکن6

  ( ) 5P A
36

=  

)توجه کنید که زوج   .شود  باید یک بار نوشته 3,3(

  ، چقدر است؟3 و تاس اول کمتر از6رتاب دو تاس، احتمال ظاهر شدن مجموعدر پ 2 مثال

)  .به معنی اشتراك دو مجموعه است» و«توجه کنید که  :حل ){ ( ) }: 1,5 , 2 ,   حالات مساعد4
  2:   حالات ممکن6

  ( ) 2P A
36

=  

   باشد، چقدر است؟2ها کمتر از  باشد و یکی از تاس5حتمال آنکه مجموع کمتر ازدر پرتاب دو تاس، ا 3 مثال
  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: 1,1 , 1, 2 , 1,3 , 2 ,1 ,   حالات مساعد3,1
  2:   حالات ممکن6

  ( ) 5P A
36

=  

  در پرتاب سه تاس، احتمال آنکه نتایج متفاوت باشند، چقدر است؟ 4 مثال

6   :حل 5 4 20
6 6 6 36

× × =  

  در پرتاب سه تاس، احتمال آنکه تاس اول و سوم یکسان و با تاس دوم متفاوت باشند، چقدر است؟ 5 مثال

6   :حل 5 1 5
6 6 6 36

× × =  
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لف نتایج یکسان داشته باشیم، کافی است مرحله اول را محاسبه کرده و در پرتاب چند تاس، اگر بخواهیم در مراحل مخت :نکته
  . بگذاریم1جاي مراحل یکسان دیگر، به
   باشد، چقدر است؟4در پرتاب چهار تاس، احتمال آنکه تاس اول عدد 6 مثال
   :حل

  1 6 6 6 1
6 6 6 6 6

× × × =  

   باشد و تاس دوم و چهارم برابر باشند، چقدر است؟4اس، احتمال آنکه تاس اول عدددر پرتاب چهار ت 7 مثال
   :حل

  1 6 6 1 1
6 6 6 6 36

× × × =  
در پرتاب چهار تاس، احتمال آنکه تاس اول و سوم یکسان و تاس دوم و چهارم یکسان و عدد دو تاس اول و سوم و دو  8 مثال

  متفاوت باشند، چقدر است؟تاس دوم و چهارم با هم 
   :حل

  6 5 1 1 5
6 6 6 6 216

× × × =  
  :در پرتاب پنج تاس، چقدر احتمال دارد 9 مثال

  .ها فرد باشند همه شماره) الف
  .هاي اول و سوم و پنجم یکسان باشند شماره) ب
  .هاي اول و سوم و پنجم یکسان باشند فقط شماره) ج
  .فقط سه شماره یکسان باشند) د
   .فاوت باشندها مت همه شماره) ه
   :حل
  )الف

  5
3 3 3 3 3 1 1
6 6 6 6 6 322

× × × × = =  
  )ب

  6 6 1 6 1 1
6 6 6 6 6 36
↓ ↓ ↓

× × × × =  

  پنجم       سوم        اول  

4  )ج
6 5 1 4 1 20
6 6 6 6 6 6
↓ ↓ ↓

× × × × =  

  پنجم       سوم        اول  

5ها یکسان باشند، ابتدا با استفاده از ترکیب چون در سؤال مشخص نشده است کدام شماره) د
3

 
 
 
،تعداد حالات مختلف سه تاس  

 .گیریم م یکسان باشند، در نظر میخواهی از پنج تاس را که می

  4
5 6 5 1 4 1 200
3 6 6 6 6 6 6

 
× × × × × = 
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  )ه

  4
6 5 4 3 2 120
6 6 6 6 6 6

× × × × =  

  پرتاب سکه
  . استn2 سکه، فضاي نمونهnدر پرتاب

   سکه، احتمال ظاهر شدن نتایج یکسان، چقدر است؟2در پرتاب 1 مثال

    :حل
  حالات مساعد}:)ش و ش(، ) خ و خ ( {  

  2:   حالات ممکن2

  2 1)
4 2

= Pنتایج یکسان= (  

   سکه، احتمال ظاهر شدن حداقل یک خط، چقدر است؟3در پرتاب 2 مثال
   :حل

 مکمل حالات مساعد}:)ش و ش و ش({  

  3:   حالات ممکن2

  1 7) 1
8 8

= − (رهمه شی= 1 P (= Pحداقل یک خط− (  

   سکه، احتمال آنکه سکه اول خط ظاهر شود، چقدر است؟4در پرتاب 3 مثال

    :حل

  1 2 2 2 1)
2 2 2 2 2

= × × × Pسکه اول خط= ( 

  ، چقدر است؟که، احتمال آنکه نتایج متفاوت باشد س2در پرتاب 4 مثال

    :حل
 حالات مساعد}:)خ و ش(، ) ش و خ ({  

  2:   حالات ممکن2

  2 1)
4 2

= Pنتایج متفاوت= (  

  پرتاب تاس و سکه
  .شوند وجه کنید که تاس و سکه مستقل از هم بررسی میت

   و سکه، خط ظاهر شود، چقدر است؟5در پرتاب یک تاس و یک سکه، احتمال آنکه تاس، 1 مثال

    :حل

  1 1 1)
6 2 12

= × (سکه خط= P ( تاس×) P Pسکه خط و تاس=5) (5  
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   تاس و یک سکه، احتمال آنکه سکه، خط بیاید و تاس اول و سوم یکسان ظاهر شوند، چقدر است؟3در پرتاب 2 مثال
   :حل

1 6 6 1 1
2 6 6 6 12

× × × =

↓ ↓
  

  سوم         اول   

  ها مسئله مهره
  :مطلوب است احتمال آنکه.کنیم اي از این کیسه انتخاب می مهره.  است10 تا1 از شماره مهره10اي داراي کیسه 1 مثال

  . باشد4مهره) الف
  .باشد10 تا1مهره یک عدد بین) ب
  . مهره زوج باشد)ج
  . باشد6مهره زوج و کمتر از) د

    :حل

}  )الف }:   حالات مساعد4
  { }: 1 , 2 , ... ,   حالات کل10

  ( ) 1P A
10

=  

}  )ب }: 2 ,3, 4 ,5,6,7    حالات مساعد8,9,
  { }1 , 2, ... ,   الات کلح:10

  ( ) 8P A
10

=  

}  )ج }: 2 , 4 , 6 , 8 ,   حالات مساعد10
  { }: 1 , 2 , ... ,   حالات کل10

  ( ) 5P A
10

=  

}  )د }: 2 ,   حالات مساعد4
  { }: 1 , 2 , ... ,   حالات کل10

  ( ) 2P A
10

=  

  کنیم، احتمال آنکه قرمز باشد، چقدر است؟ اي از آن خارج می مهره.  مهره آبی است5 مهره قرمز و4اي حاوي هکیس 2 مثال
   :حل

4 هاي قرمز تعداد مهره
9

 ها تعداد کل مهره =
) Pقرمز= ( 
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کنیم؛  کنیم، سپس مهره دیگري خارج می مهره آبی از آن خارج می2. مهره آبی است5 مهره قرمز و4وياي حا کیسه 3 مثال
  احتمال آنکه مهره قرمز باشد، چقدر است؟

   :حل
(4  قرمز آبی  کنیم  میمهره آبی خارج2  قرمز آبی

7
→)Pمهره قرمز=

3  4   5  4   
 

کنیم، سپس مهره دیگري از آن خارج  یک مهره از آن خارج می. مهره آبی است5 مهره قرمز و4اي حاوي کیسه 4 مثال
  شده قرمز باشد، چقدر است؟ کنیم؛ احتمال آنکه مهره دوم خارج می
   :حل

    مهره اول      مهره دوم  
  3:

8
  قرمز

  
  

  5:
8

  آبی
  

4:
9

  قرمز
  

  4:
8

  قرمز
  

  

  

4 3 5 4 32 4)
9 8 9 8 72 9

= × + × = Pقرمز= (⇒  

4:
8

  آبی
  

  

5:
9

  آبی
  

 

کنیم و به همراه یک مهره همرنگ آن  یک مهره از آن خارج می.  مهره مشکی است5رمز و مهره ق4اي حاوي سهکی 5 مثال
  احتمال آنکه این مهره مشکی باشد چقدر است؟. کنیم اي خارج می گذاریم، سپس مهره دوباره داخل ظرف می

   :حل
    هره اولم      مهره دوم  

    5:
10

      قرمز
  

    5:
10

      مشکی

4:
9

  قرمز
  

    4:
10

      قرمز
  

    

4 5 5 6 50 5)
9 10 9 10 90 9

= × + × =   ⇒)Pمشکی=

6:
10

      مشکی

5:
9

  مشکی
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  مهره قرمز و در غیر این2 آمد،2کنیم؛ اگر تاسی را پرتاب می.  مهره آبی است4 مهره قرمز و5اي شامل کیسه 6 مثال
  احتمال آنکه این مهره قرمز باشد چقدر است؟. کنیم اي از ظرف خارج می کنیم، سپس مهره کیسه اضافه می مهره آبی به 3صورت
  :حل

  7:
11

  قرمز
      

  4:
11

  آبی
  

1:
6

  در تاس2احتمال ظاهر شدن
  

1 7 5 5 359)
6 11 6 12 792

= × + × Pقرمز= (⇒    5:
12

  قرمز
  

  

  
  

7:
12

  آبی
  

5:
6

   درتاس2احتمال ظاهرنشدن
  

 

 Aاي از کیسه مهره.  مهره آبی است5 مهره قرمز و7 شاملB مهره آبی و کیسه2 مهره قرمز و5 شاملAکیسه 7 مثال
  احتمال آنکه این مهره قرمز باشد چقدر است؟. کنیم  خارج میBاي از کیسه ایم، سپس مهره ریختهBسهایم و به کی خارج کرده

   :حل
      8:

13
  قرمز

      
  

  
  Bکیسه

5:
13

  آبی
    

5:
7

  قرمز
  

5 8 2 7 54)
7 13 7 13 91

= × + × :P(⇒      7قرمز=
13

  قرمز
  

  
  Aکیسه

  
  Bکیسه

  
  

6:
13

  آبی
    

2:
7

  آبی
  

  
  

 انتخاب با جایگذاري و بدون جایگذاري

 مهره به تصادف انتخاب کنیم،   مطلوب است 3اگر.  مهره سفید وجود دارد5 مهره سبز و2 مهره قرمز،3اي در جعبه 1 مثال
  .)فرض بدون جایگذاري است انتخاب پیش: (احتمال آنکه

  .هر سه قرمز باشند) الف
  .هر سه همرنگ باشد) ب
  .ها همرنگ نباشند مهره) ج
  .حداقل یک مهره قرمز باشد) د

    :حل
 )الف

  

3 2 5
3 0 0 1

10 120
3

    
    
     =
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 )ب

  

3 5
3 3 11

10 120
3

   
+   

    =
 
 
 

  

 )ج

  

3 2 5
1 1 1 30 1

10 120 4
3

   
   
    = =

 
 
 

  

  )د

  

5 2 7
3 3

) 1 1
10 10
3 3

+   
   
   = − = −

   
   
   

(قرمز نداشته باشیم 1 P (= Pحداقل یک قرمز− (  

مطلوب . شوند پس از دیگري انتخاب می دانشجو به طور تصادفی یکی 3. دختر شرکت دارند5 پسر و10در کلاسی 2 مثال
  :است احتمال آنکه

  .دو دانشجوي اول پسر و سومی دختر باشد) الف
  .اولی و سومی دختر باشد) ب
  .اولی و سومی همجنس و دومی از جنس مخالف باشد) ج

   :حل
 )الف

10 9 5
15 14 13

× ×  
   اولی پسر ختر     دومی پسر     سومی د

 )ب
5 10 4 5 4 3

15 14 13 15 14 13
   × × + × ×   
   

  
  سومی دختر   دومی دختر    اولی دختر        سومی دختر   دومی پسر     اولی دختر

 )ج
5 10 4 10 5 9

15 14 13 15 14 13
   

× × + × ×   
   

  

  سومی پسر   دومی دختر   اولی پسر           سومی دختر    دومی پسر     اولی دختر

 مهره به تصادف با جایگذاري انتخاب کنیم، 3اگر.  مهره سفید وجود دارد5 مهره سبز و2 مهره قرمز،3اي  جعبهدر 3 مثال
  .)کنیم اري، ترتیب مهم است و مسئله را مرحله به مرحله حل میدقت کنید که در مسایل با جایگذ: (مطلوب است احتمال آنکه

  .هر سه همرنگ باشند) ب    .هر سه قرمز باشند) الف
  .دو مهره قرمز باشند) د    .ها همرنگ نباشند مهره) ج
  .حداقل یک مهره قرمز باشد) ه
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    :حل
 )الف

  قرمز      قرمز      قرمز
3 3 3 27

10 10 10 1000
× × =  

 )ب
3 3 3 2 2 2 5 5 5 160 0.16

10 10 10 10 10 10 10 10 10 1000
↓ ↓ ↓

× × + × × + × × = =
  

  

    هر سه سبز           هر سه قرمز هر سه سفید                                  
  .توان از هر رنگ هر تعداد مهره خارج کرد در انتخاب با جایگذاري می

 )ت حال6... (، )سبز، سفید، قرمز( ، )سفید، سبز، قرمز(هاي مجاز  انتخاب) ج

  3 2 5 3 5 2 3 2 5 180.... 3! 0.18
10 10 10 10 10 10 10 10 10 1000

 × × + × × + = × × = = 
 

  

  ) حالت3...(، )قرمز، سفید یا سبز، قرمز(، )سفید یا سبز، قرمز، قرمز(هاي مجاز  انتخاب) د

  3 3 7 3! 3 3 7 189....
10 10 10 2! 10 10 10 1000

 × × + = × × = 
 

  

  )ه

  
37 7 7 7) 1 1

10 10 10 10
 = − × × = −  
 

(قرمز نداشته باشیم 1 P(=   )Pقرمزحداقل یک −

  مدارهاي سري و موازي
  مدار سري

  :در مدارهاي سري احتمال برقراري ارتباط بین دو نقطه برابر با احتمال برقراري همه اتصالات بین آن دو نقطه است، به عبارت دیگر

  
  : به دلیل مستقل بودن اتصالات داریمگاه  باشد، آنiA احتمال برقراري ارتباط در اتصالipفرض کنید

( )1 2 n 1 2 n) P A A A p p ... p= = × × × برقراري ارتباط بینAو P (B  
( ) ( )1 2 n 1 2 n) 1 P A A A 1 p p ... p= − = − × × × عدم برقراري ارتباط بینAو P (B  





  
 

  :احتمال عدم برقراري ارتباط در مدارهاي سري برابر با قطع حداقل یکی از اتصالات است، به عبارت دیگر :نکته

  ( ) ( ) ( )1 2 n 1 2 n 1 2 n) P A A ...A P A A ...A 1 P A A ...A′′ ′ ′= = = −   عدم برقراري ارتباط بینAوP (B  

آمده را از  دست  در مدارهاي سري بهتر است ابتدا احتمال برقراري ارتباط را محاسبه کنیم، سپس در صورت نیاز، احتمال به:یجهنت
  .یک کم کنیم تا بتوانیم احتمال عدم برقراري ارتباط را حساب کنیم
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  مدار موازي
  :مال قطع تمام مدارهاي بین آن دو نقطه است، به عبارت دیگردر مدارهاي موازي احتمال عدم برقراري ارتباط بین دو نقطه برابر با احت

  
i1 وipرض کنیدف p−به ترتیب احتمال برقراري و قطع ارتباط در اتصال iAبه دلیل مستقل بودن اتصالات داریمگاه  باشد، آن :  

( ) ( )( ) ( )1 2 n 1 2 n) P A A A 1 p 1 p 1 p′ ′ ′= = − − −  عدم برقراري ارتباط بینAو P (B  
( ) ( )( ) ( )1 2 n 1 2 n) 1 P A A A 1 1 p 1 p 1 p′ ′ ′= − = − − − −  برقراري ارتباط بینA وP (B  





  
 

  :هاي موازي برابر با احتمال برقراري حداقل یکی از اتصالات است، به عبارت دیگراحتمال برقراري ارتباط در مدار :نکته
  ( ) ( ) ( )1 2 n 1 2 n 1 2 n) P A A ...A 1 P A A ...A 1 P A A ...A′ ′ ′ ′= = − = −  برقراري ارتباط بینAو P ( B 

م، سپس در صورت نیاز احتمال  در مدارهاي موازي بهتر است ابتدا احتمال عدم برقراري ارتباط را محاسبه کنی:نتیجه
  .آمده را از یک کم کنیم تا بتوانیم احتمال برقراري ارتباط را حساب کنیم دست به

اي که احتمال وصل بودن هر قطعه بر روي  اند، ارتباط از طریق شبکه  که در شکل مشخص شدهBو.Aمیان دو نقطه 1 مثال
  کدام است؟Bو.Aاحتمال برقراري ارتباط میان. نوشته شده است برقرار استآن 

  
  :حل

 : به احتمالات زیر نیاز داریمB وAبراي محاسبه احتمال برقراري ارتباط میان

2pبرابر است با) سري (C وAرقراري ارتباط بین احتمال ب-1 p p× =.  
)برابر است با) موازي (D وC احتمال برقراري ارتباط بین-2 )( )51 1 p− −.  

2pبرابر است با) سري (D وB احتمال برقراري ارتباط بین-3 p p× =.  
  :بنابراین

  ( )( )52 2) p 1 1 p p= × − − P وAبرقراري ارتباط بین× ( B 
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هاي از کار افتادن اتصالات  ، احتمالمقابلریکی در مدار الکت 2 مثال
احتمال اینکه . اند، نشان داده شده است مختلفی که از هم مستقل

  جریان برق برقرار باشد، چقدر است؟

  
  

  :حل
 .توجه کنید که در مدار، احتمال کار نکردن اجزا داده شده است

  : در این مدار موازي، به ترتیب

4 رابر است بااحتمال کار کردن جزء بالا ب 4
5 5 25

16
× =.  

2احتمال کار کردن جزء وسط برابر است با 

3
.  

3برابر است با  احتمال کار کردن جزء پایین 3 9
4 4 16

× =.  
  :بنابراین

  16 2 9) 1 1 1 1
25 3 16

     = − − × − × −     
     

Pو Oبرقراري ارتباط بین ( I  

دهنده احتمال کار  ، اگر اعداد نشانمقابلدر مدار  3 مثال
کردن هر جزء باشد و کارکرد هر جزء مستقل از دیگري 

  باشد، احتمال برقراري جریان در مدار چقدر است؟

  
  

   :حل
  :احتمال برقراري جریان در کل مدار برابر است با

(اري جریان در مدار موازيبرقر(   0.9 P(= P وOبرقراري ارتباط بین× ( I 
  : در مدار موازي به ترتیب
) بالا برابر است با ياحتمال کار کردن اجزا )( )( )1 1 0.9 1 0.8 0.95 0.931− − − × =.  

  .0.7ا احتمال کار کردن جزء پایین برابر است ب
  :بنابراین

  ( ) ( )) 1 1 0.931 1 0.7 0.98= − − × − احتمال برقراري جریان در مدار موازيP (  
  :و درنتیجه

  ) 0.9 0.98 0.882= × (برقراري جریان در مدار موازي= 0.9 P(= P وOبرقراري ارتباط بین× ( I  
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  مسئله کلاسیک روز تولد
  ): روز365( نفر در یک سال nبا توجه به حالات ممکن براي تولد

  ( ) n...: n S 365 365 365 365= × × ×   حالات ممکن=

 :ق حضور داشته باشند، مطلوب است احتمال آنکه نفر در یک اتاnاگر 1 مثال
  .هیچ دو نفري در یک روز متولد نشده باشند) الف
  .حداقل دو نفر در یک روز متولد شده باشند) ب
  .فقط دو نفر خاص در یک روز متولد شده باشند) ج
   :حل
  :براي آنکه هیچ دو نفري در یک روز متولد نشوند، داریم )الف

A   متولد نشده باشندهیچ دو نفري در یک روز :  
:  حالت 365 0 365−   نفر اول  =
:  حالت 365 1 364−   نفر دوم  =

                                  
)  حالت ): 365 n 1 365 n 1− − = −   امnنفر +

  

365...  تعداد حالات مساعد 364 363 (365 n 1)
n365

=
× × × × − )  تعداد حالات ممکن  + ) ( )

( )
n A

P A
n S

= =  
  

(هیچ دو نفري در یک روز به دنیا نیایند(  )ب 1 P(=   )Pحداقل دونفر در یک روز به دنیا بیایند−

  ...365 364 363 (365 n 1)1
n365

× × × × − +
= −  

 حالت دارد 1 حالت داشته باشد، نفر دوم365که نفر اول براي آنکه فقط دو نفر خاص در یک روز به دنیا بیایند، درصورتی )ج
  ):چون باید با نفر اول در یک روز به دنیا بیاید(

A در یک روز متولد شده باشند خاص دو نفرفقط   :  
365...  تعداد حالات مساعد 1 364 (365 n 2)

n365
=

× × × × − )  تعداد حالات ممکن  + ) ( )
( )

n A
P A

n S
= =  

ها تولدشان را در یک ماه جشن  چند نفر باید در یک اتاق حضور داشته باشند تا احتمال اینکه حداقل دو نفر از آن 2 مثال

1بگیرند بیش از 
2

  .)شانس است  هم،هاي مختلف فرض کنید تولد در ماه(باشد؟  
   :حل

بهتر است ابتدا احتمال مکمل را به دست آوریم و سپس از یک کم کنیم؛ یعنی احتمال اینکه هیچ دو نفري در اتاق، ماه تولدشان 
 .یکسان نباشد

: Aهیچ دو نفري ماه تولدشان یکسان نباشد. 

: A′حداقل دو نفر داراي ماه تولد یکسان باشند.  ( ) ( )
( )n

12 11 10 ... 12 n 1
P A

12

× × × − +
=  

1خواهیم مکمل احتمال بالا بیش از حال می
2

  : باشد یعنی

  ( ) ( )
( )

( )
( )n n

12 11 ... 12 n 1 12 11 ... 12 n 11 1P A 1 n 5
2 212 12

× × × − + × × × − +
′ = − > → < → ≥  



  آنالیز ترکیبی و احتمال
 

  217  
 

  (Conditional Probability)احتمال شرطی 
 قبل از آن اتفاق افتاده است، Bکه بدانیم پیشامد دیگري مانند  را محاسبه کنیم درصورتیAتمال وقوع پیشامدهرگاه بخواهیم اح

  .شود احتمال، به صورت شرطی مطرح می

  :کنیم  مهره از آن کیسه خارج می1. است  مهره سیاه 2مهره سفید و 3 مهره قرمز،5کیسه اي حاوي مثال
  )غیر شرطی(احتمال آنکه سفید باشد چقدر است؟ ) الف
  )شرطی(اگر سیاه نباشد، احتمال آنکه سفید باشد چقدر است؟ ) ب

   :حل

3  )الف 3
2 3 5 10

=
+ +

  

3  )ب 3
3 5 8

=
+

  

ü دقت کنید!  
قدر که بفهمیم یک اطلاع  تا بدانیم احتمال، شرطی است بلکه همین در صورت سؤال وجود داشته باشد، » اگر«لزوماً نباید کلمه 

  . اضافه در سؤال وجود دارد براي شرطی بودن مسئله کافی است
  : شد باز هم احتمال شرطی بود ورت زیر مطرح میاز سؤال بالا به ص) ب(براي مثال اگر قسمت 

  احتمال آنکه سفید باشد چقدر است؟. بینیم سیاه نیست می، کنیم مهره از آن کیسه خارج می 1

)خ داده است، به صورت قبلا رB را، به شرط آنکه بدانیمAاحتمال وقوع پیشامد :تعریف )P A | B نشان 
 :کنیم دهیم و آن از رابطه زیر محاسبه می می

( ) ( )
( ) ( )

P A B
P A | B ; P B 0

P B
= = ≠

احتمالAبه شرط B  

  :، به صورت زیر بیان کردAشرط وقوع پیشامد را به Bتوان احتمال وقوع پیشامد همچنین می

( ) ( )
( ) ( )

P A B
P B | A ; P A 0

P A
= = ≠

احتمالBبه شرط A  
 

ن بر روي رنگ مهره  کردراه شرطیشده، هیچ اطلاعی ندارید مسئله را از  هاي قبلی خارج ها اگر از رنگ مهره در مسئله مهره :نکته
شده حل کنید؛ به عبارت دیگر، فرض کنید  هاي خارج شده را بدون در نظر گرفتن مهره  بلکه احتمال خواستهحل نکنیدقبلی 

 . اي از ظرف خارج نشده و این انتخاب اول است هیچ مهره

   رخ دهد کدام است؟6خ داده است، احتمال آن که عدد ر4تر از دانیم عدد بزرگ کنیم، می یک تاس را پرتاب می 1 مثال

1 (1
2

  2 (1
6

  3 (1
12

  4 (1
3

 

 .  درست است1گزینه  :حل
  { }: S 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ,   فضاي نمونه=6

{ } ( ) 1: A 6 P A
6

= →   Aپیشامد=
{ } ( ) 1A B 6 P A B

6
⇒ = → =   

{ } ( ) 2: B 5 , 6 P B
6

= →   Bپیشامد=
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  ( ) ( )
( )

1
P A B 16P A | B

2P B 2
6

= = =
  

شده محدود کرده، سپس حالات  نمونه را به فضاي شرطراه حل تستی مسایل احتمال شرطی این است که فضاي  :نکته
 .شده را از آن انتخاب و احتمالش را محاسبه کنیم خواسته

  :براي مثال، در این سؤال داریم
1  حالات مساعد   ظاهر شود6عدد

2
  فضاي شرط شده  =   ظاهر شده است4تر از عدد بزرگ  =

   باشد چقدر است؟7احتمال آنکه مجموع. ن نیستنداند، یکسا بینیم دو عددي که آمده ریزیم؛ می یک جفت تاس را یک بار می 2 مثال

1 (2
36

  2 (1
5

  3 (1
6

  4 (2
5

  

 .  درست است2گزینه  :حل
  :حالات ممکن

  ( ) 2n S 6 36= =  
  :حالات مساعد

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,6 , 2,5 , 3,4 , 4,3 , 5, 2 , A باشد7مجموع دو عدد=6,1 :  
  ( ) ( ){ }36 1,1 , , 6,6 36 6 30= − = − =دو عدد یکسان نباشندB :  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,6 , 2,5 , 3,4 , 4,3 , 5, 2 , A باشد و دو عدد یکسان نباشند7مجموع دو عدد=6,1 B :  

  ( ) ( )
( )

6
P A B 6 136) P A | B

30P B 30 5
36

= = = = =
باشد7دمجموع دو عد|دو عدد یکسان نباشند P (  

  :راه حل تستی
6  حالات مساعد   باشد7مجموع دو عدد 1

30 5
=   فضاي شرط شده  =  دو عدد ظاهرشده یکسان نباشند  =

 است و احتمال اینکه در مرحله اول قبول شده و در 0.7ها قبول شود، له اول کنکور دانشگاهاحتمال اینکه احمد در مرح 3 مثال
 احتمال اینکه احمد در هر دو مرحله قبول شود، چقدر است؟.  است0.8ز قبول شودمرحله دوم نی

1 (0.94  2 (0.8  3 (0.14  4 (0.56  

 .  درست است4گزینه  :حل
  ( )P A 0.7→ Aقبول شدن در مرحله اول= :   

  ( )P B | A 0.8→ B اول قبول شده استدر مرحله دوم قبول شود به شرطی که بدانیم در مرحله= | A : 
  ( ) ( ) ( )P A B P B | A P A 0.8 0.7 0.56→ = = × =در هر دو مرحله قبول شودA B :  

اندازه، یک خودکار به تصادف برداشته شده  کی هم خودکار مش5 خودکار قرمز و4 خودکار سبز،3اي حاوي از جعبه 4 مثال
 است که مشکی نیست؛ احتمال قرمز بودن آن چقدر است؟

1 (4
7

  2 (4
12

  3 (4
8

  4 (7
12
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  . درست است1گزینه  :حل
P( 4 قرمزقرمز یا سبز ( )Pقرمز(

412
7 7

12

= =  
 )Pقرمز یا سبز(

=  
 )Pقرمز یا سبز(

 )Pقرمز|مشکی نبودن=(

اگر احتمال برف آمدن فردا به شرط آنکه امروز برف .  باشد0.22 و فردا0.2فرض کنید احتمال آمدن برف، امروز 5 مثال
  فردا به شرط آنکه امروز برف نیاید، چقدر است؟احتمال برف نیامدن .  باشد0.7بیاید

1 (0.3  2 (0.72  3 (0.78  4( 0.9  

  .  درست است4گزینه  :حل
( ); P A A  .امروز برف بیاید  =0.2 :  
( ); P B B  .فردا برف بیاید  =0.22 :  

  ( )P B | A 0.7=  
  ( )P B | A ?′ ′ =  

  ( ) ( )
( )

( ) ( )
P B A P B A

P B | A 0.7 P B A 0.14
P A 0.2

= → = → =
 

  

  ( ) ( )
( )

( ) [ ]1 0.2 0.22 0.14P B A 1 P A B
P B | A 0.9

P A 0.8 0.8
′ ′ − + −−

′ ′ = = = =
′

   

 30آموز کلاس اول  دانش45هاي اول و دوم حضور دارند، از  که در کلاسآموز دختر و پسر  دانش100در یک مدرسه با 6 مثال
 :مطلوب است احتمال آنکه.  نفر دختر هستند25نفر پسر و در کلاس دوم،

  .آموز کلاس دوم باشد یک دانش) لفا
  .آموز کلاس دوم باشد، پسر باشد اگر یک دانش) ب
  .آموز دختر باشد، کلاس اول باشد اگر یک دانش) ج

 :اطلاعات مسئله در جدول زیر خلاصه شده است :حل
    اول  دوم  
  پسر  30 30  60
  دختر  15  25  40

100 55 45   
  

  55)
100

Pدوم=   الف ()
  

Pدوم و پسر( (  30
30100

55 55
100

= =  
Pدوم( (  

) Pپسر|دوم=   ب ()

  

Pدختر و اول( (  15
15100

40 40
100

= =  
Pدختر( (  

) Pاول|دختر=   ج ()
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آوریم و بدون نگاه کردن به  اي از کیسه بیرون می مهره. اي چهار مهره سفید و شش مهره قرمز وجود دارد در کیسه 7 مثال
  احتمال آنکه این مهره سفید باشد، چقدر است؟ . آوریم گذاریم؛ مهره دومی بیرون می رنگش، آن را کنار می

1 (3
9

  2 (4
9

  3 (3
10

  4 (4
10

  

 .  درست است4گزینه  :حل
اي  کنیم از کیسه مهره گیریم و فرض می آن را نادیده می، اطلاع هستیم چون از رنگ مهره اول بی

4)مهره دوم(اي که خارج می کنیم  حال احتمال سفید بودن مهره. خارج نشده است
10

  . است

  
) داشته باشیمB وAبراي دو پیشامداگر  8 مثال ) 1

P A
2

=،( ) 1
P A | B

3
)و= ) 1

P B | A
4

′ )، مقدار= )P Bکدام است؟  

  )79 ـ اقتصاد(  

1 (3
16

  2 (1
4

  3 (1
2

  4 (3
4

  
  .  درست است1گزینه  :حل

  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

P A B 1I P A | B P A B P B
P B 3

P A B 1 1 1II P B | A P A B
P A 4 2 8

1 1P A 1 P A 1
2 2


= → = ×


 ′ ′ ′= → = × = ′


′ = − = − =






  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I , II 1 1 3P B P A B P A B P B P B P B
3 8 16

′= + → = + → =   
)اگر 9 مثال )P A ) و=0.4 )P B ) و=0.6 )P B | A )گاه  باشد، آن=0.1 )P A | B76 ـ مدیریت(  ست؟ کدام ا(  

1 (0.0153  2 (0.04  3 (0.05  4 (0.067 

 . درست است4گزینه  :حل

  
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

P A B 0.04P A | B 0.067
P B 0.6

P A B
P B | A P A B 0.1 0.4 0.04

P A


= = =





= → = × =







  

)اگر  10 مثال )P A %70′ =،( )P B ) و=%50 )P A | B ) باشد،=%60 )P A Bچقدر است؟  

1 (0.8  2 (0.5  3 (0.3  4 (0.7  

 .  درست است2گزینه  :حل

  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

P A B P A P B P A B 0.3 0.5 0.3 0.5

P A 1 P A 1 0.7 0.3

P A B P A B
P A | B 0.6 P A B 0.3

P B 0.5

= + − = + − =


′= − = − =

 = → = → =
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)اگر 11 مثال ) 1
P A

5
) و= ) 1

P B
2

) و= ) 1
P A | B

4
) باشد،= )P A B′ ′73مدیریت ـ(   کدام است؟(  

1 (19
20

  2 (7
8

  3 (21
20

  4 (3
8

  

  . درست است2گزینه  :حل

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 7P A B P A B 1 P A B 1
8 8

P A B 1 1 1P A | B P A B P A | B .P B
P B 4 2 8

 ′′ ′ = = − = − =


 = → = = × =


  




  

  مکمل احتمال شرطی
  :B به شرط وقوع پیشامدAمکمل احتمال وقوع پیشامد

  ( ) ( )
( ) ( )

P B AP(A ' B) P(B) P(A B) P(A B)P A | B 1 1 P A | B
P(B) P B P(B) P(B)

− −′ = = = = − = −
    

  :A به شرط وقوع پیشامدBمکمل احتمال وقوع پیشامد

  ( ) ( )
( ) ( )

P A BP(B' A) P(A) P(A B) P(A B)P B | A 1 1 P B | A
P(A) P A P(A) P(A)

− −′ = = = = − = −
    

  :بنابراین
( ) ( )P A | B 1 P A | B′ = −  

  

( ) ( )P B | A 1 P B | A′ = −  
ü دقت کنید!  

  ( ) ( )
( ) ( )

P A B 1 P A B

P B A 1 P B A

 ′ ≠ −


′ ≠ −
  

) داریمB وAبراي دو پیشامد 12 مثال )P A | B 0.2′ ′ ) و= )P A | B ) و=0.1 )P B )مقدار. =0.5 )P Aکدام است؟  
1 (0.25  2 (0.5  3 (0.4  4 (0.45  
 .  درست است4گزینه  :حل

  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

P A B
I P A | B 0.1 P A B 0.05

P B

P A B
II P A | B 0.2 P A | B 1 P A | B 0.8 P A B 0.4

P B

P B 0.5 P B 0.5


= = → =


 ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= → = = − = → = ′



′= → =





  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I , II P A P A B P A B 0.45′→ = + =   

)ته باشیم  داشB وAاگر براي دو پیشامد 13 مثال ) 1
P A

2
) و = ) 1

P A | B
3

) و = ) 1
P B | A

4
′ )، مقدار= )P B کدام 

  است؟

1 (3
16

  2(1
4

  3 (1
2

  4 (3
4
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 .  درست است1گزینه  :حل

)با توجه به آنکه ) ( ) 1 1P A 1 P A 1
2 2

′ = − = −   :، داریم=

  
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )'

P A B 1 1 1 1I P B | A P A B
P A 4 4 2 8

2II P A | B 1 P A | B
3

′
′ ′= = → = × = ′




= − =





  

  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
2 8
3

P A B 3I , II P A | B P B
P B 16

′
′→ = → =


   

  احتمال شرطی و پیشامدهاي وابسته، ناسازگار و مستقل
Pهاي شرطی بدیهی است احتمال (A | B)و P (B | A) زمانی مفهوم دارند که دو پیشامدAو B  به هم وابسته باشند، زیرا در

  .ها، وقوع هر یک ربطی به وقوع یا عدم وقوع دیگري ندارد و درنتیجه احتمال شرطی مفهومی نخواهد داشت صورت مستقل بودن آن

  ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

P A B P(A) P(B)

P A B P(A) P(B)P A | B P(A)
P B P B

A, B
P A B P(A) P(B)P B | A P(B)

P A P A

= ×

 ×
= = =

→
× = = =








  مستقل 

  :بنابراین

  ( ) ( )
( ) ( )

P A | B P A
A, B

P B | A P B

=⇔ 
=

  مستقل 

  
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

P A B
P A | B P(A)

P B
A , B

P A B
P B | A P(B)

P A


= ≠

→ 
 = ≠





  وابسته 

  ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

P A B 0

P A B 0P A | B 0
P B P B

A , B
P A B 0P B | A 0

P A P A

=


= = =

→ 
 = = =







  ناسازگار 

)اگر 14 مثال )P A 0.30=،( )P B ) و=0.50 )P A | B   :  B وAتوان گفت  باشد، می=0.30
  اند شرطی) 4  اند وابسته) 3  ناسازگارند) 2  اند مستقل) 1

 .  درست است1گزینه  :حل
  B , Aاند  مستقل→( ) ( )P A | B P A= 

)اگر 15 مثال )P A 0.3=،( )P B ) و=0.7 )P A | B  :B وAتوان گفت  باشد، می=0
  اند شرطی) 4  اند وابسته) 3  ناسازگارند) 2  اند مستقل) 1

 .  درست است2گزینه  :حل
  B , Aناسازگاراند ( ) ( )P A | B 0 P A B 0= → = → 
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)اگر 16 مثال )P A 0.3=،( )P B ) و=0.7 )P A | B  :B وAتوان گفت باشد، می=0.1
  اند مکمل) 4  اند وابسته) 3  ناسازگارند) 2  اند مستقل) 1

 .  درست است3گزینه  :حل
)چون ) ( )P A|B P A≠پس Aو Bمستقل نیستند و همچنین ( )P A |B  A ناسازگار نیز نیستند؛ بنابراینB وA پس≠0

  .اند  دو حادثه وابستهBو

)اگر  17 مثال ) 1
P A

3
=،( ) 1

P B
5

) و= ) 1
P A | B

3
)، باشد= )P A Bچقدر است؟  

1 (8
15

  2 (6
15

  3 (7
15

  4( 9
15

  

 .  درست است3گزینه  :حل
  :راه حل اول

( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 1 1 7P A B P A P B P A B
3 5 3 5 15

= + − = + − × =   

( ) ( ) ( )B, A P A B P A P B→ =اند مستقل  ( ) ( ) 1P A | B P A
3

= = →  







  

  :راه حل دوم

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

1 1 1 7P A B P A P B P A B
3 5 15 15

P A B P A B1 1P A | B P A B
1P B 3 15
5

 = + − = + − =



= → = → =



 

 


  

) دو پیشامد مفروض باشند وBو Aاگر 18 مثال ) ( )P B 0.3 , P A 0.2= ) و= )P A |B 0.8′ ′ احتمال گاه   باشد، آن=
( )P B | A′کدام است؟   

1 (0.3  2 (0.2  3 (0.45  4 (0.28  

  . درست است1گزینه  :حل
  ( ) ( ) ( )P A 0.2 , P A ' 0.8 , P B 0.3= = =  

  A, Bاند مستقل( ) ( )P A'|B ' 0.8 P A '= = →  
  ( ) ( )P B|A ' P B 0.3= =  

  احتمال متوسط
1B،2B،kBدهاي درنتیجه وقوع هر یک از پیشامAهرگاه پیشامد  به طور Aگاه وقوع پیشامد  بتواند اتفاق بیفتد، آن....

  :شود متوسط به صورت زیر محاسبه می

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

1 2 k i
i 1

P A P A B P A B ... P A B P A B
=

= + + + = ∑     
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  : داریموجه به قانون احتمال شرطیکه با ت
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

1 1 k k i i
i 1

...P A P B P A | B P B P A | B P B P A | B
=

= + + = ∑  
  

 را درنظر بگیرید که در آن بیماري کودك، جوان و پیراي شامل  براي مثال، جامعه
 را براي یک احتمال مبتلا بودن به بیماري وبااگر بخواهیم . وبا شایع شده باشد

کودك یا جوان تواند  شخص محاسبه کنیم، باید در نظر بگیریم که این شخص می
    : باشد؛ بنابراین داریمیا پیر

(مبتلا بودن به وبا و پیر(   P (مبتلا بودن به وبا و جوان+) P ( مبتلا بودن به وبا و کودك+) P Pمبتلا بودن به وبا=) (  
(وبا|پیر(   P (پیر) P (وبا|جوان+) P (جوان) P (وبا|کودك+) P (کودك) P Pمبتلا بودن به وبا=) (  

)اگر  1 مثال ) ( )P A P B 0.4= )و = ) ( )P G A P G B 0.1= )مقدار = )P G 77حسابداري ـ (  چقدر است؟(  
1 (0.08  2 (0.21  3 (0.51  4 (0.9  

  .  درست است1گزینه  :حل

  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

P G A P G B

P G P A P G|A P B P G|B

P G 0.4 0.1 0.4 0.1 0.04 0.04 0.08


 = × + ×


= × + × = + =

  
  

)اگر 2 مثال )P A ) و=0.3 )P B ) و=0.4 )P E | A ) و =0.1 )P E | B 0.8′ )است مطلوب = )P E 80مدیریت ـ (  ؟(  
1 (0.11  2 (0.18  3 (0.3  4 (0.35  

  .  درست است1گزینه  :حل

  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

P A E P B E

P E P A P E|A P B P E|B

P E 0.3 0.1 0.4 0.2 0.03 0.08 0.11

P E|B 1 P E | B 1 0.8 0.2


 = × + ×
 = × + × = + =


′= − = − =

  

  

 درصد به وسیله ماشین شماره دو تولید 40اي به وسیله ماشین شماره یک و صولات کارخانه درصد مح60 3 مثال
 اگر یک کالا از محصولات کارخانه. اند  محصولات ماشین شماره دو معیوب0.01 محصولات ماشین شماره یک و0.02.شود می

 انتخاب شود، احتمال سالم بودن آن چقدر است؟
1 (0.016  2 (0.996  3 (0.012  4 (0.984  
 .  درست است4گزینه  :حل

: Eسالم بودن  
: Aشماره یکن ماشی  
: Bماشین شماره دو 

  
  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P E P E | A P A P E | B P B 0.98 0.6 0.99 0.4 0.984= + = × + × =  
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انبار . کند ار به طور تصادفی یک انبار و سپس کالایی را انتخاب و بازرسی میاي از بین دو انب مأمور کنترل کیفی کارخانه 4 مثال
 واحد آن 10 واحد کالاست که100ها معیوب است و انبار شماره دو داراي  واحد آن3 واحد کالاست که30شماره یک داراي

 احتمال معیوب بودن کالاي انتخابی چقدر است؟. معیوب است
1 (0.01  2 (0.20  3 (0.10  4 (0.0025  

 .  درست است3گزینه  :حل

: Eمعیوب بودن  

: A 1(انبار شماره(  

: B 2(انبار شماره(  

  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1P E P E | A P A P E | B P B 0.1 0.1 0.1

2 2
= + = × + × =  

ها سالم، یکی دیگر دوشیره و دیگري نیز ناسالم است، به طوري که احتمال شیر   یکی از آن. سکه است3وياي حا جعبه 5 مثال

1آنآمدن 
3

 احتمال آنکه شیر ظاهر شود چقدر است؟. کنیم اي را به صورت تصادفی انتخاب و پرتاب می سکه.  است

1 (1
6

  2 (5
6

  3 (5
18

  4 (11
18

  

 .  درست است4گزینه  :حل

: Eظاهر شدن شیر  

: Aسکه سالم  

: Bسکه دوشیره  

: Cسکه ناسالم  
  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 1 1 1 1 1 1 11P E P E | A P A P E | B P B P E | C P C 1 1
2 3 3 3 3 3 2 3 18

 = + + = × + × + × = + + = 
 

  

اي به  گر مهرها.  مهره سفید درکیسه دوم باشد5 مهره آبی و4 مهره سفید در کیسه اول و4 مهره آبی و5فرض کنید 6 مثال
 )81اقتصاد ـ (  تصادف از کیسه اول به دوم انتقال یابد و سپس از کیسه دوم یک مهره انتخاب شود، احتمال آبی بودن آن چیست؟

1 (4
9

  2 (5
10

  3 (41
90

  4 (41
81
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 . درست است3ه گزین :حل

: Eآبی بودن مهره خروجی از کیسه دوم  
: Aسفید بودن مهره خروجی از کیسه اول  
: Bآبی بودن مهره خروجی از کیسه اول 

 
  4 4 5 5 41

9 10 9 10 90
   × + × =   
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P E P A P E | A P B P E | B= + =  

  (Bayes’ Rule)بیزقضیه 
kاگر 2 1B ,..., B , Bگروه کامل حوادث و Eگاه احتمال شرطی وقوع اي باشد که روي این حوادث اتفاق بیفتد آن  حادثهiB به 

  .شود ، تحت عنوان قضیه بیز مطرح می اتفاق افتاده استEشرط آنکه بدانیم حادثه
 iBگوییم و احتمال وقوع  داشته باشیم احتمال پیشین میE را قبل از آنکه اطلاعی درباره حادثهiBدر این شرایط احتمال وقوع

  .نامیم  احتمال پسین میEرا به شرط دانستن وقوع حادثه
kاي توسط پیشامدهاي اگر فضاي نمونه 2 1B , ... , B , Bافراز شود، یعنی :  

  

i j

k

i
i 1

i

B B i j

B S

B

=

 = ∅ ≠


 =


 ≠ ∅



  

  : یک پیشامد در این فضا باشد، داریمEو
  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

i i
i

k

i i
i 1

P B P E |B
P B |E ; k 1 , 2 , ... , n

P E

P E P B P E | B
=


 = =


 =


∑
  

  

)کهتوجه کنید  )P Eاحتمال متوسط است ،. 

  : اطلاعات زیر داده شده است 1 مثال

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

3 3

P B 0.2 , P A |B 0.01

P B 0.3 , P A| B 0.02

P B 0.5 , P A | B 0.05

= =

= =

= =

  

)مطلوب است احتمال )2P B | A.  ) 75مدیریت ـ(  

1 (2
33

  2 (1
16

  3 (2
11

  4 (3
4
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 . درست است3گزینه  :حل
 :بنا بر قضیه بیز داریم

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2

1 1 2 2 3 3

P B .P A |B
P B | A

P B .P A | B P B .P A | B P B .P A |B
=

+ +
  

  ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )2

0.3 0.02 0.006 2P B | A
0.2 0.01 0.3 0.02 0.5 0.05 0.033 11

= = =
+ +

  

 تولیدات خط 3%دانیم می. دهند ولیدات را انجام می ت15% و25%،60%اي سه خط تولید دارد که به ترتیب کارخانه 2 مثال
کالاي معیوبی از این کارخانه در دست است؛ احتمال آنکه .  تولیدات خط سوم معیوب هستند7% تولیدات خط دوم و5%اول، 

  است؟متعلق به خط سوم باشد، چقدر 
1 (0.07  2 (0.25  3 (0.01  4 (0.041  

 .  درست است2گزینه  :حل

: Eمعیوب بودن  

1: Aخط اول  

2: Aخط دوم  

3: Aخط سوم  

  

  ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3
3

1 1 2 2 3 3

P A P E | A 0.15 0.07P A | E 0.25
P E 0.041

P E P A P E | A P A P E | A P A P E | A 0.6 0.03 0.25 0.05 0.15 0.07 0.041

 × = = =



= + + = × + × + × =

  

 افراد 10%این تست،.  سرطان است، با یک تست مورد آزمایش قرار دادیم مبتلا به نوعی0.6 شخصی را که با احتمال 3 مثال
چقدر احتمال دارد شخصی که تست او جواب مثبت داشته است، .  افراد سرطانی را سالم نشان می دهد2%سالم را سرطانی و
  واقعاً مبتلا باشد؟

1 (0.628  2 (0.588  3 (0.94  4 (0.6  

 .  درست است3 گزینه  :حل

: Eجواب مثبت  

: Aواقعاً مبتلا  

: A′واقعاً سالم  

  

  ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A P E | A 0.6 0.98P A | E 0.94
P E 0.628

P E P A P E | A P A P E | A 0.6 0.98 0.4 0.1 0.628

 ×
= = =


 ′ ′= + = × + × =
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م پخت ها هنگا  کیک آن0.05 و0.02،0.03هاي کنند؛ با احتمال تهیه می هر کدام کیک خاصی را C وA،Bسه آشپز 4 مثال
ها را   کیکدرصد ازC،20درصد و آشپز B، 30درصد، آشپزA،50کنند، آشپز ها کار می اگر در رستورانی که آن. شود خراب می

  شود؟  تهیه میAهاي خراب توسط آشپز بپزند، چه نسبتی از کیک

1 (1
100

  2 (2
100

  3 (10
29

  4 (1
3

  

  . درست است3گزینه  :حل
  

: Eکیک خراب  
  

  
  ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
P E A P A

P A E
P E A P A P E B P B P E C P C

=
+ +

  

  0.02 0.5 10 10
0.02 0.5 0.03 0.3 0.05 0.2 10 9 10 29

×
= = =

× + × + × + +
  

اي اریب است که  ها هر دو طرف شیر، دیگري یک سکه سالم و سومی سکه ارد که یکی از آن سکه وجود د3اي در جعبه 5 مثال
کنیم شیر ظاهر  ها را به تصادف انتخاب کرده و پرتاب می وقتی که یکی از سکه. شود  شیر ظاهر می0.75هنگام پرتاب با احتمال

  اب شده باشد، چقدر است؟احتمال اینکه سکه دو طرف شیر انتخ. شود می

1 (1
3

  2 (4
9

  3 (1
5

  4 (4
7

  

  . درست است2گزینه  :حل
: Aسکه دو طرف شیر  
: Bسکه سالم  
: Cسکه اریب  
: Hشیر آمدن  

  

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11P H A P A 43P A H
1 1 1 3 1 9P H A P A P H B P B P H C P C 1
3 2 3 4 3

×
= = =

+ + × + × + ×
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  مباحث اضافی احتمال
در صورت تمایل به مطالعه بیشتر . هاي فنی است یک از منابع آمار انسانی نیامده است و مربوط به رشته این مباحث در هیچ

در منابع ریاضی بررسی شده است و سؤالات مربوط به آن در » اي چند جمله«حال مبحث  درعین. نیدها استفاده ک توانید از آن می
  .شود آزمون ریاضی مطرح می

  اي بسط چندجمله

)  )الف ) 1 2 kn n n n
1 k 1 2 k

1 k

n
x x x x x

n n
 

+ + =   
 

∑   

1 ضریب هر جمله مانند)ب 2 kn n n
1 2 kx x xدر بسط ( )n

1 2 kx x x+ +برابر است با:  

  
1 2 k

n!
n !n ! n !

  

1 ضریب هر جمله مانند)ج 2 kn n n
1 2 kx x ... xدر بسط ( )n

1 1 k ka x a x+ +برابر است با :  

  1 kn n
1 k

1 2 k

n!a a
n ! n ! ... n !

× × ×  

 .رار داد ق1جاي مجهولات، عدد توان به اي می  براي محاسبه مجموع ضرایب بسط یک چندجمله)د

3ضریب  1 مثال 2
21 3x x xدر بسط ( ) 6

1 2 3x x x+    کدام است؟+
1 (6  2 (30  3 (60  4 (20  

 . درست است3گزینه  :حل
  : ذکر شده، داریماز موارد) ب(با توجه به قسمت 

  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

n n n n 6
n 3 , n 1 , n 2 n! 6! 60

n !n !n ! 3!1!2!

= + + =
= = = →  = =


  

)در بسط 2 مثال ) 6
1 2 32 x x x+ 3 ضریب + 2

21 3x x x کدام است؟  

1 (60  2 (180  3 (240  4( 480  

 . درست است 4گزینه  :حل
  :از موارد ذکر شده، داریم) ج(با توجه به قسمت 

  1 k

1 2 3

n n 31 2 3
1 k

1 2 k

n n n n 3 1 2 6
n! 6!n 3 , n 1 , n 2 a a 2 480

n ! n ! ... n ! 3!1! 2!

= + + = + + =
= = = →  × × × = =


  

)مجموع ضرایب بسط 3 مثال )3
1 2 35x 2x x−   کدام است؟+

1 (64  2 (160  3 (280  4 (118  

 .  درست است1گزینه  :حل
  :از موارد ذکر شده، داریم) د(با توجه به قسمت 

  ( )
3 35 1 2 1 1 4 64= × − × + =   مجموع ضرایب=
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   سلولkدر) مشابه( شیء نامتمایز nتوزیع
 : محدودیتی برابر است با  سلول بدون هیچkدرء مشابه   شیn تعداد تقسیمات)الف

  n k 1 n k 1 (n k 1)!
k 1 n (k 1)! n!
+ − + −    + −

= =   − −   
  

2 تعداد تقسیمات)ب 1...,n , nشیء مشابه در kمحدودیتی برابر است با  سلول بدون هیچ :  

  1 2n k 1 n k 1 ...
k 1 k 1
+ − + −   

× ×   − −   
  

  : شیء قرار گیرد برابر است باr سلول به طوري که در هر سلول حداقلk شیء مشابه درn تقسیمات تعداد)ج

  ( )n k r 1 1
k 1

 − − − 
 

− 
  

r سلول به طوري که در هر سلول حداقلk شیء مشابه درn تعداد تقسیمات)د   : شیء قرار گیرد برابر است با=1

  n 1
k 1

− 
 − 

  

 جعبه تقسیم کرد؟4سیب مشابه را بین35توان به چند طریق می 1 مثال
1 (8436  2 (52360  3 (26180  4 (82251  

  . درست است1گزینه  :حل

  n k 1 35 4 1 38 38! 8436
k 1 4 1 3 3! 35!
+ − + −     

= = = =     − −     
  

  نفر تقسیم کرد؟3 خودکار قرمز را بین5 خودکار آبی و11 خودکار سبز،8توان چند طریق میبه  2 مثال
1 (36855  2 (73710  3 (1320  4 (5670 

  .  درست است2گزینه  :حل

  8 3 1 11 3 1 5 3 1 10 13 7
73710

3 1 3 1 3 1 2 2 2
+ − + − + −           

= =           − − −           
  

  :داریم) د(دقت کنید، اگر بخواهیم هر نفر حداقل یک رنگ از هر خودکار داشته باشد، بنا بر حالت 

  n 1 8 1 11 1 5 1 7 10 4
21 45 6 5670

k 1 3 1 3 1 3 1 2 2 2
− − − −             

→ = = × × =             − − − −             
  

تعداد .  معلم در هر مدرسه باشد2اي تقسیم کنیم که حداقل گونه  مدرسه به3را بین) مشابه( معلم 10خواهیم می 3 مثال
 حالات این تقسیم کدام است؟

1 (66  2 (36  3 (440  4 (15  

 .  درست است4گزینه  :حل
  :داریم) ج(بنا بر مورد 

  n = 10 , k = 3 , r = 2  
  :بنابراین تعداد حالات برابر است با

  ( ) 610 3 2 1 1
15

23 1
− − −   

= =   −   
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 .کند حرکت کرده و تا طبقه ششم همه را پیاده می) بدون مسئول آسانسور( مسافر 8یک آسانسور از طبقه همکف با 4 مثال
  تواند شاهد پیاده شدن مسافران باشد؟  چند طریق مختلف میاگر مسافران از نظر مسئول آسانسور یکسان باشند، او به) الف
گـاه بـه چنـد طریـق       نفر زن باشند و مسئول آسانسور بتواند مرد و زن را تشخیص دهد آن         3 نفر از مسافران مرد و     5اگر) ب

 تواند شاهد پیاده شدن مسافران باشد؟ می

   :حل
nتعداد تقسیمات) الف k مسافر مشابه در=8   : طبقه برابر است با=6

 
8 6 1 13

6 1 5
+ −   

=   −   
 

  )ب
nتعداد تقسیمات kمرد مشابه در =5   : طبقه برابر است با=6

  5 6 1 10
5 5

+ −   
=   

   
  

nتعداد تقسیمات k زن مشابه در=3   : طبقه برابر است با=6

  3 6 1 8
5 5

+ −   
=   

   
  

  :بنابراین تعداد کل حالات برابر است با

  10 8
252 56 14112

5 5
   

× = × =   
   

  

 نفر، مرد و زن 8تنها نقطه تمایز این) ب(اند و در قسمت   مسافر از نظر مسئول آسانسور مشابه8هر) الف(دقت کنید، در قسمت 
ها را به طور  بنابراین مردها و زن. ها مشابه هستند درواقع از نظر مسئول آسانسور همه مردها مشابه و همه زن. هاست بودن آن

  .کنیم جداگانه بررسی می
   :نکته

)تعداد جملات بسط) لفا )n
1 2 kx x x+ +هاي صحیح و نامنفی   و یا به عبارت دیگر تعداد جواب( )ix   معادله≤0

1 2 kx x x n+ + + =برابر است با :  

  n k 1 n k 1
k 1 n
+ − + −   

=   −   
  

)هاي صحیح و مثبت  تعداد جواب)ب )ix 1 معادله<0 2 kx x x n+ + + =برابر است با :  

  n - 1
k - 1

 
 
 

  

1در معادله مثال 2 3 4x x x x 7+ + + =:  
  .هاي صحیح نامنفی را به دست آورید تعداد جواب)الف
  .تر از صفر را به دست آورید هاي صحیح بزرگ تعداد جواب) ب

   :حل

7  )الف 4 1 10
120

4 1 3
+ −   

= = =   −   
  هاي صحیح نامنفی اد جوابتعد

7  )ب 1 6
20

4 1 3
−   

= = =   −   
  تر از صفر هاي صحیح بزرگ تعداد جواب
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    :نکته
سازیم؛ تعداد حالات ممکن ها تکرار مجاز است ب تایی که در آن1تایی و حداقلrهایی حداکثر  شیء ترکیبnخواهیم با  می)الف

  :برابر است با

  
r

2 3 r n 1n n n ... n n
n 1

−
+ + + + = ×

−
  

  .nk سلول برابر است باk درمتمایز ء شیn تعداد تقسیمات)ب
 سلول به طوري که در هر سلول حداکثر یک شیء قرار گیرد برابر است با kر دنامتمایز شیء n تعداد تقسیمات)ج

k
n

n
C

k
 

=  
 

.  

,6با ارقام مثال 1, 2 , 3,   توان ساخت؟ رقمی می10چند عدد حداکثر4

   :حل

  
10

1 2 10 5 15 5 ... 5 5
5 1

r 10 , n 5

 − + + + = ×
 −
 = =

  

  )بدون محدودیت( سلول kء متمایز در  شیnتقسیم
 :برابر است با)  شیء مهم باشدnترتیب توزیع( سلول kء متمایز در  شیn تعداد تقسیمات)الف

  k 1 (n k 1)!
n k 1 (k 1)!

P − + −
=

+ − −
  

  : شیء قرار گیرد برابر است با1 سلول به طوري که در هر سلول حداقلk شیء متمایز درn تعداد تقسیمات)ب

  
n k

k 1 ( n k 1)! (n 1)!
n 1 (k 1)! (k 1)!

P
−

− + − −
= =

− − −
  

nداریم و  شیء را برمیn شیء ازkدر این حالت، k−کنیم مانده را که ترتیبشان مهم است، توزیع می  شیء باقی.  
  :کثر یک شیء قرار گیرد، برابر است با سلول به طوري که در هر سلول حداk شیء متمایز درnتعداد تقسیمات) ج

  
( )

n
k

n!P
n k !

=
−

  

  تعداد مسیرهاي بین دو نقطه
  :ا ممکن برابر است بهاي  تعداد راه برودB به نقطهAاز نقطه) بالا و جلو(هاي قائم و افقی  که شخصی بخواهد با حرکت درصورتی

  

  تعداد واحدهاي افقی
  تعداد واحدهاي قائم

( )m n ! n :
;

m :m! n!
+ 




  
  

B

A

n

n

m m
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ها فقط به سمت بالا  کتحر( بگذرد کدام است؟ C به طوري که از نقطهB به نقطهAدر شکل زیر، تعداد مسیرها از نقطه مثال
  .)پذیر است یا به سمت راست امکان

1( 
28

4
 
 
 

  2 (8 7
4 4

  
  
  

 

3 (9 7
4 4

  
  
  

  4 (9 8
5 4

  
  
  

 

  
 .  درست است3گزینه  :حل

است، پس تعداد ) مشابه( حرکت به بالا 5و) مشابه( حرکت به راست 4 حرکت انجام شود که شامل9 بایدC بهAبراي رفتن از
!9کل حالات برابر است با

4!5!
) مشابه( حرکت به راست 4 حرکت انجام شود که شامل7 نیز بایدB بهCهمچنین براي رفتن از. 

!7است که کل حالات برابر است با) مشابه( حرکت به بالا 3و
4!3!

 برابر C به شرط عبور ازBبهAدرنتیجه کل حالات رفتن از. 
  :است با

  9 79! 7!
4 44!5! 4! 3!

   
× = ×   

   
  

nnهاي موجود در یک جدول تعداد مربع :نکته  :  برابر است با×

  ( ) ( )n

i

n n n...i n
=

+ +
= + + + =∑ 2 2 2 2

1

1 2 1
1 2

6
 

 ها مسئله بازي

 در این .کنند  را در نظر بگیرید که عمل مشخصی را تا رسیدن به اولین موفقیت یکی پس از دیگري تکرار میB وAاشخاص
یک بازي را شروع کرده است؛ چراکه در ادامه  کدامها بستگی به این موضوع دارد که  وضعیت احتمال موفقیت براي هر کدام از آن

  .خواهیم دید احتمال موفقیت بازیکنی که بازي را شروع کند، بیشتر است

  )انتخاب بدون جایگذاري(مسئله محدود 

 به طور متوالی و هر دفعه یک توپ به تصادف خارج B وAهاي بازیکن.  توپ سیاه است3 توپ سفید و2ظرفی شامل مثال
 : بازي را شروع کند و انتخاب بدون جایگذاري باشدAاگر. که یک توپ سفید انتخاب شود کنند تا زمانی می

   چقدر است؟Aاحتمال برنده شدن) الف
   چقدر است؟Bاحتمال برنده شدن) ب

    :حل
)هاي زیر براي محاسبه احتمال برنده شدن کند، وضعیت  بازي را شروع میAکه ازآنجا) الف )AP Sبینی است  قابل پیش:  

1(A  2در همان بار اول مهره سفید را با احتمال
5

  : خارج کند و موفق شود

  ( ) 2P A
5

=  
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2(A3 در بار اول مهره سیاه را با احتمال
5

2 سیاه دیگري را با احتمال نیز مهرهB خارج کند سپس
4

 در مرحله A خارج کند تا

2بعدي مهره سفید را با احتمال
3

  : انتخاب کرده و موفق شود

  ( ) 3 2 2 1P A B A
5 4 3 5

′ ′ = × × =  
مهره ) سومین انتخاب در کل( در دومین انتخاب خود A وجود ندارد، چراکه اگرAدقت کنید وضعیت دیگري براي برنده شدن

چهارمین انتخاب (ود در دومین انتخاب خBمهره سیاه بیشتر نداریم، 3سیاه خارج کند، ازآنجاکه انتخاب بدون جایگذاري است و 
  :شود مهره سفید را برداشته و موفق می) درکل

A B A B
 

′ ′ ′ 
 

  

    سیاه سیاه     سیاه     سفید     
  :برابر است با) 2(و ) 1( با توجه به موارد Aبنابراین درنهایت احتمال برنده شدن

  ( ) ( ) ( )A
2 1 3P S P A P A B A
5 5 5

′ ′= + = + =  
  :بینی است  قابل پیشBهاي زیر براي محاسبه احتمال برنده شدن  کند، وضعیت  بازي را شروع میAبا توجه به آنکه) ب
1(Aدر مرتبه اول سیاه خارج کرده و سپس Bکند ید را خارج می مهره سف:  

  ( ) 3 2 3P A B
5 4 10

′ = × =  
2(Aو Bدر مرحله اول انتخاب خود سیاه انتخاب کرده، سپس Aکند تا  دوباره سیاه انتخاب میBسفید را خارج کند :  

  ( ) 3 2 1 1P A B A B 1
5 4 3 10

′ ′ ′ = × × × =  
  :برابر است با) 2(و ) 1( با توجه به موارد Bبنابراین درنهایت احتمال برنده شدن

  ( ) ( ) ( )B
3 1 4 2P S P A B P A B A B

10 10 10 5
′ ′ ′ ′= + = + = =  

  )انتخاب با جایگذاري(مسئله نامحدود 
تصادف خارج  طور متوالی و هر دفعه یک توپ به  به B وAهاي بازیکن.  توپ سیاه است3 توپ سفید و2ظرفی شامل مثال
  : بازي را شروع کند و انتخاب با جایگذاري باشدAاگر. که یک توپ سفید انتخاب شود کنند تا زمانی می

   چقدر است؟Aاحتمال برنده شدن) الف
   کدام است؟Bاحتمال برنده شدن) ب
    :حل

ها در ظرف ثابت است و درنتیجه احتمال انتخاب سفید و سیاه در هر بار انتخاب  ازآنجاکه انتخاب با جایگذاري است، تعداد مهره
  :ثابت و برابر است با

  3)
5

Pسیاه= (2     و     )
5

Pسفید= (  
   به صورت زیر قابلAهاي زیر براي محاسبه احتمال برنده شدن کند، وضعیت  بازي را شروع میA ازآنجاکه:راه حل اول) الف
  :بینی است پیش

  ( )
A A B A

A

2 2
2 3 3 2 55 5P S ...

9 165 5 5 5 81
25 25

′ ′

= + × × + = = =
−
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برند   در مرحله اول نمیB وAکدام از برد یا هیچ  میA دو حالت وجود دارد؛ یا در مرحله اولA براي برنده شدن:راه حل دوم
  :برد  در مراحل بعدي میAو

  
( ) ( ) ( ) ( )A A A A

A A B
2 3 3 16 2 5P S P S P S P S
5 5 5 25 5 8

′ ′

= + × × → = → =
  

  : وجود داردBهاي زیرا براي محاسبه احتمال برنده شدن کند، وضعیت  بازي را شروع میA ازآنجاکه:راه حل اول)ب

  ( )
A B A B A B

B

6 6
3 2 3 3 3 2 325 25P S ...

9 165 5 5 5 5 5 81
25 25

′ ′ ′ ′

= × + × × × + = = =
−

  

بازند  برد یا در مرحله اول هر دو می  میBبازد و  میA برنده شود دو حالت وجود دارد؛ یا در مرحله اولB براي آنکه:راه حل دوم
  :برد  میBو در مراحل بعدي

  ( ) ( ) ( )
A B A B

B B B
3 2 3 3 3P S P S P S
5 5 5 5 8

′ ′ ′

= × + × → =  

) برابر با B احتمال برنده شدن:راه حل سوم )A1 P S− داریم) الف( است بنابراین با توجه به قسمت:  

  ( ) ( )B A
5 3P S 1 P S 1
8 8

= − = − =  
  



 

  



  
  
  
  

  آنالیز ترکیبی
 شهر اعزام کرد به طوري که تعداد افراد اعزامی به دو 3توان به شش نفر کارشناس مدیریت را به چند طریق می .1

  )88حسابداري و مدیریت ـ (  شهر برابر نباشند؟ 
1 (60  2 (180  3 (240  4 (360  

,3 نفر به سه گروه10تعداد حالات ممکن از تقسیم .2  )86اقتصاد ـ (  :  نفري برابر است با2 و5
1 (1440  2 (2520  3 (2630  4 (5040  

در . سوار قرار است در یک جاده کمربندي دور شهري مسابقه دهند  دوچرخه43سواري در یک مسابقه دوچرخه .3
 )87اقتصاد ـ (   دوم و سوم را کسب نمایند؟توانند مقام اول، سواران می چند مورد یا حالت دوچرخه

1 (129  2 (1763  3 (12341  4 (74046  

 )87ریزي شهري ـ  برنامه(  توان سه حرف انتخاب کرد؟  به چند طریق میMANAGEMENTاز بین حروف کلمه  .4
1 (30  2 (32  3 (36  4 (40  

 حرفی ساخت؟ توان یک رمز عبوري سه  به چند طریق میAPPLICATIONبا حروف کلمه  .5
  )88ریزي شهري ـ  برنامه(  

1 (360 2 (378  3 (399  4 (420  

 پرسش اول 4شده پاسخ داد به شرط آنکه حداقل  پرسش داده12 پرسش از10توان فقط به به چند طریق می .6
 )86 ـ GIS(   پرسش اجباري باشد؟ 5از
1(56 2(65 3(120  4(140   

 )87ـ   GIS(   گذاشت؟  حرف کنار4توان  به چند طریق میOPERATORاز حروف کلمه  .7
1(32 2(36 3(70  4 (72  

    بندي شده هاي طبقه تست 
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طوري قرار فرض کنید این افراد قرار است دور یک میز . کنند  تیم دونفره بدمینتون در یک مسابقه شرکت می5 .8
 توانند دور این میز قرار بگیرند؟ این افراد به چند طریق می. بگیرند که نفرات هر تیم در کنار هم قرار داشته باشند

  )87محیط زیست ـ (  
1 (44! 2×  2 (54! 2×  3 (45! 2×  4 (55! 2×  

  روابط احتمالاتی

3در یک آزمایش مهارت احتمال موفقیت دو نفر به ترتیب  .9
5

1 و 
2

با کدام احتمال لااقل یکی از آن دو موفق .  است
 )87حسابداري و مدیریت ـ (  شوند؟ می

1 (2
3

  2 (3
4

  3 (4
5

  4 (5
6

  

Aاگر .10 B،برابر فضاي نمونه ( )P A ) و=0.7 )P B ) باشد، مقدار=0.6 )P B A′−88اقتصاد ـ (   چقدر است؟(  
1 (0.18  2 (0.3  3 (0.42  4 (0.7  

مند  ش فوتبال علاقه نفر به ورز20.باشند مند به ادامه تحصیل می  نفر علاقه15 نفري40در یک کلاس .11
یک نفر از افراد این کلاس را به . باشند مند به ورزش فوتبال می مند به ادامه تحصیل و علاقه  نفر علاقه5.باشند می

شد مند به ادامه تحصیل با مند به ورزش فوتبال و نه علاقه احتمال اینکه این فرد نه علاقه. کنیم تصادف انتخاب می
  )86محیط زیست ـ (  چقدر است؟

1( %12.5  2 ( %25  3 (%37.5  4 (%75  

ارشناسی کننده حداقل مدرك ک  افراد مراجعه40%.در یک کارخانه قرار است یک نفر استخدام شود .12
کننده حداقل مدرك کارشناسی   از افراد مراجعه15%کننده سابقه شغل قبلی دارند،  از افراد مراجعه60%دارند،

شود قبلاً سابقه شغل نداشته باشد و  احتمال اینکه فردي که استخدام می. داشته و سابقه شغل قبلی نیز دارند
  )87محیط زیست ـ  (  داقل مدرك کارشناسی داشته باشد چقدر است؟ح
1 (%15  2 (%20  3 (%25  4 (%60  

 44 سال در این کارخانه دارند، همچنین5 نفر سابقه شغلی بیش از56 نفر شاغل هستند که100در یک کارخانه .13
کارخانه دارند و قبلاً  سال در این 5 نفر سابقه شغلی بیش از15اند، همچنین نفر قبلاً در جایی دیگر نیز کار کرده

احتمال اینکه سابقه شغلی . کنیم  نفر انتخاب می100فردي را به تصادف از میان. اند نیز در جایی دیگر کار کرده
  )88زیست ـ محیط (   سال نداشته باشد و قبلاً نیز در جایی دیگر کار کرده باشد، کدام است؟ 5بیش از

1 (56
100

  2 (44
100

  3 (29
100

  4 (15
100

  

  احتمال
,6اعداد .14 5, 4, 3, 2, بیرون آوریم با کدام احتمال اند، اگر دو مهره را با هم   مهره یکسان نوشته شده6 بر روي1

 )86حسابداري و مدیریت ـ  (   خواهد بود؟3مجموع اعداد این دو مهره مضرب

1 (1
3

  2(1
4

  3 (2
5

  4 (4
15
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,1ارقام .15 2, 2, 3, ن دو رقم متمایز با کدام احتمال بین هر دو رقم یکسا. گیرند تصادف کنار هم قرار می  به1 و3
 )87حسابداري و مدیریت ـ (  گیرند؟ قرار می

1 (1
10

  2 (1
12

  3 (1
15

  4 (1
18

  

باشند  شش نفر دانشجو که دو نفر آنان از گروه مدیریت، دو نفر از گروه حسابداري و دو نفر دیگر از گروه آمار می .16
 گیرند؟ گروه کاملاً مقابل هم قرار می با کدام احتمال افراد هم. نشیند دور یک میز گرد می

  )88حسابداري و مدیریت ـ (  
1( 1

15
  2 (1

12
  3 (1

8
  4 (1

6
  

 باشد؟ می 4 و یک رقم مضرب3رقمی بدون صفر با کدام احتمال دقیقاً سه رقم مضرب در یک رمز عبور شش .17
  )88حسابداري و مدیریت ـ (  

1 (320
81 81×

  2 (640
81 81×

  3 (80
27 27×

  4 (160
27 27×

  

 )87اقتصاد ـ (   چند است؟(Head)در پرتاب دو سکه سالم به هوا، احتمال حصول حداقل یک شیر  .18

1 (3
8

  2 (3
4

  3 (1
4

  4 (1
2

  
,1ارقام .19 2, 2, دهیم با کدام احتمال سه رقم متوالی به ترتیب صعودي، در   را تصادفی کنار هم قرار می1 و3

 )86 ـ GIS (  شوند؟  رقمی حاصل دیده می5عدد

1 (4
15

  2 (2
5

  3 (1
5

  4 (1
3

  

با کدام احتمال دو فرد . دهیم  نفره جاي می3 نفره و2 نفره،1هاي مند را به طور تصادفی در اتاق شش نفر کار .20
 )87 ـ GIS (  گیرد؟ مورد نظر در یک اتاق جاي می

1 (1
6

  2 (1
12

  3 (2
15

  4 (4
15

  

,1هر یک از ارقام .21 2, 3, به تصادف یک گوي خارج کرده . ایم  گوي یکسان نوشته و در ظرفی ریخته4 را بر روي5
رقمی  قام عدد سهبا تکرار این عمل در سه بار متوالی به ترتیب ار. گردانیم و با ثبت شماره آن دوباره به ظرف بر می

 )87 ـ GIS(   وجود دارد؟2رقمی لااقل یک بار عدد با کدام احتمال در این عدد سه. شود حاصل می

1 (37
64

  2 (27
64

  3 (17
32

  4 (13
32

  
 به کار رفته Aبا کدام احتمال هر سه حرف. سازیم  حرفی می4 یک کلمه رمز عبورABADANحروف کلمه با  .22

  )88 ـ GIS(  است؟ 
1 (1

3
  2 (1

4
  3(  1

6
  4 (1

9
  

  احتمال باجایگذاري و بدون جایگذاري
 دانشجوي پسر، سه دانشجو را براي شرکت در یک سمینار به تصادف انتخاب 3 دانشجوي دختر و5از بین .23

 )86اقتصاد ـ  (  : برابر است بااحتمال اینکه حداقل یک دانشجوي دختر انتخاب شود،. کنیم می

1 (3
56

  2 (5
56

  3 (54
56

  4 (55
56
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) مهره سیاه استn مهره سفید و4ظرفی شامل .24 )n  n.کنیم درپی بدون جایگذاري انتخاب می دو مهره پی. <1
1چقدر باشد تا احتمال اینکه مهره اول سفید و مهره دوم سیاه باشد، برابر

5
 )87اقتصاد ـ  (  شود؟

1 (1  2 (4  3 (5  4 (12  
احتمال اینکه پست . کننده حذف کنند علت کمی مراجعه  پست را به3خواهند  پست در یک اداره، می10از .25

  )88اقتصاد ـ (  خصوصی حذف نشود، چقدر است؟ به
1 (7

9
  2 (7

10
  3 (3

9
  4 (3

10
  

 درخت کاج و بقیه 4 درخت صنوبر،8 درخت سرو،12 درخت وجود دارد به طوري که50در یک جنگل کوچک .26
 درخت کاج باشد چقدر 2 درخت سرو و2ایم؛ احتمال اینکه دقیقاً  درخت را به تصادف بریده4.درخت اقاقیا

  )86محیط زیست ـ (  است؟
1 (4

50
  2 (2 2

12 4
×  3 (12 4

50 50
×  4 (396

50
4

 
 
 

  

 نفر در حال انجام 25 نفر در حال انجام ورزش والیبال،10 نفر ورزشکار وجود دارند که40در یک سالن ورزشی .27
 نفري انتخاب کنیم به 10خواهیم یک کمیته می. ورزش فوتبال و بقیه در حال انجام ورزش بسکتبال هستند

 احتمال این رویداد کدام است؟. قیه از تیم بسکتبال باشند نفر از تیم فوتبال و ب5 نفر از تیم والیبال،3طوري که
  )87محیط زیست ـ (  

1 (

10 25 5
3 5 2

40
10

    
    
    

 
 
 

  2 (10

10 25 5
3 5 2

40

    
    
      3 (10

10!25!5!
40

  4 (10!25!5!
40
10

 
 
 

  

 3 نفري که شامل5یک کمیته)  دختر8 پسر و12(باشد  جو می دانش20فرض کنید از یک کلاسی که شامل .28
 ام است؟احتمال چنین پیشامدي کد. انتخاب نماییم باشد،   دانشجوي پسر می2دانشجوي دختر و

  )88محیط زیست ـ (  

1 (

12 8
2 3

20
5

   
   
   

 
 
 

  2 (12! 8!
2! 20! 3!

  3 (
2 320 12 8

5 20 20
    
    

    
  4 (

3 220 3 2
5 8 12

    
    

    
  

 مهره سفید 6 مهره قرمز،3 مهره آبی وجود دارد و در کیسه دوم4 مهره سفید و2 مهره قرمز،4در کیسه اول .29
آوریم، احتمال اینکه مهره سفید باشد،  اي بیرون می ها به تصادف مهره از یکی از کیسه.  مهره آبی وجود دارد1و

  )88محیط زیست ـ (  کدام است؟
1 (2

10
  2 (4

10
  3 (6

10
  4 (8

10
  

  احتمال متوسط
تصادف یک  به.  مهره سیاه وجود دارد2 مهره سفید و3 مهره سیاه و در ظرف دوم4 مهره سفید و1در ظرف اول .30

سپس از ظرف دوم دو مهره با هم خارج . دهیم مهره از ظرف اول برداشته بدون رؤیت در ظرف دوم قرار می
  )88 مدیریت ـ حسابداري و(  شده سفید است؟ با کدام احتمال هر دو مهره خارج. کنیم می
1(0.12  2(0.18  3(024  4 (0.36  
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احتمال برخورد چاه حفرشده به نفت .  است0.4احتمال وجود سفره زیرزمینی نفتی در مناطق مختلف یک استان .31
تصادف حفر شود، احتمال عدم  اگر یک چاه در این استان به.  است0.3ی در حالت وجود سفره نفتی تنهاحت

  )88اقتصاد ـ (  برخورد آن به نفت چقدر است؟ 
1 (0.12  2 (0.28  3 (0.30  4 (0.88  

تصادف از  به. ارد مهره آبی وجود د3 مهره سفید وB ،7 مهره آبی و در کیسه6 مهره سفید وA،4در کیسه .32
مهره دومی را ). بدون نگاه کردن به رنگ آن(شود  اي بیرون آورده شده و کنار گذاشته می یکی از دو کیسه، مهره

  )87محیط زیست ـ (  احتمال اینکه این مهره سفید باشد، چقدر است؟ . آوریم بیرون می
1 (4

20
  2 (7

20
  3 (11

20
  4 (5

39
  

  قضیه بیز
 0.4 است و نسبت دختران در این دو کلاس به ترتیبB دو برابر دانشجویان کلاسAتعداد دانشجویان کلاس .33
 باشد چقدر Aتصادف از این دو کلاس انتخاب شود، احتمال اینکه متعلق به کلاس اگر دختري به.  است0.6و

 )86اقتصاد ـ (  است؟
1 (0.4  2 (0.6  3 (0.57  4 (0.86 

)اگر .34 )1P A ) و=0.4 )2P A 0.6=،( )1P B | A ) و=0.2 )2P B | A ) باشد، احتمال=0.05 )1P A | Bعبارت است از : 
 )87اقتصاد ـ (  

1 (0.72  2 (0.27  3 (0.11  4 (0.03  

اي با رنگ دیگر به داخل  یک مهره از ظرف خارج کرده و مهره.  مهره سیاه قرار دارد5 مهره سفید و4در ظرفی .35
شده همرنگ باشند با کدام  اگر هر دو مهره خارج. کنیم ز ظرف خارج میاندازیم؛ بار دوم مهره دیگري ا ظرف می

  )88ریزي شهري ـ  برنامه (  احتمال هر دو سفید هستند؟
1 (1

4
  2 (1

3
  3 (3

8
  4 (5

16
  

,Bسه ماشین .36 Aو C35 به ترتیب, ها به  محصولات آن. کنند اي را تولید می خانه  درصد محصولات کار15 و50
,1ترتیب . کنیم تصادف انتخاب می خانه یک محصول به یان  محصولات این کاراز م.  درصد معیوب هستند3 و2

 )87 ـ GIS (   تولید شده است؟Cاگر این محصول معیوب باشد با کدام احتمال با ماشین

1 (1
3

  2 (1
4

  3 (1
5

  4 (1
6

  

 موارد روزهاي 70%همچنین در. کند بینی می  اوقات روزهاي بارانی را درست پیش90%دستگاه فشارسنج در .37
فرض کنید دستگاه . وا بارانی است روزها ه40%دانیم در یک شهر می. کند بینی می آفتابی را درست پیش

  )86محیط زیست ـ(بینی کند، احتمال اینکه واقعاً باران ببارد چقدر خواهد بود؟  فشارسنج روز شنبه را بارانی پیش
1 (%40 2 (%90 3 (1

3
 4 (2

3
  



  



  
  
  

  آنالیز ترکیبی
  .  درست است4گزینه  .1

تاي kn وها در سلول دوم، تاي آن2nها در سلول اول، تاي آن1n سلول به طوري کهk شیء درn تعداد تقسیمات:یادآوري
  :ام قرار گیرد، برابر است باkها در سلول آن

  
1 2 k 1 2 k

n n!
n n ... n n ! n ! ... n !

 
= 

 
 

)ن نباشند شهر به طوري که تعداد افراد دو شهر یکسا3 نفر به6تنها حالت تقسیم )1, 2,  در !3 است که البته با جایگشت3
  .پذیر است  حالت امکان6بین سه شهر
  : نفر قرار گیرد3 و در شهر دیگر2 و در دیگري1 در یکی از شهرها شهر تقسیم کنیم به طوري که3 نفر را در6خواهیم بنابراین می

  6 6!3! 6 6 60 360
1 2 3 1! 2! 3!

 
× = × = × = 

 
  

 .  درست است2گزینه  .2
ام k و گروه  عضو متمایز،  1n گروه به طوري که گروه اول شاملk شیء متمایز درn تعداد کل حالات تقسیم:یادآوري
  : عضو متمایز باشد برابر است باknشامل

  
1 2 k 1 2 k

n n!
n n ...n n !n !....n !

 
= 

 
  

,3 نفر به سه گروه10ل تعداد حالات تقسیمحا   : نفري برابر است با2 و5

  10 10! 2520
5 3 2 5!3!2!

 
= = 

 
  

    هاي تشریحی پاسخ 
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 .  درست است4گزینه  .3
دقت کنید که . کنند هاي اول و دوم و سوم را کسب می  نفر مقام3 نفر،43 نفر هستند که از بین این43سواران کل دوچرخه
  . خواهد بود43 از3ها براي ما مهم است، بنابراین تعداد حالات انتخاب این سه نفر ترتیب ترتیب مقام

  
( ) ( )

3r
n 43

n! 43! 43!P P 41 42 43 74046
n r ! 43 3 ! 40!

= → = = = × × =
− −

  

  :ها مهم است داریم ون ترتیب مقامبه عبارت دیگر چ
   رتبه اول     رتبه دوم      رتبه سوم      

41 42 43 74046× × =  

 .  درست است4گزینه  .4
E حرف متمایز است که حروف6 شاملMANAGEMENTحروف کلمه  , N, A, Mبار تکرار شده است2 هر یک .  

  6 6! 20
3 3!3!

 
= = 

 
   حرف متمایز6انتخاب سه حرف از: 

  .یز باشندتوانند مشابه ن  حرف نیست پس این سه حرف می3حال چون هیچ محدودیتی در انتخاب این
Eاگر هر کدام از چهار حرف , N, A, Mحرف بسازند که دو 3 حرف متمایز دیگر5توانند با یک حرف از  دو بار تکرار شوند می 

)  : مثلاً،تاي آن تکراري است ) ( ) ( )( )( )M , M ,A , M , M , N , M , M, E M, M ,G M, M ,T  
Eبرايهمین تکرارها  , N, Aنیز وجود دارد، بنابراین :  

  4 5 20= ×    حرف تکراري و یک حرف غیر تکراري2 حرف با3 انتخاب=
20هاي انتخابی برابر است با حرفی بنابراین تعداد کل سه 20 40+ =.  

 . درست است3گزینه  .5
P است که حروف(A,P,L,I,C,T,O,N) حرف متمایز 8 شاملAPPLICATIONکلمه  , Aو Iاند  بار تکرار شده2 هر یک.  
   دهیم، بدون هیچ محدودیتی در مشابه بودن حروف رمز؛حرفی تشکیل خواهیم رمز عبور سه می

  : حرف برابر است با8 حرف متمایز از3تعداد حالات انتخاب
8 8!3! 3! 6 7 8 336
3 3!5!

 
× = × = × × = 

  
 

   حرف3جایگشت                                         
  :مانده برابر است با  حرف متمایز باقی7 با یک حرف متمایز دیگراز بینI یاP یاA حرف تکراري2تعداد حالات انتخاب


7 3!3 3 7 3 63
1 2!1!

↓

 
× × = × × = 

  

  

  حرف3جایگشت                   
  حرف مشابه2با                   

AیاPیاI  

336اها برابر است ب بنابراین تعداد کل انتخاب 63 399+ =.  

  .  درست است1گزینه  .6
  : استn ازkها ترکیب  شیء بدون جایگذاري و بدون توجه به ترتیب انتخاب آنn شیء ازk انتخاب:یادآوري

  
( )

n n!
k k! n k !

 
=  − 

  

تا 4سپس حداقل. تاي بقیه تفکیک کنیم7تاي اول و5 پرسش را به12تا پاسخ دهیم اما باید این12 پرسش از10درکل باید به
  :مانده باشد تاي باقی7ها باید از تاي اول را پاسخ دهیم و بقیه پاسخ5از

  5 7 5 7
5 7 1 21 56

4 6 5 5
      

+ = × + × =     
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  . درست است2گزینه  .7
  .اند  بار تکرار شده2 هر یکR وO حرف است که حروف8 شاملOPERATORکلمه 

6   (OPERAT) حرف متمایز 6 حرف از4 انتخاب
15

4
 

= 
 

  

2   (PERAT) حرف دیگر از 2 وO حرف2انتخابی، حرف 4از 5
10

2 2
  

=  
  

  

2   (OPEAT) حرف دیگر از R،2 حرف2 حرف انتخابی،4از 5
10

2 2
  

=  
  

  

2  . باشدR حرف2 وO حرف2 حرف انتخابی شامل4 2
1

2 2
  

=  
  

  

  15 10 10 1 36+ + +   ها مجموع انتخاب: =

  .  درست است2گزینه  .8
) نفر دور یک میز برابر است باn و جایگشت!n نفر در یک ردیف برابر باnجایگشت: یادآوري )n 1 !−.  

)دهیم  در این سؤال ابتدا افراد هر تیم را در کنار هم قرار می ) تیم به صورت5حال. !52( )5 1 ! 4!− توانند دور میز قرار   می=
  .گیرند

)  :بنابراین کل حالات برابر است با )5 54! 2! 4!2=  

  احتمالاتیروابط 
 .  درست است3گزینه  .9

  : داریم،با توجه به اینکه موفقیت هر نفر مستقل از دیگري است

1  :راه حل اول 3 1 2 4) 1 1 1 1
2 5 2 5 5

   = − − × − = − × =   
   

( موفق هیچ 1 P (=   )Pلااقل یکی موفق−

)  :راه حل دوم ) ( ) ( ) ( ) 3 1 3 1 8 4) P A B P A P B P A B
5 2 5 2 10 5

= = + − = + − × = = قلااقل یکی موفP(  

  .  درست است2گزینه  .10
)  :یادآوري ) ( )P A B P A B′− =   

)کافی است   :بنابراین  )P A Bرا پیدا کنیم  .( ) ( )( ) ( )P B A P B A P B A′′ ′− = = →   

Aحال با توجه به اینکه  Bبرابر فضاي نمونه است یعنی ( )P A B 1=داریم:  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P A B 1 0.7 0.6 P A B 1 P A B 0.3+ − = → + − = → =    

  .  درست است2گزینه  .11
  ( ) 15P A

40
→ Aمند به ادامه تحصیل  علاقه= :  

  ( ) 20P B
40

→ Bمند به فوتبال  علاقه= : 

  ( ) 5P A B
40

→ =مند به ادامه تحصیل و فوتبال  علاقهA B :  
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  ( ) ( ) ( )) P A B P A B 1 P A B′′ ′= = = −  مند نه به تحصیل و نه به فوتبال علاقهP (  

  ( ) ( ) ( ) 15 20 5 101 P A P B P A B 1 0.25 %25
40 40 40 40

= − − + = − − + = = =  

  قانون دمورگان :یادآوري
n n

i i
i 1 i 1

P A P A
= =

′   
′ =      

   
   

 .  درست است3گزینه .12

  

( )P A 0.4→ Aحداقل مدرك کارشناسی= :  
( )P B 0.6→ Bسابقه شغلی= :  

( )P A B 0.15→ =حداقل کارشناسی و سابقهA B :  

  ( ) ( ) ( ) ( )) P A B P A B P A P A B 0.4 0.15 0.25 %25′= = − = − = − = = اشته و مدرك داشتهسابقه ندP (  

 .  درست است3گزینه  .13

  ( ) 44P B
100

→ Bاند قبلاً در جایی دیگر کار کرده= :  

  ( ) 15P A B
100

→ =اند ایی دیگر کار کرده سال در این کارخانه و قبلاً در ج5 سابقه شغلی بیش ازA B :  

  
  ( ) ( )) P B A P B A′= = −سال در این کارخانه نداشته و قبلاً در جایی دیگر کار کرده است5سابقه شغلی بیش از P ( 

  ( ) ( ) 44 15 29P B P A B
100 100 100

= − = − =  

  احتمال
 . رست است د1گزینه  .14

: Aباشد3مجموع دو عدد مضرب .  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }A 1, 2 , 1,5 , 2,4 , 3,6 , 4,5=  

  ( ) ( )
( )

n A 5 5 1P A
6n S 15 3
2

= = = =
 
 
 

  

 .  درست است3گزینه  .15
  :ها شبیه هم باشد برابر است با  تاي آنkn وها شبیه هم، تاي آن2nم،ها شبیه ه تاي آن1n شیء کهn جایگشت:یادآوري

  
1 2 k 1 2 k

n n!
n n ... n n !n !...n !

 
=  
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,1,1,2بنابراین جایگشت کل ارقام )  : برابر است با2,3,3 ) 6! 720n s 90
2!2!2! 8

= = =  
  :خواهیم بین هر دو رقم یکسان، دو رقم متمایز باشد یعنی می. براي تعداد حالات مساعد بهتر است حالات را بررسی کنیم

      2بین دو  
        
3  2  1  3  2  1  

 
 
 

 
 

   1بین دو   3بین دو  
در تمامی حالات مساعد این اتفاق . ول در این حالت با سه رقم دوم دقیقاً برابر و در جاي یکسان هستنددقت کنید که سه رقم ا

  :به حالات مساعد نگاه کنید.  رقم اول است3افتد پس تعداد حالات مساعد برابر جایگشت می

1 2 3 1 2 3
1 3 2 1 3 2
2 3 1 2 3 1
2 1 3 2 1 3
3 1 2 3 1 2
3 2 1 3 2 1

 

  ( ) ( )
( )

( )

n A 6 1P A
n s 90 15

n A 3! 6


= = =


 = =

  

  .  درست است1گزینه  .16
)برابر) اي دایره( نفر دور یک میز n جایگشت:یادآوري )n 1 ) نفر به6 است، بنابراین کل این−! )6 1 توانند دور  ت می حال−!

  :میز قرار گیرند
  ( )6 1 ! 5!= −   کل حالات=

 براي قرار گرفتن افراد هر گروه مقابل یکدیگر ابتدا یک نفر را در جاي ثابتی :حالات مساعد
a  :دهیم نشانیم، سپس نفر دیگر گروهش را مقابلش قرار می می

b′

c′

a′

b
c

  
توانند با هم جابجا   می!2 وجود ندارد که مقابل هم باشند و افراد هر گروه نیز به حالت بیشتر2مانده حال براي دو گروه باقی

) بنابراین تعداد حالات مساعد برابر است با؛شوند )22 2!×.  
)  حالات مساعد )22 2! 8 1

5! 120 15
×

= =   ظراحتمال مورد ن=  کل حالات  =

  .  درست است2گزینه  .17
,9خواهیم با ارقام می , 2 , 1رقمی بسازیم6 یک رمز  .  

  69 9 9 9 9 9 9= × × × × ×   کل حالات=
  :بین مابقی ارقام باشد، بنابراین رقم دیگر از 2 و4 ، یک رقم مضرب3 رقم مضرب3خواهیم در این رمز فقط حال می

  : 3 , 6 ,   3ارقام مضرب 9
  : 4 ,   4ارقام مضرب 8

  : 1 , 2 , 5 ,   مابقی ارقام7
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6کنیم  مکان را انتخاب می6 مکان از3ابتدا
3

 
 
 

مانده   مکان باقی3 مکان از 1دهیم، سپس  را در آن قرار می3 و ارقام مضرب

3کنیم انتخاب می
1

 
 
 

انده را در آن م ماند که ارقام باقی  مکان باقی می2دهیم و در آخر  را در آن قرار می4 و ارقام مضرب

  :کنیم جایگذاري می

 3 3 3 2 4 4
↓ ↓↓

  

  3مضرب    4 مضرب  مابقی 

3 26 3 2
: 3 2 4

3 1 2
↓ ↓ ↓

     
× × × × ×     

       
  حالات مساعد

  3 مکان مضرب3   4 مکان مضرب1   مکان مابقی   2                          
  

  حالات مساعد
3 2

4

6

6 3
3 2 4

3 1 20 3
9

   
× ×   

×   = =
2

6

2 4

9

× ×
4

640
81 819

=
  کل حالات  ×

  
  احتمال مورد نظر=

 .  درست است2گزینه  .18

  : استn2 برابر سکهn فضاي نمونه پرتاب:یادآوري
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2S :{ T ,T , T , H , H ,T , H , H } n S 2 4→ = =

  

  حداقل یک شیر              
  1 3) 1

4 4
= − (هردو خط= 1 P (= (هیچ شیر− 1 P (= Pحداقل یک شیر− (  

  .  درست است3گزینه .19
  : شیء مشابه برابر است باkn و شیء مشابه، 2n شیء مشابه،1n شیء باn جایگشت:ريیادآو

1 2 k

n!
n !n !...n !

  

  ( ) 5!: n s 30
2!2!1!

= ,1 رقمی حاصل از ارقام5تعداد اعداد= 1, 2, 2, 3 

 را در یک دسته کنار هم قرار دهیم؛ حال 123حال براي به دست آوردن تعداد حالات مساعد باید سه رقم متوالی صعودي
)  : محاسبه کنیم2ه وماند جایگشت این دسته را با دو رقم باقی )123 , 1 , 2 n A 3! 6→ = =  

  ( ) ( )
( )

n A 6 1P A
n S 30 5

= = =  

  .  درست است4گزینه  .20
در  … شیء و2n شیء، در سلول دوم1n سلول به طوري که در سلول اولk شیء متمایز درn تعداد حالت تقسیم:یادآوري

  :شیء قرار گیرد برابر است باknامkسلول
1 2 k

n!
n !n !...n !

  

,2هاي  نفر در اتاق6 تقسیم:حالاتکل  )  : نفره3 و1 ) 6!n s 60
3!2!1!

= =  
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 کنیم نفره تقسیم می نفره و یک مانده را در اتاق سه  نفر باقی4دهیم و  نفر را در اتاق دونفره قرار می2 یک بار:حالات مساعد
4!

3!1!
 
 
 

مانده از اتاق   نفره باقی1نفره و دونفره و مانده را در اتاق یک  نفر باقی4دهیم و نفره قرار می  نفر را در اتاق سه2بار دیگر. 

!4دهیم نفره جاي می سه
1! 2!1!

 
 
 

.  

  ( ) 4! 4!n A 4 12 16
3!1! 2!1!1!

= + = + =  

  ( ) ( )
( )

n A 16 4p A
n s 60 15

= = =  

6 نفر6 نفر از2دقت کنید که چون دو نفر مورد نظر مشخص است دیگر به انتخاب
2

 
 
 

  . نیازي نیست

  .  درست است1گزینه .21
,1رقمی با ارقام داد کل اعداد سهتع: کل حالات 2, 3, 34  : برابر است با5 4 4 4× × =  

 بهتر است تعداد حالاتی را که در عدد سه 2رقمی با حداقل یک رقم براي تعداد حالات مساعد یعنی عدد سه: حالات مساعد
  . و سپس از کل حالات کم کنیم  وجود ندارد، به دست آورده2رقمی، رقم

  3 34 3 37= − :3رقمی با حداقل یک رقم عدد سه= 3 3 3 3 2× × = ,1رقمی با ارقام عدد سه→ 3,5 
37  حالات مساعد

64
=  

   کل حالات
) Pعدد سه رقمی با حداقل یک= (2  

 . درست است3گزینه  .22

   A تکرار3 و(A ,B ,D ,N) حرف متمایز 4 حرف است با6 شاملABADANحروف کلمه 
  :اند از حرفی ساخت عبارت4توان یک رمز تمام حالاتی که می :کل حالات

4
: 4! 24

4
 

× = 
  

   حرف متمایز4 حرف از بین4انتخاب  

     حرف متمایز4جایگشت
  

3 4!: 3 12 36
2 2!1!1!

 
× = × = 

  

  
 B, D, N حرف متمایز از بین سه حرف 2 وA حرف2انتخاب

     حرف تکراري2 حرف با4جایگشت
  

3  )حالات مساعد( 4!: 3 4 12
1 3!1!

 
× = × = 

  

  
  B, D, N  و یک حرف متمایز از بین سه حرفA حرف3انتخاب

     حرف تکراري3 حرف با4جایگشت                          
  

12  حالات مساعد 12 1
24 36 12 72 6

= = =
+ +

  
  کل حالات

   احتمال مورد نظر=
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  احتمال باجایگذاري و بدون جایگذاري
 .  درست است4گزینه  .23

  

5 3
0 3 1 55) 1 1

8 56 56
3

  
  
  = − = − =

 
 
 

(هیچ دختر 1 P (= Pحداقل یک دختر− ( 

 .  درست است4گزینه  .24
nهاي جعبه برابر  مهره سیاه است بنابراین کل مهرهn مهره سفید و4جعبه شامل ها بدون  دقت کنید که انتخاب مهره.  است+4

ها  همچنین چون ترتیب رنگ مهره. م خواهد شدهاي جعبه ک  یک مهره از کل مهره، بنابراین در هر بار انتخاب؛جایگذاري است
  :کنیم مهم است بنابراین تک تک حالات را بررسی می

4  ها تعداد سفید  ها تعداد سیاه n 1
4 n 4 n 1 5

= × =
+ + −

  
(  ها کل مهره  ×  ها کل مهره−1 Pاولی سفید، دومی سیاه= ( 

  ( )( ) ( )( )220n 4 n 3 n n 13n 12 0 n 12 n 1 0→ = + + → − + = → − − =
n 12= P

n 1=
  

n n قابل قبول است زیرا=12  .)ها را در معادله جایگزین کنید توانید گزینه اگر حل معادله برایتان سخت بود می( است <1

  .  درست است2گزینه  .25

10:  پست10 پست از3 انتخاب:تکل حالا
3

 
 
 

  

9کنیم  مانده انتخاب می تاي باقی9 پست را از بین3گذاریم و خواهیم حذف نشود کنار می  پستی را که می:حالات مساعد
3

 
 
 

.  

  حالات مساعد
9 9!
3 73! 6!

10!10 10
3!7!3

 
 
 = = =
 
 
 

  
  کل حالات

( )P A =  

  .  درست است4گزینه  .26

nترکیبها   آن شیء بدون جایگذاري و بدون مهم بودن ترتیب انتخاب n شیء ازkانتخاب
k

 
 
 

 : خواهد بود

  
( )

n n!
k k! n k !

 
=  − 

  

  50
4

 
=  

 
  کل حالات  :50 تا از4انتخاب

  12 4 12! 4! 66 6 396
2 2 2!10! 2! 2!

  
= = × = × =  

  
  حالات مساعد : درخت کاج 2 درخت سرو و2انتخاب

396  حالات مساعد
50
4

=
 
 
 

  
  کل حالات

  احتمال مورد نظر=
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  .  درست است1گزینه  .27

nها، ترکیب مهم بودن ترتیب انتخاب آن نفر بدون جایگذاري و بدون n نفر ازkانتخاب
k

 
 
 

  : خواهد بود

  40
10

 
=  

 
  کل حالات :  نفر40 نفر از10 انتخاب

   بسکتبالیست2 فوتبالیست و5 والیبالیست،3 انتخاب:حالت مساعد
40 10 25= −    ورزشکار40بقیه از−

10 25 5
3 5 2

↑
   
    
    

↓

  

10 3 5= −    نفر10بقیه از−
 

  حالات مساعد
10 25 5
3 5 2

40
10

   
   
   =

 
 
 

  
  کل حالات

  احتمال مورد نظر=

  .  درست است1گزینه  .28

nها، ترکیب  نفر بدون جایگذاري و بدون مهم بودن ترتیب انتخاب آنn نفر ازkانتخاب
k

 
 
 

  : خواهد بود

  20
5

 
=  

 
   کل حالات:  نفر 20 نفر از5انتخاب

  12 8
2 3

  
=   

  
  حالات مساعد:  پسر 12 پسر از2 دختر و8 دختر از3انتخاب

  حالات مساعد
12 8
2 3

20
5

   
   
   =

 
 
 

  
  کل حالات

  احتمال مورد نظر=

  .  درست است2گزینه  .29
ها تصادفی است دو کیسه روي هم ریخته و یک   با توجه به اینکه انتخاب کیسه:توجه

  :گیریم در نظر می)  مهره20جمعاً( مهره آبی 5 مهره سفید و8 مهره قرمز،7کیسه با

  
  

8  هاي سفید تعداد مهره 4
20 10

= =  
  ها تعداد کل مهره

) Pسفید= (  
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  احتمال متوسط
  .  درست است3گزینه  .30

)شده از ظرف اول با شرط بر روي سفید یا سیاه بودن مهره خارج )I و 
  :با استفاده از فرمول احتمال  متوسط داریم

  
2اولی سیاه(   (ره سفیدمه| P (اولی سیاه) P 2اولی سفید+) (مهره سفید| P (اولی سفید) P Pهر دو مهره سفید=) ( 

  

4 3
2 21 4 1 6 4 3 6 12 18 6 0.24
6 65 5 5 15 5 15 5 15 5 15 25
2 2

   
   

+   = × + × = × + × = = = =
× ×   

   
   

  

)که ظرف یددقت کن )IIشده از ظرف  خارج  با اضافه شدن مهره( )I،6مهره خواهد داشت .  

  .  درست است4گزینه  .31

: Eنرسدچاه به نفت   
: Aوجود سفره زیر زمینی  

  
  : با توجه به فرمول احتمال متوسط با شرط بر روي وجود سفره زیر زمینی داریم

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P E P E | A P A P E | A P A 0.7 0.4 1 0.6 0.28 0.6 0.88′ ′= + = × + × = + =  

  .  درست است3گزینه  .32
 با توجه به اینکه از رنگ مهره اول اطلاعی نداریم بنابراین مهره دوم مستقل از مهره اول انتخاب شده و احتمال آن :راه حل تستی

  .شود در دفعه اول محاسبه میهمانند خارج شدنش 
توانیم دو جعبه را روي هم  دقت کنید که چون انتخاب هر جعبه با شانس مساوي است می

  :در نظر بگیریم)  مهره20جمعاً( مهره آبی 9 مهره سفید و11ریخته یک جعبه با
  

  

11  هاي سفید تعداد مهره
20

(  ها تعداد کل مهره  = Pسفید= (  
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خواهیم باید بر روي رنگ مهره اول شرط بگذاریم؛ از فرمول  با توجه به اینکه احتمال سفید بودن مهره دوم را می: روش شرطی
  :یماحتمال متوسط دار
(دومی سفید|اولی آبی(   P (اولی آبی) P (دومی سفید|اولی سفید+) P (اولی سفید) P Pدومی سفید=) ( 

  11 10 9 11 209 11
20 19 20 19 380 20

= × + × = =  

  قضیه بیز
 .  درست است3گزینه  .33

(1 است B دو برابر کلاسAتعداد دانشجویان کلاس  
3

= (2انتخاب کلاس← , P (B
3

P انتخاب کلاس= (A 

  
(کلاس( P (Aکلاس| AدخترP ( 2

0.4 83 0.57
2 1 140.4 0.6
3 3

×
= = =

× + ×
  

(کلاس( P (Bکلاس| Bدختر) P (کلاس+) P (Aکلاس| AدخترP ( 
) Pکلاس|دختر= (A  

 .  درست است1گزینه  .34
  : به قضیه بیز داریمبا توجه

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1

1 1 2 2

1 1 2 2

P B | A P A 0.2 0.4 8P A | B 0.72
P B | A P A P B | A P A 0.2 0.4 0.05 0.6 11

P B | A 0.2 , P A 0.4 , P B | A 0.05 , P A 0.6

 ×
= = = = + × + ×


= = = =

  

 . درست است3گزینه  .35

    
  :با توجه به قضیه بیز داریم

Pهر دو سفید( P هر دو سفیدهر دو همرنگ( ) ( 

(هر دو سیاه( P Pهر دو سفید+) ( 
Pهر دو همرنگ(  = ( 

) Pهر دو سفید|هر دو همرنگ= ( 

 

(دومی سفید|اولی سفید( P Pاولی سفید×) ( 
4 3

12 12 39 9
4 3 5 4 12 20 32 8
9 9 9 9

×
= = = =

+× + ×
  

(دومی سیاه|اولی سیاه( P (اولی سیاه×) P (دومی سفید|اولی سفید+) P Pاولی سفید×) (  =  
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4 وقتی مهره اول با احتمال دقت کنید که
9

شده به ظرف  جاي آن مهره سفید خارج شود یک مهره سیاه به  سفید خارج می

3) بار دوم(حله  سیاه موجود است که احتمال سفید خارج شدنش در این مر6 سفید و3گردد یعنی الان در ظرف برمی
9

  . است

5همچنین وقتی مهره اول با احتمال 
9

گردد  شده به ظرف برمی جاي آن مهره سیاه خارج شود یک مهره سفید به  سیاه خارج می

4 سفید موجود است که احتمال سیاه خارج شدنش در این مرحله 5 سیاه و4یعنی الان در ظرف
9

  . است

  .  درست است2گزینه  .36

: Eمعیوب بودن  

  
 :با توجه به قضیه بیز داریم

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
P E | C P C

P C | E
P E | A P A P E | B P B P E | C P C

0.03 0.15 45 1
0.02 0.5 0.01 0.35 0.03 0.15 180 4

=
+ +

×
= = =

× + × + ×

  

  .  درست است4گزینه  .37

: Aبارانی روزبینی پیش   
: Eواقعاً باران ببارد  

  
  :با توجه به قضیه بیز داریم

  ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

P A E P A | E P E
) P E | A

P A P A | E P E P A | E P E
= = =

′ ′+

واقعاً بارانی|بینی بارانی پیشP (  

  0.9 0.4 36 36 2
0.9 0.4 0.3 0.6 36 18 54 3

×
= = = =

× + × +
  



  
  
  

  آنالیز ترکیبی
  رقمی ساخت؟6، شماره تلفن9توان با اعداد صفر تا  به چند طریق می .1

1 (610  2 (69  3 (59 10×  4 (56 10×  

 کتاب ریاضی را به 2تاي آن آمار و بقیه ریاضی هستند، یک کتاب آمار و5 کتاب که12توان از به چند طریق می .2
 عنوان کتاب سال برگزید؟

1 (220  2 (205  3 (110  4 (105  

 طریق به چند.  سؤال جواب دهد12 سؤال بعد به15 سؤال و از3 سؤال اول به5دانشجویی موظف است از .3
 تواند به سؤالات جواب دهد؟ می
1 (5054  2 (5540  3 (4550  4 (5450  

با قرار دادن این .  لامپ آبی موجود است4 لامپ زرد و3 لامپ قرمز،2براي چراغانی کردن سر در یک شرکت، .4
  توان چراغانی کرد؟  ها در یک ردیف به چند شکل می لامپ

1( 1080 2( 1260 3 (1170 4 (1350  

   باشند؟ Aاي که شامل حرف گونه توان ساخت به  حرفی می3 چند کلمهEHSANروف کلمه با ح .5
1( 24 2 (30 3 (12 4 (36  

   نفر انتخاب کرد؟7 نفره از بین2توان یک گروه حداقل د طریق میبه چن .6
1 (119  2 (120  3 (101  4 (146  

 هاي اول تا سوم انتخاب کرد؟   نفر را براي مقام3 نفره تیمی،12ز بین اعضايتوان ا به چند طریق می .7
1 (110  2 (220  3 (1100  4 (1320  

,4هاي رقمتوان با   رقمی می6 یا رقمی 5چند عدد  .8 3, 2, 2, 2,   درست کرد؟ 1
1 (120  2 (240  3 (720  4 (1440  

    خودآزمایی 
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  حتمالاتیروابط ا
)اگر .9 )P A ) و=0.59 )P B ) و=0.3 )P A B 0.21=گاه مقدار ، آن( )P A B کدام است؟ )B متمم B 

 .)است
1 (0.56  2 (0.38  3 (0.28  4 (0.18  

)شد مقدار  باb و a دو پیشامد ناسازگار باشند و احتمال آن دو به ترتیب B و A اگر .10 )c cP A B کدام 
 .) استA متمم cA(است؟ 

1 (b a−  2 (1 ab−  3 (1 a b− −  4 (1 a b+ +  

. کنند  هم فوتبال و هم بسکتبال بازي می30% بسکتبال،40% دانشجویان فوتبال،50%در یک دانشکده، .11
 احتمال آنکه دانشجویی در این دانشکده ورزش نکند کدام است؟ 

1 (0  2 (0.1  3 (0.4  4 (0.6  

1ها سه سکه را که شانس شیر آمدن آن .12
2

 ،1
3

1 و
4

کم یک شیر دیده  احتمال اینکه دست. اندازیم  است با هم می
  : شود برابر است با

1 (3
4

  2 (3
8

  3 (1
12

  4 (5
12

  

1 سال برابر 10احتمال کار کردن یک نفر در یک شرکت معین براي مدت بیشتر از .13
6

 کار B وAر دو فرداگ.  است
 سال در شرکت بماند، 10ها بیشتر از  خود را همزمان در این شرکت شروع کنند، احتمال اینکه فقط یک نفر از آن

  کدام است؟ 
1 (11

36
  2 (5

36
  3 (25

36
  4 (5

18
  

  احتمال
شود بیشتر از میانگین آن جامعه باشد چقدر  اي انتخاب می صورت تصادفی از جامعه احتمال آنکه مقداري که به .14

 است؟
1 (0.25  2 (0.5  3 (1  4 (0.67  

اگر اجزا به صورت موازي قرار .  است0.20ها سیستمی داراي دو جزء است که احتمال کار نکردن هر یک از آن .15
 گرفته باشند، احتمال کار کردن سیستم چقدر است؟

1 (0.96  2 (0.04  3 (0.40  4 (0.64  

 فرزند دارد، حداقل 3اي که احتمال اینکه خانواده. فرض کنید احتمال داشتن فرزند پسر و دختر مساوي باشد .16
 یک فرزند پسر داشته باشد چقدر است؟

1 (5
8

  2 (6
8

  3 (7
8

  4 (1  
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گرفته از تر از عدد بالا قرار احتمال اینکه عدد بالا قرارگرفته از تاس اول کوچک. کنیم دو تاس را با هم پرتاب می .17
  تاس دوم باشد چقدر است؟

1 (0.42  2 (0.55  3 (0.20  4 (0.69  

یک از موارد زیر، احتمال آن است که این عدد حداقل یک  کدام. کنیم تصادف انتخاب می  رقمی را به3یک عدد .18
 ، داشته باشد؟1رقم 

1 (0.72  2 (0.029  3 (0.28  4 (0.69  

  احتمال با جایگذاري و بدون جایگذاري
در . اند  نفر سر کار نرفته4 نفر شاغل هستند و6اي در یک دوره، التحصیلان کارشناسی ارشد دانشکده از فارغ .19

  نفرشان دعوت به کار کرد؟2 نفر آنان، چند درصد احتمال دارد بتوان از7صورت تماس تصادفی با
1 (30  2 (50  3 (40  4 (20  

. شوند تصادف انتخاب و بازرسی می  واحد به7 واحد کالاي برگشتی از فروش هر روزه در یک شرکت، تعداد10از .20
عیوب در  واحد کالاي م3 واحد از کالاهاي برگشتی واقعاً معیوب باشد، احتمال وجود6هرگاه در یک روز، تعداد
  نمونه انتخابی چقدر است؟

1 (5
6

  2 (6
7

  3 (1
6

  4 (3
7

  

طور تصادفی یکی بعد  ها را به  عدد آن3 عدد معیوب است؛ یک مشتري4اي،  عدد کالاي همگن داخل جعبه12از .21
  عدد اول سالم و سومی معیوب باشد چقدر است؟2احتمال آنکه. کند از دیگري برداشته و بررسی می

1 (28
165

  2 (4
27

  3 (28
55

  4 (4
16

  

با کدام احتمال حداقل یکی از حروف . کنیم  به طور تصادفی دو حرف حذف میORIGINاز حروف کلمه  .22
   است؟Iشده،  ذفح
1 (2

5
  2 (3

5
  3 (4

10
  4 (5

11
  

. کنیم ون جایگذاري از آن خارج میتصادف و بد دو توپ به.  توپ سیاه قرار دارد8 توپ سفید و4اي، در جعبه .23
 دهد که توپ دوم سفید باشد؟ یک از موارد زیر، احتمال آن را نشان می کدام

1 (1
1

  2 (1
12

  3 (1
3

  4 (2
11

  

 عدد مهره با جایگزینی 2 عدد مهره سیاه باشد و از درون آن30 عدد مهره سفید و20اي اگر درون کیسه .24
  :و مهره سفید باشد، برابر است بابرداریم، احتمال اینکه هر د

1 (2
25

  2 (3
25

  3 (4
25

  4 (1
5

  

طور تصادفی دو نفر  اگر به. ها شرکت دارند  مرد و همسران آن6، شش زوج ازدواج کرده، شامل میهمانیدر یک  .25
  است؟د، کدامها انتخاب کنیم، احتمال آنکه این دو نفر زن و شوهر باشن از بین آن

1 (1
12

  2 (1
11

  3 (2
11

  4 (1
6
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  احتمال شرطی
کنیم؛ اگر قرمز بود  ی از ظرف خارج میاي را به طور تصادف مهره.  مهره سفید است7 مهره قرمز و5ظرفی حاوي .26

اندازیم و   مهره سفید دیگر به داخل ظرف می2به همراه آن یک مهره قرمز دیگر و اگر سفید بود به همراه آن
مال شده در بار اول سفید بوده است، احت اگر بدانیم مهره خارج. کنیم سپس مهره دوم را برحسب تصادف خارج می

 آنکه مهره دوم قرمز باشد چقدر است؟

1 (9
14

  2 (5
12

  3 (9
12

  4 (5
14

  

)اگر .27 ) ( ) ( )1 1 1P A|B , P B , P A
3 5 3

= = )باشد،= )P A Bچقدر است؟  

1 (6
15

  2 (7
15

  3 (8
15

  4 (9
15

  

کنیم که مرد است؛ احتمال اینکه  تصادف انتخاب می یک دانشجو به. اند  دانشجو طبق جدول زیر توزیع شده120 .28
  رشته ریاضی باشد، چقدر است؟

  جنس  مرد  زن  جمع
  رشته

  فیزیک  20  30 50
  ریاضی  10  60 70

1 (1
12

  2 (1
3

  

3 (2
3

  4 (1
6

  

  جمع  30  90  120
 

تصادف برداشته و  اندازه، یک خودکار به  خودکار مشکی هم5 خودکار قرمز و4 خودکار سبز،3اي شامل از جعبه .29
  مشاهده شده که مشکی نیست؛ احتمال قرمز بودن آن چقدر است؟

1 (4
7

  2 (4
12

  3 (4
8

  4 (7
12

  

. کنیم از این کیسه دو گلوله به طور تصادفی خارج می. اي شامل دو گلوله سفید و دو گلوله سیاه است کیسه .30
  : ها سفید باشد برابر است با احتمال سفید بودن هر دو گلوله به شرطی که اقلاً یکی از آن

1 (1
2

  2 (1
3

  3 (1
4

  4 (1
5

  
در یک بار پرتاب  تاسی که احتمال نتیجه زوج داشتن آن سه برابر احتمال فرد داشتن آن است، اگر بدانیم  .31

  تر از سه به دست آمده، با چه احتمالی نتیجه پرتاب تاس مربع کامل است؟  اي بزرگ نتیجه
1 (2

5
  2 (1

9
  3 (4

12
  4 (3

7
  

  احتمال متوسط
بود کنیم؛ اگر قرمز  اي را به طور تصادفی از ظرف خارج می مهره.  مهره سفید است7 مهره قرمز و5ظرفی حاوي .32

اندازیم و   مهره سفید دیگر به داخل ظرف می2به همراه آن یک مهره قرمز دیگر و اگر سفید بود به همراه آن
 احتمال آنکه مهره دوم قرمز باشد چقدر است؟. کنیم سپس مهره دوم را برحسب تصادف خارج می

1 (125
312

  2 (5
24

  3 (37
161

  4 (7
32
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  مهره چقدر است؟2در سؤال قبل، احتمال همرنگ نبودن .33

1 (45
104

  2 (59
104

  3 (125
312

  4 (187
312

  

  قضیه بیز
و احتمال اینکه آن را به درستی ناشی از نقص  0.04احتمال اینکه یک حادثه اتومبیل ناشی از نقص ترمز باشد .34

احتمال آنکه یک حادثه .  است0.03 و احتمال اینکه آن را به غلط به نقص ترمز نسبت دهند0.82ترمز بدانند
  اند واقعاً ناشی از نقص ترمز باشد، چقدر است؟ اتومبیل را که به نقص ترمز نسبت داده

1 (0.0328  2 (0.5325  3 (0.0288  4 (0.3525  

اي را پرتاب کرده اگر  سکه.  توپ سیاه دارد12 توپ سفید وB،3 توپ سیاه و ظرف7 توپ سفید وA،5ظرف .35
فرض کنید که . کنیم  انتخاب میB و اگر خط ظاهر شود یک توپ از ظرف Aشیر ظاهر شود یک توپ از ظرف

  .شده سفید باشد، احتمال اینکه سکه خط آمده باشد را به دست آورید توپ انتخاب
1 (3

8
  2 (1

10
  3 (25

37
  4 (12

37
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35
36
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38
39
40
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  مقدمه
تواند مقادیر  هاي مختلف، می کمیتی را در نظر بگیرید که نتیجه انجام یک آزمایش است و در اثر انجام آن آزمایش در زمان

کند، مقادیر این کمیت قبل از انجام آزمایش مشخص نیست و به صورت تصادفی در نتیجه انجام آزمایش به  متفاوتی را اختیار 
  . آید دست می

:«ت کمی مثال Xدر آزمایش پرتاب دو سکه چگونه است؟» تعداد شیرهاي ظاهرشده  
  : حل

  :آوریم هاي مختلف سکه اول و سکه دوم به دست می را براي پرتاب دو سکه با توجه به وضعیت) کل حالات ممکن(ابتدا فضاي نمونه 
  

S)خ و خ(، ) خش و (، ) خ و ش(، ) ش و ش({ {=  
)تعداد کل حالات ممکن=4 )n S =  





  

:(سپس مقادیر ممکن براي متغیر تصادفی Xا به کمک فضاي نمونه به ها ر به همراه احتمال وقوع آن) تعداد شیرهاي ظاهرشده
  :آوریم دست می

  

  احتمال مقادیر متغیر تصادفی

( ) ( ) ( )
( )

n X
P x P X x

n S
= = )تعداد حالات مساعد  = )n X  تعداد شیرهاي ظاهر شده  حالات مساعدX :  

( ) 1P X 0
4

=   0  )خ و خ(  1  =

( ) 2P X 1
4

=   1  )ش و خ(، )خ و ش(  2  =

( ) 1P X 2
4

=   2 )ش و ش(  1  =
( )P x 1=∑      

این مقادیر بر اساس فضاي نمونه . گیرد  مقادیر خود را به صورت تصادفی میXشود، متغیر تصادفی طورکه مشاهده می همان
)تعیین شده و با احتمال )XP xشوند  اختیار می.  

 فصل
3  متغیرهاي تصادفی
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)در واقع ارتباط بین فضاي نمونه و مجموعه اعداد :( به وسیله متغیر تصادفی2,1,0( Xبه صورت زیر ) تعداد شیرهاي ظاهرشده
  :برقرار است

  فضاي نمونه    مجموعه اعداد

0  
  تعداد شیر ظاهرشده

→  
  )خ و خ(

1  
  عداد شیر ظاهرشدهت

→  
  )ش و خ(
  )خ و ش(

2  
  تعداد شیر ظاهرشده

→  
  )ش و ش(

  متغیر تصادفی
  . متغیر تصادفی تابعی از فضاي نمونه به مجموعه اعداد حقیقی است:1تعریف 

  .آن مجموعه اعداد حقیقی است) برد(ست که دامنه آن فضاي نمونه و حوزه  متغیر تصادفی تابعی ا:2تعریف 

  .کند  متغیر تصادفی کمیتی است که مقادیر خود را با احتمال دریافت می:3تعریف 
  

) هر متغیر تصادفی را معمولاً با حرف بزرگ:قاعده کلی )Xار کند، با حرف کوچکتواند اختی  و هر یک از مقادیري را که می( )x 
  .دهند نمایش می

  انواع متغیر تصادفی
  :توانند اختیار کنند به دو دسته تقسیم می شوند متغیرهاي تصادفی بر اساس مقادیري که می

  متغیر تصادفی گسسته) 1
  متغیر تصادفی پیوسته) 2

  متغیر تصادفی گسسته
متناهی یا نامتناهی تواند اختیار کند   را گسسته گویند، هرگاه تعداد مقادیري که میXمتغیر تصادفی :تعریف
  . باشدپذیر شمارش

  :براي مثال
; x 1, Xآزمایش لازم براي رسیدن به اولین موفقیتتعداد   =...,2,3   پذیر نامتناهی شمارش  :

; x 0,1, 2,..., n=   موفقیت درتعدادnآزمایش X  پذیر متناهی شمارش  :

  متغیر تصادفی پیوسته
تواند اختیار کند از یک مجموعه نامتناهی   را پیوسته گویند، هرگاه مقادیري که میXمتغیر تصادفی :تعریف

  . در یک فاصله یا بازه قرار داردXباشد؛ به عبارت دیگر مقادیر متغیر تصادفی پیوسته...) زمان، مکان، (

 :براي مثال
; 0 x< < Xزمان لازم براي ورود مشتري بعدي ∞ :  
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  (Probability Function) تابع احتمال
  .شود هاي مختلف یک متغیر تصادفی را به دست آورد، تابع احتمال نامیده می توان احتمال وقوع وضعیت مک آن میتابعی که به ک

)تابع احتمال :تعریف )f xتابعی است که ،: 

)دامنه آن) الف )xمقادیر ممکن از یک متغیر تصادفی دلخواه است ،.  

)نحوزه یا برد آ) ب )( )f xاحتمالات مربوط به مقادیر متغیر تصادفی است ،.  
 

ü دقت کنید!  
) همواره مقادیر تابع احتمال-1 )f xباید مثبت باشد ( )( )f x 0≥.  
) است، درنتیجه ازآنجاکه حوزه1دانیم مجموع احتمالات یک متغیر تصادفی همواره برابر  می-2 )f x همان احتمالات ممکن 

)براي یک متغیر تصادفی است، باید مجموع مقادیر )f xبه ازاي مقادیر ممکن براي متغیر X ،در دو حالت گسسته و پیوسته 
  : شود؛ به عبارت دیگر1برابر

( )

( )

f x 0
X :

f x dx 1

 ≥



= ∫
   پیوسته

( )

( )
x

f x 0
X :

f x 1
∀

≥



=

∑

   گسسته

   (Discrete Probability Function)تابع احتمال گسسته
)گاه  متغیر تصادفی گسسته باشد، آنXکه درصورتی :تعریف )f x داشتن شرایط زیر، تابع احتمال متغیر با 

Xخواهد بود:  
) )الف ) ( )x : 0 f x P x 1∀ ≤ = ≤  

( )f x به ازاي هر مقدار از xبرابر با ( )P x) احتمالx (دارد1 و0ت و مقداري بیناس .  
) )ب ) ( )f x P x 1= =∑ ∑  

)مجموع مقادیر )f x برابر با مجموع مقادیر احتمال ( )P x است1 و برابر .  
  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 n

1 n

x x x

P X x f x 0 f x 1 0 f x 1 f x P x 1= = ≤ ≤ ≤ ≤ = =∑ ∑


  

  محاسبه احتمال
  :کنیم ، کافی است به صورت زیر عمل A مقدار احتمال در توابع گسسته روي محدودهبراي محاسبه

  

( ) ( )
A

P A P x=   یا  ∑
  

( ) ( )
A

f A f x= ∑  
  

)به عبارت دیگر حاصل )f Aیا ( )P Aبرابر با مجموع مقادیر ( )f xیا ( )P xبه ازاي هر محدوده Aاست .  
ü دقت کنید!  

)مقادیربندي شده در فصل آمار توصیفی است و  هاي طبقه تابع احتمال متغیر تصادفی گسسته همان جدول داده )f x نیز همان 
  .هاست فراوانی نسبی داده
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) قوانین زیر در محاسبه مجموع متغیرها:یادآوري )Σکه  برقرار است؛ در صورتیaو bاعداد ثابت مثبت یا منفی باشند داریم :  

  
n

i 1
1) a na

=
=∑  

  ( )( ) ( ) ( )b n n 1

i a i 1 i 1

b a 1 a b n n 1 n n 1
2) i i , i

2 2 2

−

= = =

− + + + −
= → = =∑ ∑ ∑  

  
n n

i i
i 1 i 1

4) ax a x
= =

=∑ ∑  

  ( )
n n

i i
i 1 i 1

5) ax b a x bn
= =

± = ±∑ ∑  

 یک از توابع زیر یک تابع احتمال است؟ کدام 1 مثال

) )لفا ) ( )
x 1 2 3 5

f x 0.2 0.3 0.4 0.9 f x 1− =∑  

) )ب ) ( )
x 1 2 3 5

f x 0.1 1.2 0.9 0.4 f x 2.6=∑  

) )ج ) x 1f x ; x 2, 3,4
5
+

= =  

) )د ) x 2f x ; x 0,1
5
+

= =  

   : حل
))الف )f xتابع احتمال نیست، زیرا تابع احتمال همواره مثبت است ( )( )f x )که ، درحالی≤0 )P X 3 0.4= =   . مقداري منفی است−
))ب )f xتابع احتمال نیست، زیرا :  

)عاولاً، تاب )f xباشد1 و0 باید بین ( )( )0 f x 1≤ )که  درحالی≥ )P X 2 1.2 1= =    است؛<
)ثانیاً، مجموع مقادیر )f xد شو1 باید برابر( )( )f x ) درحالی که∑=1 )f x 2.6 1=   . است∑<

)  )ج ) ( )

x 2 3 4
3 4 5f x f x 2.4
5 5 5

=∑  

( )f xتابع احتمال نیست، زیرا مجموع مقادیر ( )f xباشد1 باید برابر ( )( )f x )که ، درحالی∑=1 )f x 2.4 1=   . است∑<

)  )د ) ( )

x 0 1
2 3f x f x 1
5 5

=∑
  

( )f xیک تابع احتمال است، زیرا :  
)ها، xاولاً، به ازاي تمام )0 f x 1≤   ؛≥

)ثانیاً، )f x   . است∑=1
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 :بع احتمال زیر را در نظر بگیریدتا 2 مثال

  ( )
x 0 2 4 5

P x 0.16 0.24 3 1α α −
  

  :مطلوب است محاسبه
  . به صورتی که این جدول یک تابع احتمال باشدαمقدار) لفا
)) ب )P X 4≤  
)) ج )P X 3=  
)) د )P X 3≤  
)) ه )P X 5>  

   : حل
  :از تابع احتمال داریم) ب(و ) الف(بنا بر شرط ) الف

  ( ): P x 1 0.16 0.24 3 1 1 4 1.6 0.4= → + α + + α − = → α = → α   )ب(شرط ∑=

) کند در شرط صدق می   ) 0.41 2: 0 P x 1 0 3 1 1
3 3

α =≤ ≤ → ≤ α − ≤ → ≤ α ≤ → الف(شرط(  
  :درنتیجه تابع احتمال به صورت زیر خواهد شد

  ( )
x 0 2 4 5

P x 0.16 0.4 0.24 0.2  

)  ) ب ) ( ) ( ) ( ) ( )
x 4

P X 4 P x P X 0 P X 2 P X 4 0.16 0.4 0.24 0.8
≤

≤ = = = + = + = = + + =∑  

Xنقطه) ج ) وجود ندارد، بنابراین احتمال آن برابر صفر است=3 )( )P X 3 0= =.  

)  )د ) ( ) ( ) ( ) ( )
x 3

P X 3 P x P X 0 P X 2 P X 3 0.16 0.4 0 0.56
≤

≤ = = = + = + = = + + =∑  

)  )ه ) ( ) ( ) ( )P X 5 P X 2.24 P X 4 P X 5 0.24 0.2 0.44> = > = = + = = + =  

) به صورتXتابع احتمال متغیر تصادفی 3 مثال )f x cx ; x 1, 2 ,... ,9=  . را در نظر بگیرید=
) تابعcبه ازاي کدام مقدار) الف )f xیک تابع احتمال است؟   
)مقدار) ب )P X    چقدر است؟<2
  : حل
  :از تابع احتمال گسسته داریم) ب(بنا بر شرط ) الف

  ( ) [ ] ( )9 9

x 1 x 1

9 9 1 1f x 1 cx 1 c 1 2 9 1 c 1 45c 1 c
2 45= =

+ 
= → = → + + + = → = → = → = 

 
∑ ∑   

)  :یادآوري )n

i 1

n n 1
i 1 2 ... n

2
=

+
= + + + =∑  

  :درنتیجه تابع احتمال به صورت زیر خواهد شد

  ( ) xf x ; x 1, 2,...,9
45

= =  
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  )ب

  
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 14P X 2 1 P X 2 1 P X 1 P X 2 1
45 45 15

xf x ; x 1, 2,...,9
45

 > = − ≤ = − = − = = − − =

 = =


  

)،cبه ازاي کدام مقدار از  4 مثال ) ( )1 1f x c x 1 ; x 1, 2,...,10
50 2

 = − + =  
  است؟X تابع احتمال متغیر تصادفی

  : حل
)باید ) ب( با توجه به شرط )f x   :بنابراین. قرار باشد بر∑=1

  ( ) ( ) ( )
10 10 10 10

x 1 x 1 x 1 x 1

1 1 1 1f x 1 c x 1 1 c x 1 1
50 2 50 2

= = = =

    = → − + = → − + =     
∑ ∑ ∑ ∑  

  ( ) [ ]1 1 1c 0 1 9 10 1 45c 5 1 c 1
50 2 50

 → + + + + × = → + = → =  
  

  :درنتیجه تابع احتمال به صورت زیر خواهد شد

  ( ) 1 1f x x ; x 1, 2,...,10
50 2

 = − = 
 

  

) تابع aبه ازاي کدام مقدار 5 مثال ) ( )[ ]1
P X x 2 10 x a ; x 1 , 2 , ... , 10

100
= = − +    یک تابع احتمال است؟=

1 (1−  2 (0  3 (1  4 (2  

 .  درست است3گزینه  : حل

)ه با توجه به گسسته بودن تابع احتمال، رابط )
10

x 1
P x 1

=

  : باید برقرار باشد؛ بنابراین∑=

  ( )
10 10

x 1 x 1

1 2 10 x a 1
100

= =

 
 − + =
 
 

∑ ∑( )
10

x 1

1 2 10 x a 1
100

=

− + = →  ∑  

  ( ) ( )9 9 11 12 9 8 ... 1 0 10a 1 2 10a 1 a 1
100 100 2

+ 
+ + + + + = → × + = → =    

 
  

  در تابع احتمال گسسته )نما( مد
)کمیتی است که به ازاي آن) نما(براي یک متغیر تصادفی گسسته، مد  )f x) بیشترین مقدار را دارد) تابع احتمال.  

)اگر :یادآوري )f xر تمام مقادی به ازايxیکسان باشد، مد وجود ندارد .  

  چقدر است؟) نما(فروضند؛ مقدار مد احتمال گسسته زیر متوابع  مثال

)) الف )
x 1 0 1 2

P x 0.1 0.4 0.3 0.2
−  

)) ب )
x 1 0 1 2

P x 0.1 0.4 0.1 0.4
−  

)) ج )
x 1 0 1 2

P x 0.25 0.25 0.25 0.25
−  
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   : حل
Mo) الف 0=  
Mo )ب 0, 2=  
  . نداریمMo) ج
ü دقت کنید! 

  .بندي شده با فراوانی نسبی است هاي طبقه مد در تابع احتمال گسسته، همان مد در جدول داده

  در تابع احتمال گسسته ها چندك
  :شود و میانه به صورت زیر محاسبه می) چارك، دهک، صدك(ها  براي یک متغیر تصادفی گسسته، چندك

  .دهیم را تشکیل می) تجمعی (cfابتدا ) الف

c که در آنxاولین) ب
1f
2

c یا)میانه (≤
af
4

cیا) چارك (≤
af

10
cیا) دهک (≤

af
100

  .باشد، چندك مورد نظر است) صدك (≤

 :تابع احتمال گسسته زیر مفروض است مثال

  ( ) ( )
c

x 1 0 1 2

f x 0.1 0.3 0.15 0.45 f x 1

f 0.1 0.4 0.55 1

−

=∑  

  .اول و صدك هشتادم را محاسبه کنیدمیانه، چارك اول، دهک 

   : حل

c کهx اولین:همیان
1Md 1 f
2

= ← ≥  

1 کهx اولین:چارك اول c
1Q 0 f 0.25
4

= ← ≥ =  

1 کهx اولین:دهک اول c
1D 1 f

10
= − ← ≥  

80که x اولین:صدك هشتادم c
80P 2 f

100
= ← ≥  

)ل تابع احتما )Y = g X  
) با تابع احتمالXمتغیر تصادفی گسسته ) ( )f x P x=را در نظر بگیرید، اگر ( )Y g X=یک از متغیر به  تابعی یکX ،باشد 

)تابع )f yشود  به صورت زیر محاسبه می:  
)براي مجموعه مقادیر )n 2 1x ,..., x , x xمقادیر ،( )n 2 1y ,..., y , y yرا از رابطه ( )i iy g x=گاه آوریم، آن ، به دست می:  

) با هم متفاوت باشندiy اگر تمام مقادیر)الف )1 2 ny y ... y≠ ≠ ) تابع≠ )f yهمان ( )f xاست؛ به عبارت دیگر :  

  
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

i i
1 2 n y g x 1 2 n

1 2 n1 2 n

x x x x y y y y
f y f x f x f xf x f x f x f x

= ≠ ≠
→

 


  

) اگر به ازاي حداقل دو مقدار متفاوت از)ب )i jx x x≠مقادیر متناظر از ،y یکسان شود ( )*
i jy y y= =،( )f yبراي  

*
i jy y y= )شود و برابر با  فقط یک بار در نظر گرفته می= ) ( ) ( )*

i jf y f x f x=   : است؛ به عبارت دیگر+

  ( ) ( ) ( ) ( )Y g X * *
i j i j i jx x y y y f y f x f x=≠ → = = → = + 
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2Yتابع احتمال. در نظر بگیریدتابع احتمال زیر را  6 مثال X=کدام است؟  

  ( ) ( )
x 0 1 2 3

P x f x 0.2 0.3 0.1 0.4=
  

  

1 (( )
y 0 1 4 9

f y 0.2 0.3 0.1 0.4  2 (( )
y 0 1 4 9

f y 0.2 0.5 0 0.1  

3 (( )
y 0 1 2 3

f y 0.4 0.2 0.1   کدام هیچ) 4  0.3

 .  درست است1گزینه  : حل

2 را از رابطهyابتدا مقادیر
i iy x=آوریم  به دست می:  

  2
x 0 1 2 3

y x 0 1 4 9=
  

  : با هم متفاوت هستند، داریمiyازآنجاکه تمام مقادیر

  ( )
( ) ( )

( )
f y f xx 0 1 2 3 y 0 1 4 9

f x 0.2 0.3 0.1 0.4 f y 0.2 0.3 0.1 0.4
=→  

2Yتابع احتمال. تابع احتمال زیر را در نظر بگیرید 7 مثال X=کدام است؟   

  ( ) ( )
x 2 1 1 2

P x f x 0.2 0.3 0.1 0.4
− −

=
  

  

1 (( )
y 1 4

f y 0.4 0.6    2 (( )
y 1 1 4 4

f y 0.1 0.3 0.2 0.4  

3 (( )
y 1 4

f x 0.1 0.9    4 (( )
y 1 2 4

f y 0.1 0.3 0.6  

 . درست است1گزینه  : حل

2 را از رابطهyابتدا مقادیر
i iy x=آوریم  به دست می:  

  2
x 2 1 1 2

y x 4 1 1 4
− −

=
  

  : یکسان شده است، داریمy، مقادیر متناظر ازxازآنجاکه به ازاي مقادیر متفاوت از

  ( ) ( )
x 2 1 1 2 y 1 1 4 4

f x 0.2 0.3 0.1 0.4 f y 0.3 0.1 0.4 0.2 0.4 0.6
− −

→
+ = + =
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  (Continuous Probability Density Function)چگالی احتمال پیوسته تابع 
  

) :تعریف )f x براي متغیر تصادفی پیوسته Xدر بازه αتا βتابع چگالی احتمال خواهد بود، اگر ،:  
))الف )f x 0≥  

)، مقدار تابع x مقادیربه ازاي تمام )f xتر یا مساوي صفر است  همواره بزرگ.  

))ب )f x dx 1
β=+∞

α=−∞
=∫  

  . است1مساحت کل زیرمنحنی چگالی برابر 
  

 
  محاسبه احتمال

  .b تاa برابر است با سطح زیرمنحنی چگالی در بازهb تاa احتمال در بازه:اولاً

  ( ) ( )
b

a
P a X b f x dx< < = ∫  

x به ازاي هر نقطه پیوسته:ثانیاً a=اً مقدار، احتمال آنکه متغیر تصادفی دقیقaرا اختیار کند، برابر صفر است .  

  ( ) ( )
a

a
P X a f x dx 0= = =∫  

 :وانیم تساوي زیر را نتیجه بگیریمت ال از دو رابطه بالا میح
  ( ) ( ) ( ) ( )P a X b P a X b P a X b P a X b≤ ≤ = ≤ < = < ≤ = < <  

)تابع چگالی احتمال مثال )f xکند، کدام ویژگی را ندارد؟ فی پیوسته را توصیف می که توزیع احتمال یک متغیر تصاد 
 )80اقتصاد ـ (  

)،aبه ازاي هر نقطه مانند) 1 )P X a 0= ≠  
2 (( )f x   . تابع چگالی مثبت یا صفر است≤0
  .مساحت کل زیر منحنی چگالی برابر یک است) 3
) برابر است باb وaنحنی چگالی بینسطح زیر م) 4 )P a X b< <  

  .  درست است1گزینه  : حل
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  انواع مسایل تابع چگالی احتمال پیوسته
  :کنیم براي حل انواع مسائل مربوط به تابع چگالی پیوسته با توجه به قوانین زیر عمل می

  

) هرگاه:1 قانون )f x) ( دداده شود و ضریب ثابتی مانن) تابع چگالیc،kرا بخواهند، کافی است قرار دهیم ...)  یا 
( )f dxx   . تا مقدار ثابت محاسبه شود∫=1

  تواند تابع چگالی احتمال باشد؟  تابع زیر میkبه ازاي چه مقدار از  8 مثال
  

0 x 4< <  
  صورت ایندر غیر 

1 (1
4

  2 (3
16

  

3 (3
64

  4 (1
16

  
  

( )
2kx ;

f x
0 ;

= 


  

 

 . درست است3 گزینه : حل

  
434 2

0
0

kx 64k 3kx dx 1 1 1 k
3 3 64

 
= → = → = → = 

  
∫  

   کدام است؟kمقدار. تابع چگالی احتمال زیر را در نظر بگیرید 9 مثال

0 x 9< <  
1 (1

6
  2 (1

8
  

3 (1
12

  4 (1
4

   صورت در غیر این  
( )

k ;
xf x

0 ;


= 



  

 

 .  درست است1گزینه  : حل

  
91 19 9 92 2

00 0
0

k 1dx 1 kx dx 1 2kx 2k x 2k 9 6k 1 k
6x

−  
   = → = → = = = = → =  
 

∫ ∫  

  : به صورت زیر داده شده استXتابع چگالی احتمال متغیر تصادفی  10 مثال
0 x 1≤ ≤ 

1 x 2≤ ≤  
  xبراي سایر مقادیر 

( )
x ;

f x k x ;
0 ;


= −



 

  )76اقتصاد ـ (   چقدر است؟kمقدار

1 (1
2

  2 (1  3 (2  4 (3  

  . درست است3گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( )
1 22 1 2

2 2

0 0 1 0 1

1 1f x dx 1 f x dx 1 x dx k x dx 1 x kx x 1
2 2

  = → = → + − = → + − =    ∫ ∫ ∫ ∫  

  1 4 10 2k k 1 k 2
2 2 2

   → − + − − + = → =   
   

  

   حد بالا 

 حد پایین  

    حد بالا
  

 حد پایین
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) هرگاه:2قانون )f x) تابع چگالی (اي مانند داده شود و احتمال در بازهc)تا(dته شود، کافی است خواس( )
d

c
f x dx∫ را 

  .»در بازه مورد نظر است) سطح زیر منحنی(احتمال در هر بازه برابر با انتگرال «محاسبه کنیم؛ به عبارت دیگر 
 

  :تابع چگالی احتمال زیر را در نظر بگیرید 1 مثال
0 x 1< <  

  صورت یندر غیر ا
( )

2x ;
f x

0 ;

= 


  

  :مطلوب است محاسبه

1P) الف X
3

 < 
 

1P) ب   X
4

 > 
 

1) ج   1P X
3 2

 < < 
 

  

    : حل

  )الف
1 1

23 3
00

1 1P X 2x dx x
3 9

   < = = =     ∫  

  )ب
1 12

11
44

1 1 15P X 2x dx x 1
4 16 16

   > = = = − =     ∫  

  )ج
11
222

1 1
3 3

1 1 1 1 5P X 2x dx x
3 2 4 9 36

   < < = = = − =     ∫  

  : به صورت زیر استXتابع چگالی متغیر تصادفی 2 مثال
0 x 1< <  
  در غیر این صورت

( )
( )6x 1 x ;

f x
0 ;

−= 


  

  :مطلوب است محاسبه

1 )لفا
P X

3
> 

 
 

1 )ب   3
P X

3 4
< < 

 
 

1 )ج   3
P X

2 2
≤ ≤ 

 
 

  

  : حل
  )الف

 ( ) ( ) ( )
12 31 1 12 2 3

11 1 1 33 3 3

1 x x 3 2 7 20P X > = 6x 1 x dx = 6 x x dx =6 = 3x - 2x = 3 2 =1 =
3 2 3 9 27 27 27

     − − − − − − −          ∫ ∫  

  )ب

  ( ) ( )

3
3 3 4

2 34 4
1 1

13 3
3

1 3 27 54 3 2 54 7 505P X f x dx 6x 1 x dx 3x 2x
3 4 16 64 9 27 64 27 864

       < < = = − = − = − − − = − =            
∫ ∫  

  )ج

  ( ) ( ) ( )
1

1 1
2 3

1 1
12 2
2

1 3 1 3 2 4 1P X P X 1 f x dx 6x 1 x dx 3x 2x 3 2 1
2 2 2 4 8 8 2

       ≤ ≤ = ≤ ≤ = = − = − = − − − = − =            
∫ ∫  
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)مطلوب است محاسبه.  به صورت زیر استXتابع چگالی احتمال متغیر تصادفی 3 مثال )P X 2<.  

0 x 4< <  

  صورت در غیر این
( )

k ;
xf x

0 ;


= 



  

  : حل
  :کنیم  را محاسبه میk، ضریب ثابت1ابتدا با استفاده از قانون 

  
( ) ( ) ( )

1

2

414 4
2

0 0
0

4

0

kf x dx 1 dx 1 k x dx 1 2k x 1
x

12k x 1 2k 4 1 4k 1 k
4

−+∞

−∞

 
= → = → = → = 

  

 → = → = → = → =  

∫ ∫ ∫
  

  :درنتیجه تابع احتمال به صورت زیر خواهد شد

0 x 4< <  

  در غیر این صورت
( )

1 ;
4 xf x
0 ;


= 



  

 :اریمد) 2( بنا بر قانون حال

  ( ) ( )
22

0 0

21 1P X 2 P 0 X 2 dx x
2 24 x

 < = < < = = =  ∫  

  : به صورت زیر استXتابع چگالی متغیر تصادفی 4 مثال
2 x 0− < <  

0 x 4≤ <  
  صورت در غیر این 

( )
kx ;

f x kx ;
0 ;

−
= 



  

  :مطلوب است محاسبه
)) ب  kمقدار) الف )P 1 X 2.5− < < 

  : حل
  )الف

  ( ) ( ) ( ) ( )
0 4 0 4

2 0 2 0
f x dx f x dx 1 kx dx kx dx 1

− −
+ = → − + =∫ ∫ ∫ ∫  

  
0 42 2

2 0

kx kx 4k 16k 20k 11 1 1 k
2 2 2 2 2 10

−

   −
→ + = → + = → = → =   

      
  

  :درنتیجه تابع احتمال به صورت زیر خواهد شد

2 x 0− < <  

0 x 4≤ <  

  صورت در غیر این

( )

x ;
10
x ;f x

10

0 ;

−


= 
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1ن بازهچو )ب X 2.5− < قسمتی از آن در محدوده تابع اول و قسمت دیگر در محدوده تابع ( در ضابطه اول و دوم قرار دارد >
  :، باید محدوده آن را با توجه به تابع اول و دوم جدا کنیم)دوم است

  ( )
0 2.50 2.5 2 2

1 0 1 0

x x 1 1 1 6.25 7.25P 1 X 2.5 dx dx x x 0.3625
10 10 20 20 20 20 20− −

−   − < < = + = − + = + = =    ∫ ∫  
  

) هرگاه:3قانون )f x) داده شود و احتمال آنکه متغیر تصادفی) تابع چگالیX دقیقاً مقدار مشخصی را اختیار کند خواسته 
)گاه شود، آن )P X a 0= =.  

  

 :اي بر طبق قانون نمایی توزیع شده است  در جامعهXکمیت تصادفی 1 مثال

  ( )
x
201f x e 0 x

20

−
= < < ∞  

  )71مدیریت ـ (  ؟ اختیار کند، چقدر است125، مقداري مساوي باXتمال اینکه کمیت تصادفیاح

1( 1
20

  2 (1  3(0  4 (0.1  

 .  درست است3گزینه  : حل
 .، مقدار احتمال در یک نقطه در تابع چگالی احتمال پیوسته صفر است3بنا بر قانون 

  ( )P X 125 0= =  

) در فاصلهXاگر متغیر تصادفی 2 مثال )a 2,b 10=  ابع چگالیبا ت) یکنواخت( بر طبق قانون مستطیلی =

( ) 1f x , 2 x 10
8

= < a در آزمایش، مقداري مساوي با X توزیع شده باشد، احتمال اینکه> b
2
  اختیار کند؟+

  )72 ، 70اقتصاد ـ (  

1 (1
2

  2 (0  3 (1
80

  4 (1
8

  

 . درست است2گزینه  : حل
 . تابع چگالی احتمال پیوسته برابر صفر استاز مقدار احتمال در یک نقطه ،، با توجه به پیوسته بودن تابع چگالی3بنا بر قانون 

  a bP X 0
2
+ = = 

 
  

احتمال اینکه این . کند  ساعت کار می160غیر تصادفی معرف طول عمر لامپی است که بین صفر تابه عنوان یک مت X 3 مثال
  )75اقتصاد ـ (  : ساعت کار کند برابر است با80لامپ دقیقاً

  صفر) 1
2 (0.5  
  .توان محاسبه کرد  مشخص نباشد، نمیXتابع چگالیاین احتمال را تا زمانی که ) 3
  .توان محاسبه کرد  مشخص نباشد، نمیXاین احتمال را تا زمانی که میانگین و واریانس) 4

  . درست است1گزینه  : حل
، مقدار احتمال در یک نقطه در تابع چگالی احتمال پیوسته 3ه است پس بنا بر قانون پیوست) طول عمر لامپ (Xمتغیر تصادفی
 :برابر صفر است

  ( )P X 80 0= =  
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   در تابع چگالی احتمال پیوسته)نما (مد
  .کند قدار ماکزیمم را اختیار میمقداري است که به ازاي آن، تابع م) نما( مد  ،Xبراي یک متغیر تصادفی پیوسته

  

) هرگاه:4قانون )f x) هاي معمول، آن است که قرار دهیم  خواسته شود، یکی از روش) نما (  مدشود و مقدارداده ) تابع چگالی
( )f x 0′   . را محاسبه کنیمx و مقدار=

)یتابع چگال 1 مثال )
2xf x 2x ; 0 x 3

3
= − + ≤  :آن برابر است با) مد( تعریف شده است، نما ≥

1 (0.6  2 (6  3 (3  4 (4  
 .  درست است3گزینه  : حل

  ( ) 2xf x 0 2 0 x 3
3

′ = → − + = → =  

)تابع چگالی  2 مثال ) ( )23f x 2x x ; 0 x 2
4

= − ≤  :آن برابر است با) مد(نما .  تعریف شده است≥

1 (0.6  2 (1.5  3 (1  4 (2  

 .  درست است3گزینه  : حل

  ( ) 3f x 0 (2 2x) 0 x 1
4

′ = → − = → =  
ü دقت کنید!  

)گاهی در )f x 0′ )اي است که آمده نقطه دست  بهx، مقدار = )f xشود؛ به عبارت دیگر براي محاسبه مد   در آن مینیمم می
)باید تمام مقادیر بحرانی )f xرا در تابع امتحان کرد و مقداري از xرا که به ازاي آن ( )f xنما(شود، به عنوان مد   ماکزیمم می (

  .انتخاب کرد

  ها در تابع چگالی احتمال پیوسته چندك
  :کنیم ها در تابع چگالی متغیر تصادفی پیوسته به صورت زیر عمل می براي محاسبه چندك

    
  

    )میانه(

  )امaچارك(

  )امaدهک(
( ) ( )

b
P X b f x dx≤ = =∫  

                         حد پایین

  )امaصدك(

a

a

a

1 b Md
2

a ; a 1, 2,3 b Q
4

a ; a 1, 2,...,9 b D
10

a ; a 1, 2,...,99 b P
100

 =



= =


 = =



= =
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) هرگاه:5 قانون )f x) خواسته شود، کافی است قرار دهیم) چارك، دهک، صدك، میانه(چندك داده شود و ) تابع چگالی   

)a
100

a یا 
10

a یا
4

1 یا
2

(( )
b

f x dx   . همان چندك مورد نظر استbن حالت محاسبه شود؛ در ایbتا ∫=
  

 )82حسابداري ـ (   چقدر است؟80در تابع چگالی زیر صدك 1 مثال

  ( ) 1f x x ; 0 x 4
8

= < <  
1 (2.38  2(  3.20  3 (3.58  4 (12.82  

 . ت درست اس3گزینه  : حل

  ( )
x 80f x dx

100
=∫  

  
xx

2 2 2

0 0

x 3.581 80 1 1x dx x 0.8 x 0.8 x 12.8
x 3.588 100 16 16

= = → = → = → = →   = −  ∫  

0با توجه به اینکه x 4< x است،> 3.58=   . غیرقابل قبول است−

) به صورتX براي کمیت تصادفی تابع چگالی احتمال 2 مثال ) 1f x x ; 0 x 2
2

= < مقدار میانه را .  تعریف شده است>
  )72مدیریت ـ (  .حساب کنید

1 (2−  2 (1  3 (2  4 (2±  

  .  درست است3گزینه  : حل

  ( )
me2 2me me 2

0
0

x 21 1 x 1 x 1f x d x x d x x 2
2 2 4 2 4 2 x 2

 = = → = = → = → = → 
= −  

∫ ∫  

0با توجه به منحصر به فرد بودن شاخص میانه، فقط یک مقدار براي آن قابل قبول است و ازآنجاکه x 2< <،x 2= − 
  .غیرقابل قبول است

)یک تابع توزیع احتمال داراي چگالی 3 مثال )f x    باشد، میانه توزیع چقدر است؟3.4توزیعاگر حد پایین .  است=1
  )77حسابداري ـ (  

1 (3.7  2 (3.9  3 (4  4 (6.8  

  . درست است2گزینه  : حل

  ( ) [ ] me
3.4

me me

3.4

1 1 1 1f x dx 1 dx x x 3.4 me 3.9
2 2 2 2

= → × = → = → − = → =∫ ∫  

) داراي توزیعی با تابع چگالیXاگر 4 مثال )
x

1f x e ; x 0
−

θ= >
θ

  کدام است؟Xگاه میانه  باشد، آن

1 (ln 2
θ

  2 (ln 2θ  3 (1
ln 2θ

  4 (
ln 2
θ  

 حد پایین

 حد پایین

 حد پایین

 حد پایین
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 .  درست است2گزینه  : حل

  ( )
mdx xmd md

0
0

1 1 1 1f x dx e dx e
2 2 2

− −
θ θ

 
 = → = → − =
 θ
 

∫ ∫  

  
md md

1 1 md 1 md1 e e ln ln 2 md ln 2
2 2 2

− −
θ θ− = → = → − = → = → = θ

θ θ
  

  

)     :نکته ) ( )b P X b = P X b→ ≤ >←میانه 
  

)  :زیرا ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P X b =P X b 1P X b + P X b = 1 P X b = P X b =
2

≤ >≤ > → ≤ >  

)تابع چگالی  )Y = g X  
a را در بازه xمتغیر تصادفی پیوسته  x b< )ابع چگالی با ت> )f xکه  در نظر بگیرید، در صورتی( )y g x= یک به یک( تابعی (

)گاه براي محاسبه تابع چگالی  باشد، آنXاز متغیر )f yکنیم  به ترتیب زیر عمل می:  
)با استفاده از) الف )y g x= ،xرا برحسب yآوریم دست می  به:( )x h y=  
) زیر تابع رابطهبا استفاده از) ب )yf yشود  محاسبه می:  

 

( ) ( ) ( )( )y xf y h y f h y′= ⋅  
  

)در حقیقت )yf y قدرمطلق مشتق« از حاصلضرب( )h y « در»( )( )xf h y «آید دست می به.  
x را به ترتیب با قرار دادنyبازه مربوط به) ج a=و x b=در ( )y g x=آوریم دست می  به.  

XYصورت زیر در نظر بگیرید، تابع چگالی  را بهXتابع چگالی متغیر تصادفی پیوسته 1 مثال
3

=   کدام است؟−

2x ; 0 x 1< <  
0صورت در غیر این ;  ( )f x

= 


  
  

3y ; 0 y 1< <  118y ; y 0
3

− − < <  
1(  

0در غیر این صورت ;  
( )Yf y


= 



  2(  
0در غیر این صورت ;  

( )Yf y

= 



  

y ; 0 y 1
3

< <  1y ; 0 y
2

− < <  3(  
0در غیر این صورت ;  

( )Yf y

= 



  4(  
0در غیر این صورت ;  

( )Yf y

= 



  
 

 حد پایین
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 . درست است2گزینه  : حل

)  )الف )xy x 3y h y
3

= − → = − =  

  )ب
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

y x

x

f y h y f h y 3 2 3y 18y

h y 3 , f h y 2 3y

 ′= ⋅ = − ⋅ − = −


 ′ = − = −

  

  )ج
xy
3

0y 0
130 x 1 y 0

1 3y
3

= −
 = − =< < → → − < <
 = −


  

  :در نتیجه
118y ; y 0
3

− − < <  

0صورت در غیر این ;  
( )Yf y


= 



  

  :  به صورت زیر بیان شده استX براي کمیت تصادفی تابع چگالی احتمال 2 مثال

  ( )
2xf x 3 x 6

63
= < < 

Y که بر طبق رابطهYتابع چگالی کمیت X=   )75اقتصاد ـ (   تبعیت دارد، کدام است؟X از−

1 (( )
2y6 y 3 , f y

63
− < < − =  2 (( )

2y 66 y 3 , f y
63
−

− < < − =  

3 (( )
2y 36 y 3 , f y
63

−
− < < − =  4 (( )

2y6 y 3 , f y
63

−
− < < − =  

 . درست است1گزینه  : حل
  ( ) ( )y h x x x y h y= = − → = − =  

  
( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
2 2

2 2
y x

y yh y 1 f y h y f h y 1
63 63

y yf h y 3 x 6 6 y 363 63
= −

′  = − ′= = − =
 → − = = < < → − < < −  
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 (Expected Value)امید ریاضی 
 2000ي بارانییک چترفروش در روزها.  درصد روزها بارانی و بقیه روزها آفتابی است70در یک شهر): درك مطلب(مسئله 

سود » )متوسط(میانگین «یا » امید ریاضی«یا » مقدار مورد انتظار«. کند  تومان ضرر می4000تومان سود و در روزهاي آفتابی
  این شخص در هر روز چقدر است؟
سود یا » مقدار متوسط«یا » مقدار موردانتظار«ده و به مفهوم به وجود آم) تصادفی(هاي شانسی  امید ریاضی در اصل براي بازي

  .تواند مقادیر مثبت یا منفی یا صفر را اختیار کند هاست که می ضرر در بازي
) مقادیر برد یا باخت را مشخص کند و Xکه متغیر تصادفی درصورتی ) ( )f x P x=مقدار از احتمال متناظر هر x ،را نشان دهد 

  :را به صورت زیر محاسبه کرد) میزان برد و باخت (Xمتغیر تصادفی» مقدار مورد انتظار«توان  گاه می آن
  : برابر است بامقدار مورد انتظار یا مقدار متوسط

)در احتمال متناظر آن) برد یا باخت (xهاي هر مقدار ضرب مجموع حاصل ) ( )( )x P x P x⋅ =∑  

 

است و در محاسبه آن از » میانگین« همان Xمتغیر تصادفی» مقدار مورد انتظار«یا » امید ریاضی« :تعریف
iرابطه میانگین حسابی وزنی if xµ = )شود که در آن احتمالات  استفاده می∑ )P x مانند فراوانی نسبی 

( )ifنقش وزن هر متغیر تصادفی X) کنند را بازي می) برد یا باخت.  

به تعاریف کلی زیر براي دو حالت ) مجموع(∑جاي به) انتگرال(∫شده به حالت پیوسته و استفاده از با تعمیم تعریف ارائه
  :رسیم گسسته و پیوسته می

) متغیر تصادفی گسسته وXاگر ) ( )f x P x=تابع احتمال آن به ازاي هر xامید ریاضی(ر مورد انتظار گاه مقدا  باشد، آن(X به 
  :شود صورت زیر محاسبه می

)Xگسسته (  ( ) ( ) ( )
x x

E X x f x x P x
∀ ∀

= ⋅ = ⋅∑ ∑  

) متغیر تصادفی پیوسته وXاگر )f xامید ریاضی(ار مورد انتظار گاه مقد  تابع چگالی آن باشد، آن(Xشود  به صورت زیر محاسبه می:  
  

)Xپیوسته (  

  
( ) ( )

( )

E X x f x dx

E X

+∞

−∞
= ⋅

−∞ < < +∞

∫  

  :کنیم براي مشخص کردن متوسط سود در هر روز به صورت زیر عمل می): درك مطلب(حل مسئله 
تومان   

( )
( )

( )1 1 2 2x P x x P x

2000 0.7 4000 0.3 200
× ×

= × + − × = + 
  »مقدار مورد انتظار سود«یا » میانگین سود«

، به آن مفهوم است که چون متوسط سود مقداري » تومان است200سود مورد انتظار به طور متوسط در هر روز«به عبارت دیگر 
  .تواند به کار خود ادامه دهد مثبت است، چترفروش می
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  میلیون تومان باشد، کدام گزینه درست است؟8ش تولیدات یک کارخانه در روزاگر امید ریاضی سود فرو 1 مثال
  . میلیون تومان است8سود روزهاي آینده حداقل) 1
  .اشته باشد میلیون تومان سود د8رود شرکت به طور متوسط در هر روز انتظار می) 2
  . میلیون تومان است8سود فرداي شرکت دقیقاً) 3
  کدام هیچ) 4

 .  درست است2گزینه  : حل

 کدام است؟) میانگین(با توجه به تابع احتمال زیر مقدار امید ریاضی  2 مثال

1 (2
3

  2 (13
6

  

3 (1
6

  4 (1
2

  ( ) ( )

x 4 2 3 5
1 1 1 1P x f x
6 3 6 3

−

=
  

 .  درست است2گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( ) 1 1 1 1 13E X x f x 4 2 3 5
6 3 6 3 6

= ⋅ = − × + × + × + × =∑  

 کدام است؟) متوسط(با توجه به تابع احتمال زیر، مقدار امید ریاضی  3 مثال

  ( ) x 1f x ; x 0, 2, 4,6
16
+

= =  
1 (4.25  2 (5  3 (4.0  4 (6  

 .  درست است1گزینه  : حل

  ( ) ( )

x 0 2 4 6
1 3 5 7P x f x

16 16 16 16
=

  

  ( ) ( ) 1 3 5 7 68 17E X xf x 0 2 4 6 4.25
16 16 16 16 16 4

= = × + × + × + × = = =∑  
 :تابع چگالی متغیر تصادفی پیوسته را به صورت مقابل در نظر بگیرید 4 مثال

  ( ) xf x ; 0 x 4
8

= < <  
  میانگین جامعه کدام است؟مقدار 

1 (8
3

  2 (1
2

  3 (4
5

  4 (5
2

  
 .  درست است1گزینه  : حل

  ( ) ( )
434 4

0 0
0

x x 64 8E X xf x dx x dx
8 24 24 3

 
= = ⋅ = = = 

  
∫ ∫ 

).ت زیر در نظر بگیرید را به صورXتابع چگالی متغیر تصادفی 5 مثال )E X) جامعه کدام است؟) امید ریاضی  
0 x 1< <  x ;  
1 x 2< <  2 x ;−  1 (2  2 (1  

0  سایر نقاط  3) 4  4 )3 ;  
( )f x




= 
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 .  درست است2گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( )
1 23 31 2 2

0 1
0 1

x x 1 2E X xf x dx x xdx x 2 x dx x 1
3 3 3 3

   
= = ⋅ + − = + − = + =   

      
∫ ∫ ∫  

).ید را به صورت زیر در نظر بگیرXتابع چگالی متغیر تصادفی 6 مثال )E X) جامعه کدام است؟) امید ریاضی  
1 (1  

2 (19
12

  

3 (1
6

  

4 (7
12

  

( )

x 0 x 1
2
1 x 1
4f x
1 x 2
6
1 2 x 3
3

 < <

 =

= 
 =


 < <


  

 .  درست است2گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( )
1 3

0 2

x 1 1 1 19E X xf x dx xf x x dx 1 2 x dx
2 4 6 3 12

= + = × + × + × + × =∑∫ ∫ ∫  

  خواص امید ریاضی
)با توجه به یکسان بودن مفهوم امید ریاضی با میانگین، تمام خواص میانگین حسابی )µدرباره امید ریاضی ( )E X نیز به شرح 

  :زیر برقرار است

( )1) E a a=  

( ) ( )2) E X a E X a± = ±  

( ) ( )3) E aX a E X=  
aو bمثبت یا منفی(یر ثابتی هستند  مقاد.(  

( ) ( )4) E aX b a E X b+ = +  

)زآنجاکه امید، مقدار ثابتی است،ا )( )E E Xبرابر با ( )E Xاست .  ( )( )( )( ) ( )5) E E E...E E X E X=  

)  .امید انحرافات از میانگین همیشه صفر است )6) E X E X 0− =    

)  .) عدد ثابتی استa (امید مجذور تفاضلات از میانگین همیشه مینیمم است )( ) ( )2 27) E X E X E X a   − ≤ −     
  

)  .) عدد ثابتی استa( استامید قدرمطلق انحرافات از میانه همیشه مینیمم ) ( )8) E X Md E X a− ≤ −  
 

  :ازآنجاکه امید ریاضی همان میانگین است، داریم :نکته
  ( )E X = µ  

)اگر 1 مثال )Y 3E X 2X= ) باشد، مقدار − )E Yکدام است؟  
1 (( )E X  2 (( )5E X  3 (0  4 (قابل محاسبه نیست.  
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 .  درست است1گزینه  : حل
  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )E Y E 3E X 2X 3E E X 2E X 3E X 2E X E X= − = − = − =    

cاگر 2 مثال , b, aمقادیر ثابتی باشند، کدام رابطه درست نیست؟  
1 (( ) XE cb X cb+ = + µ    2 (( ) XE bX ca b ca+ = µ +  
3 (( ) ( ) ( )2 2E cX bX cE X bE X± = ±  4 (( )( ) ( )E b c X bc E X+ = +  

 .  درست است4گزینه  : حل
)با فرض آنکه همیشه در مبحث خواص امید ریاضی، )E X = µاست .  

  ( ) ( ) ( ) x: E X E cb E X cb= + = + µ 1گزینه  
  ( ) ( ) ( ) x: E bX ca bE X E ca b ca+ = + = µ   2گزینه +

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
x: E cX bX E cX E bX cE X bE X cE X b± = ± = ± = ± µ 3گزینه  
  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) x: E b c X E bc bX E bc E bX bc bE X bc b+ = + = + = + = + µ 4گزینه 

) یک متغیر تصادفی با جدول توزیع احتمال زیر باشد،Xاگر 3 مثال )( )E 3X 2E X−چقدر است؟  

1 (1
5

−  2 (1
5

  

3 (2
5

  4 (4
5

  ( )

x 1 1 2
1 1P x 1 a
5 5

−

−
  

 .  درست است4گزینه  : حل
  :تابع احتمال گسسته داریم )ب(بنا بر شرط 

  ( ) 1 1 2P x 1 1 a 1 a
5 5 5

= → + − + = → =∑  
  :بنابراین تابع احتمال به صورت زیر خواهد بود

  ( ) ( )

x 1 1 2
1 3 1f x P x
5 5 5

−

=
  

  
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

4E 3X 2E X 3E X 2E E X 3E X 2E X E X
5

1 3 1 4E X x P x 1 1 2
5 5 5 5

 − = − = − = =

 = = − × + × + × =
 ∑

  

  Xامید ریاضی تابعی از
)که درصورتی )g xتابع دلخواهی برحسب X باشد، براي محاسبه ( )( )E g Xکنیم  به صورت زیر عمل می:  

  

)Xگسسته (  ( )( ) ( ) ( )
x

E g X g x f x
∀

= ⋅∑

)Xپیوسته (  ( )( ) ( ) ( )E g X g x f x dx= ⋅∫
 

   حد بالا 

 حد پایین  
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ü دقت کنید!  

)براي محاسبه )( )E g Xتابع ،( )f xشود، براي مثال کند و به همان شکل اولیه استفاده می  تغییري نمی:  
  )X گسسته              (( ) ( )2 2

x

E X x f x
∀

= ∑  
  

  )X پیوسته       (( ) ( )2 2E X x f x dx= ∫  

 :تابع احتمال گسسته زیر را در نظر بگیرید 4 مثال

  ( ) ( )
x 1 0 1 2

P x f x 0.4 0.3 0.2 0.1
−

=
  

  :مطلوب است محاسبه
)) الف )E X  ب (( )2E X  ج (( )2E 3X 5X 2− )) د  + )E 2X 1+   

   : حل
)  )الف ) ( ) ( )E X x f x 1 0.4 0 0.3 1 0.2 2 0.1 0= ⋅ = − × + × + × + × =∑  
)  )ب ) ( ) ( )22 2 2 2 2E X x f x 1 0.4 0 0.3 1 0.2 2 0.1 1= = − × + × + × + × =∑  

)  )ج ) ( ) ( )
2 2

01

E 3X 5X 2 3E X 5E X 2 3 2 5− + = − + = + =


  

)  )د ) ( )E 2X 1 2E X 1 2 0 1 1+ = + = × + =  

)تابع چگالی احتمال  5 مثال )f x 2x ; 0 x 1= ≤  :مطلوب است محاسبه.  مفروض است≥

)) الف )E X  ب (( )2E X  ج (( )2E 3X 5X 2− )) د  + )E 2X 1+   

  : حل

)  )الف ) ( )
11 1 3

0 0 0

2 2E X xf x dx x 2x dx x
3 3

 = = ⋅ = =  ∫ ∫  

)  ) ب ) ( )
141 12 2 2

0 0 0

2x 1E X x f x dx x 2xdx
4 2

 
= = ⋅ = = 

  
∫ ∫  

)   )ج ) ( ) ( )
2 2

2 / 31/ 2

3 10 1E 3X 5X 2 3E X 5E X 2 2
2 3 6

− + = − + = − + =


  

)  ) د ) ( )
2 / 3

4 7E 2X 1 2E X 1 1
3 3

+ = + = + =  

   حد بالا 

 حد پایین  
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 (Expected Monetary Value)ارزش پولی مورد انتظار 

)معیار ارزش پولی مورد انتظار )EMVگیري در انتخاب بهترین گزینه با   که در واقع همان امیدریاضی است، معیاري براي تصمیم
  . شرایط موجود است
) گزینه ممکنnاي ندهگیر فرض کنید تصمیم )n 2 1a ,..., a , aداشته و با mاگر.  حالت طبیعی مواجه باشدijM نتیجه ناشی 
jpبه طوري که(امین حالت طبیعی باشد j احتمال وقوعjP وjام و وقوع حالتiاز انتخاب گزینه گاه ارزش پولی  ، آن)∑=1
  :شود  از رابطه زیر محاسبه میiaمورد انتظار گزینه

  ( )
m

i 1 i1 2 i2 m im j ij
j 1

EMV a p M p M ... p M p m
=

= + + + = ∑  

 40  درصد با تقاضاي متوسط و50 درصد تمام محصولات مشابه قبلی با تقاضاي کم،10داند که نید شرکتی میفرض ک مثال
)اند درصد با تقاضاي زیاد مواجه بوده )1 2 3p p p 1+ +  ط با توجه به جدول زیر چیست؟بهترین گزینه در این شرای. =

 

  سطوح تقاضا
  کم  متوسط  زیاد

3p 0.4=  2p 0.5=  1p 0.1=  
  فرایندهاي تولید

200  120  70  A  
180  120  80  B  
160  125  100 C  

  

1 (A  2 (B  3 (C  4 (A , B 

 .  درست است1گزینه  : حل
  ( )EMV A 0.1 70 0.5 120 0.4 200 147= × + × + × = ü  

  ( )EMV B 0.1 80 0.5 120 0.4 180 140= × + × + × =  
  ( )EMV C 0.1 100 0.5 125 0.4 160 136.5= × + × + × =  

  .ها بیشتر است  است، زیرا سود مورد انتظار آن از بقیه گزینهAبهترین گزینه براي انتخاب، فرآیند تولیدي

  (Variance)واریانس 

)اول کتاب، واریانس به صورت در فصل  ) 22 2
2 x x x

N N N
−µ  

σ = = −  
 

∑ ∑ حال با استفاده از مفهوم امید .  تعریف شد∑

جاي توانیم به ریاضی می
N

  : استفاده کنیم و شکل دیگري از تعریف واریانس را ارائه دهیمE، از∑

 :شود  از روابط زیر محاسبه میX مفروض است، واریانسXمتغیر تصادفی :تعریف

( ) ( ) ( )( )2221 E X E X E X σ = − µ = −  
  

( ) ( ) ( ) 22 22 E X E Xσ = −     
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  :شود، از جمله در منابع مختلف، از علایم متفاوتی براي نمایش واریانس استفاده می
  ( ) ( ) ( )2 V X D X V ar X= σ = =   س واریان= پراش=

)تابع احتمال 1 مثال ) ( )
x 1 0 1

P x f x 0.2 0.5 0.3
−

=
   کدام است؟Xمقدار واریانس.  را در نظر بگیرید

1(0.49  2(0.7  3(0.2  4 (0.1  

 .  درست است1گزینه  : حل
)با توجه به رابطه   : براي محاسبه واریانس داریم2(

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22 2

22 2 2 2

E X E X 0.5 0.1 0.5 0.01 0.49

E X x f x 1 0.2 0 0.5 1 0.3 0.1

E X x f x 1 0.2 0 0.5 1 0.3 0.5

σ = − = − = − =  
 = = − × + × + × =

 = = − × + × + × =

∑
∑

  

) یک متغیر تصادفی باشد که در آن Xاگر 2 مثال )P X c 1= =) cمقدار ثابت (،( )E Xو ( )Var Xکدام است؟  

1(0 , 1  2 (0 , c  3 (c , 1  4 (2c , c  

 .  درست است2گزینه  : حل

  ( ) ( )
x c

f x P x 1=
  

  
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

22 2 2 2

2 2 2 2

E X E X c c 0

E X x f x c 1 c

E X x f x c 1 c

σ = − = − =  


= = × =

 = = × =


∑
∑

  

)تابع احتمال 3 مثال ) x 1f x ; x 2,3, 4
6
−

=  کدام است؟ X را در نظر بگیرید، مقدار میانگین و واریانس و انحراف معیار=
  )راست به چپ(

1 (5 5 10, ,
3 9 3

  2 (1 1 10, ,
3 9 3

  3 (1 1 5, ,
2 4 3

  کدام یچه) 4  

 .  درست است1گزینه  : حل

  ( ) ( )

x 2 3 4
x 1f x ; x 2,3, 4 1 2 3f x6

6 6 6

−
= = →  

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
22 2

2 2 2 2 2

35 10 35 100 5E X E X
3 3 3 9 9

1 2 3 20 10E X xf x 2 3 4
6 6 6 6 3

1 2 3 70 35E X x f x 2 3 4
6 6 6 6 3

  σ = − = − = − =      
 = = × + × + × = =



= = × + × + × = =


∑

∑
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 :در نتیجه

  5
:

3
σ 2انحراف معیار     ،     = 5:

9
σ )واریانس     ،     = ) 10: E X

3
= µ   میانگین=

)تابع چگالی  4 مثال )f x 2x ; 0 x 1= <    کدام است؟Xمقدار واریانس.  را در نظر بگیرید>

1 (1
9

  2 (1
18

  3 (1
3

  4 (1
6

  

 .  درست است2گزینه  : حل

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
22 2

11 1 3
0 0 0

11 12 2 2 4
0 0 0

1 2 1 4 1E X E X
2 3 2 9 18

2 2E X xf x dx x 2xdx x
3 3

2 1E X x f x dx x 2xdx x
4 2


 σ = − = − = − =      


  = = ⋅ = =   


  = = ⋅ = =   

∫ ∫

∫ ∫

  

) به صورتXگالی احتمالتابع چ 5 مثال ) 2 1
f x 2c x ; 0 x

c
= ≤ 2 چقدر باشد تاc. است≥

X
1
2

=σشود؟  

1 (1
3

  2 (1
6

  3 (1
9

  4 (1
2

  

 .  درست است1گزینه  : حل

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 1
c2 2 3c c

0 0 0

11 1
c2 2 2 2 2 4c c

20 0 0

2 I , II2 2
2 2 2

2 2E X xf x dx x 2c x dx c x I
3 3c

2 1E X x f x dx x 2c x dx c x II
4 2c

1c
1 1 4 1 1 3E X E X 9

12 22c 9c c c
3

 = = ⋅ = =  

 = = ⋅ = =  

 =σ = − = → − = → = →   
 = −


∫ ∫

∫ ∫  

10با توجه به اینکه x
c

≤ 1c است،≥
3

=   . غیرقابل قبول است−

xکه  درصورتی 6 مثال 1 , 0 ,1= ) براي − )
x 1

P x
5

+
گاه امید ریاضی و  آن.  باشدXی ناپیوسته تابع احتمال متغیر تصادف=

   به ترتیب از راست به چپ کدام است؟ Xواریانس

1 (4 , 0
5

  2 (1 , 1
5

  3 (2 , 0
5

  4 (4 4,
25 5
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 .  درست است1گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( )
x 1,0,1

x 1 0 1
x 1

P x 2 1 2P x P x 15
5 5 5

=−

−
+

= →
=∑  

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2 2

22 2 2 2

4 4E X E X 0
5 5
2 1 2E X x P x 1 0 1 0
5 5 5

2 1 2 4E X x P x 1 0 1
5 5 5 5

σ = − = − =

 = = − × + × + × =



= = − × + × + × =

∑

∑

  

  خواص واریانس
  :را در نظر بگیریم) مثبت یا منفی (b وaهاي اگر ثابت

( )21) a 0σ =  
( ) 22 2

X2) bX bσ = σ  

23) bX aσ ±( )
0

22
Xb= σ  

  خواص انحراف معیار
  :را در نظر بگیریم) مثبت یا منفی (b وaهاي اگر ثابت

( )1) a 0σ =  
( ) X2) bX bσ = σ  

3) bX aσ ±( )
0

Xb= σ  

)اگر مثال )V X X باشد، واریانس و انحراف معیار متغیر=16 3
Y

2
− +

  کدام است؟=

1 (2 , 4  2 (1 , 2  3 (0 , 6  4 (4 , 16  

 .  درست است1گزینه  : حل

  ( )

2
X X

2 2

16 4

X 3Y
2 2

σ = → σ =

σ = σ − +

( )

0
2

2 2
YX X

1 1 16 4 2
2 4 4

X 3Y
2 2

   = − σ = σ = = → σ =   
  

σ = σ − +

0

X
1 4 2
2 2









   = − σ = = 
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 (Cumulative Distribution Function)توزیع تجمعی تابع 
)در بسیاري از مسایل، دانستن احتمال )P X x≤ تر یا مساوي احتمال مقادیر کوچک« یا به عبارت دیگرx « مورد نظر است؛ در این

  .کنیم کند، استفاده   را محاسبه میx که مقادیر احتمال کمتر یا مساوي)احتمال تجمعی(توانیم از تابع توزیع تجمعی  شرایط می
  

)،Xمتغیر تصادفی) تراکمی(تابع توزیع تجمعی  :تعریف )XF x تر یا  احتمال مقادیر کوچک«، عبارت است از
 :؛ به عبارت دیگر»xمساوي

( ) ( )XF x P X x= ≤  
  

)ازآنجاکه رابطه ) ( )P X x P X x 1≤ + > ) همواره برقرار است، رابطه= ) ( )XP X x 1 F x> =   .نیز همواره برقرار است−

  مشخصات کلی تابع توزیع تجمعی
)اگر )XF x گسسته یا پیوسته( تابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی(Xباشد، خصوصیات زیر همواره براي آن صادق است :  

) ازآنجاکه-1 ) ( )xXF P X x= ) است،≥ )xXFتر یا مساوي  تجمع مقادیر احتمال کوچکxکند و همواره   را محاسبه می
  : است؛ بنابراین1ها برابر مالمجموع احت

  ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

F P X 0 F 0

F P X 1 F 1

−∞ = ≤ −∞ = −∞ =  ⇒ 
+∞ = ≤ +∞ = +∞ =  

  

)، مقدار1 با توجه به رابطه-2 )XF xاست1 و0 همواره بین .  
  ( )X0 F x 1≤ ≤  

) تابع-3 )xXFهمواره صعودي است .  
  ( ) ( )a b F a F b< → ≤  

)ازآنجاکه ) ( )xXF P X x=  xکند، طبیعی است که هرچه مقدار  را محاسبه میx مجموع مقادیر احتمال کمتر یا مساوي≥
)تر شود، مقدار بزرگ )xXFزیرا تجمع مقادیر احتمال بیشتر شده و مقدار(تر خواهد شد   نیز بزرگ( )xXFنزدیک 1 به 
)؛ بنابراین تابع )شود می )xXF است) صعودي( غیر نزولی.  

) توزیع تجمعی  تابع-4 )xXFهمواره از راست پیوسته است.  
  ( ) ( ) ( )xX X X

x a
lim F F a F a

+

+

→
= =  

 یک از موارد زیر همواره در یک تابع احتمال نادرست است؟  کدام مثال
1 (( ) ( )F 5 1 , F 0 0.5= =    2 (( ) ( )F 5 1 , F 0 1= =  
3 (( ) ( )F 5 0.5 , F 0 1= =    4 (( ) ( )F 0 0 , F 5 0.25= =  

 .  درست است3گزینه  : حل
  : 3بنا بر خصوصیت 

)درست   )( ) ( )( )0 5 F 0 0.5 F 5 1< → = < =   1گزینه (→
)درست   )( ) ( )( )0 5 F 0 1 F 5 1< → = = =   2گزینه (→

)نادرست   )( ) ( )( )0 5 F 0 1 F 5 0.5< → = > =   3گزینه (→
)درست   )( ) ( )( )0 5 F 0 0 F 5 0.25< → = < =   4گزینه (→
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  ی گسستهتابع توزیع تجمعی متغیر تصادف
  

) مفروض و تابع احتمال آنXاگر متغیر تصادفی گسسته :تعریف ) ( )f x P x= باشد، تابع توزیع تجمعی 
)آن) تراکمی( )( )xXFشود  به صورت زیر محاسبه می:  

( ) ( ) ( ) ( )X
X x

F x P X x P x f x
≤

= ≤ = =∑ ∑  

  

)،به عبارت دیگر )xXFبراي نقطه دلخواه x برابر با »( )f xو مجموع ( )f xاست» هاي ماقبل آن.  

ü دقت کنید!  
N وضعیت N دارايXاگر متغیر تصادفی گسسته 2 1x ,..., x , xگاه  باشد، آن:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X i i 1 2 i 1 iF x P X x P x P x ... P x P x−= ≤ = + + + +  
 .عی نسبی در فصل آمار توصیفی استبه عبارت دیگر تابع توزیع تجمعی در متغیر تصادفی گسسته همان فراوانی تجم

  . را به صورت زیر در نظر بگیریدXتابع احتمال متغیر تصادفی 1 مثال

  ( ) ( )
x 0 1 2 6

P x f x 0.4 0.3 0.1 0.2=
  

  :مطلوب است محاسبه
) )لفا ) ( )F X 0 , f X 0= ) )ب  = ) ( )F X 2 , f X 2= =  
) )ج ) ( )F X 1.5 , f X 1.5= ) )د  = ) ( )F X 5 , f X 5= =  
) )هـ ) ( )F X 10 , f X 10= ) )و  = ) ( )F X 1 , f X 1= − = −  

   : حل

  ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f X 0 P X 0 0.4

F X 0 P X 0 P X 0 0.4

= = = =


= = ≤ = = =
  الف( 

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f X 2 P X 2 0.1

F X 2 P X 2 P X 0 P X 1 P X 2 0.8

= = = =


= = ≤ = = + = + = =
  ب ( 

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f X 1.5 P X 1.5 0

F X 1.5 P X 1.5 P X 0 P X 1 0.7

= = = =


= = ≤ = = + = =
  ج  (

  
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f X 5 P X 5 0

F X 5 P X 5 2.2 P X 0 P X 1 P X 2 0.8

 = = = =


= = ≤ = = + = + = = 
  د   (

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f X 10 P X 10 0

F X 10 P X 10 P X 0 P X 1 P X 2 P X 6 1

= = = =


= = ≤ = = + = + = + = =
  هـ  (

  ( ) ( )
( ) ( )

f X 1 P X 1 0

F X 1 P X 1 0

= − = = − =


= − = ≤ − =
  و   (
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  : بگیریم را به صورت زیر در نظرXاگر تابع احتمال متغیر تصادفی گسسته

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i 1 2 n

i i 1 2 n

x x x x

f x P x f x f x f x f x 1= =∑




  

))تراکمی(گاه تابع توزیع تجمعی  آن ) ( )( )i X iP X x F x≤   :توان به یکی از دو صورت زیر نمایش داد  را می=

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i 1 2 n

X i 1 1 2 1 2 n 1 n

x x x x
1

F x F x f x F x f x f x F x f x ... f x 1= = + = + + =




  

  ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 1 2

2 1 2 2 3
i X i

n 1 1 n 1 n 1 n

n 1 n

0 x x

F x f x x x x

F x f x f x x x x
2 P X x F x

F x f x f x x x x

F x f x f x 1 x n

− − −

<

 = ≤ <


= + ≤ <≤ = = 

 = + + ≤ <
 = + + = ≥

 





  

)با توجه به حالات ) و1( )توان به روابط زیر براي تابع توزیع تجمعی می2( )XF xمتغیر تصادفی گسسته Xرسید :  

  ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1

X i 1 2 i

n

F x f x

F x F x f x f x f x i 2,3, , n

F x 1

 =

= = + + + =


=

   

)زیع تجمعیتابع تو.  را به صورت زیر در نظر بگیریدXتابع احتمال متغیر تصادفی 2 مثال )( )XF x Xکدام است؟   

  ( ) ( )
x 0 1 2 6

P x f x 0.4 0.3 0.1 0.2=
  

  :شده، داریم با توجه به دو صورت تعریف : حل
  ( ) ( ) ( )XF 0 f X 0 f X 0 0.4= ≤ = = =  

  ( ) ( ) ( ) ( )XF 1 f X 1 f X 0 f X 1 0.7= ≤ = = + = =  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )XF 2 f X 2 f X 0 f X 1 f X 2 0.8= ≤ = = + = + = =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )XF 6 f X 6 f X 0 f X 1 f X 2 f X 6 1= ≤ = = + = + = + = =  

  ( ) ( ) ( )X

x 0 1 2 6
1 P X x F x 0.4 0.7 0.8 1≤ =

  

  ( ) ( )X

0 x 0
0.4 0 x 1

2 F x 0.7 1 x 2
0.8 2 x 6
1 x 6

<
 ≤ <= ≤ <
 ≤ <
 ≥
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)محاسبه )f xبا استفاده از ( )XF x  
)با توجه به نحوه محاسبه تابع توزیع تجمعی )XF xبر اساس تابع احتمال ( )f xداریم :  

  
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

i 1

1 1

i 1 2 i 1 i i i i 1

F x

F x f x

F x f x f x f x f x f x F x F x

i 2, ,n
−

− −

 =

 = + + + + → = −




=






  

  :بنابراین
(مشاهده اول( F(=مشاهده اولf (    ( ) ( )1 1f x F x=  

iمشاهده( (ام−1 F(−مشاهدهiام) F(=مشاهدهiامf (  →  ( ) ( ) ( )i i i 1f x F x F x −= −  

i 2 , , n=     i 2 , , n=   

) به صورت زیر باشد،Xاگر تابع توزیع تجمعی متغیر گسسته 3 مثال )f xکدام است؟  

  ( ) ( )
X 2 5 9

P X x F x 0.1 0.4 1≤ =
  

1 (( )
X 2 5 9

P x 0.1 0.3 0.6  2 (( )
X 2 5 9

P x 0.1 0.4 0.5  3 (( )
X 2 5 9

P x 0.1 0 0.9  4 (( )
X 2 5 9

P x 0.1 0.4 1  

 .  درست است1گزینه  : حل
  : روابطبا توجه به

  
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

i i i 1

f x F x

f x F x F x i 2,3,..., n−

 =


= − =

  

  :داریم

  
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f 2 F 2 0.1

f 5 F 5 F 2 0.4 0.1 0.3

f 9 F 9 F 5 1 0.4 0.6

= =


= − = − =
 = − = − =

  

  :درنتیجه

  ( ) ( )
X 2 5 9

P x f x 0.1 0.3 0.6=
  

). به صورت زیر استXتابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی گسسته 4 مثال )f xکدام است؟   

1 (( )
x 2 4 7 9

f x 0.3 0.45 0.8 0.1  

2 (( )
x 2 4 7 9

f x 0.3 0.15 0.35 0.2  

3 (( )
x 2 4 7 9

f x 0.3 0.15 0.45 0.1  

  کدام هیچ) 4

( )X

0 , x 2

0.3 , 2 x 4

F x 0.45 , 4 x 7

0.8 , 7 x 9

1 , x 9

<

 ≤ <
= ≤ <


≤ <

 ≥
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 .  درست است2گزینه  : حل
 :با توجه به روابط

  
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

i i i 1

f x F x

f x F x F x i 2,3,..., n−

 =


= − =

  

  :داریم

  

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

2 2 1

3 3 2

4 4 3

f X 2 F X 2 0.3

f X 4 F X 4 F X 2 0.45 0.3 0.15

f X 7 F X 7 F X 4 0.8 0.45 0.35

f X 9 F X 9 F X 7 1 0.8 0.2

 = = = =

 = = = − = = − =


= = = − = = − =

 = = = − = = − =

  

  :درنتیجه

  ( ) ( )
x 2 4 7 9

P x f x 0.3 0.15 0.35 0.2=
  

  :صورت زیر باشد  بهXوزیع کمیت تصادفی ناپیوستهاگر تابع ت 5 مثال

  ( )X

0 x 1
2F x 1 x 4

10
1 x 4

<
= ≤ <


≥

  

  )72اقتصاد ـ (   آن کدام است؟ تابع احتمال

1 (( )X

X 1 4
P x 0.2 0.8    2 (( )X

X 1 4
P x 0.8 0.4  

3 (( )X

X 0 1 4
P x 0.2 0.5 0.3   4 (( )X

X 0 1 4
P x 0.3 0.5 0.2  

  .  درست است1گزینه  : حل
 :با توجه به روابط

  
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

i i i 1

f x F x

f x F x F x i 2,3,..., n−

 =


= − =

  

 :داریم

  ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f X 1 F X 1 0.2

f X 4 F X 4 F X 1 1 0.2 0.8

= = = =


= = = − = = − =
  

  :درنتیجه

  ( ) ( )X

X 1 4
P x f x 0.2 0.8=
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  تابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی پیوسته
  

)هرگاه :تعریف )f xتابع چگالی متغیر تصادفی پیوسته Xگاه تابع توزیع تجمعی   با یک ضابطه باشد، آن
)آن )( )xXFشود  به صورت زیر محاسبه می: 

( ) ( ) ( )
x

xXF P X x f x dx= ≤ = ∫  
  

  
  : به صورت زیر استXتابع چگالی متغیر تصادفی 1 مثال

0 x 1< <  
)  سایر نقاط )

2x ;
f x

0 ;


= 


  

   کدام است؟X)تراکمی(تابع توزیع تجمعی 

1 (( )XF x 2x=  2 (( ) 2
XF x x=  3 (( )X

xF x
2

=  4 (( ) 2
XF x 2x=  

 .  درست است2گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( )
x x x2 2

X 00
F x P X x f x dx 2x dx x x = ≤ = = = = ∫ ∫  

  ( ) 2
X

0 x 0

F x x 0 x 1
1 x 1

<


= ≤ <
 ≥

  

   کدام است؟X)تراکمی( به صورت زیر باشد، تابع توزیع تجمعی Xکه تابع چگالی متغیر تصادفی درصورتی 2 مثال

x 0>  1 (
x
2e

−  2 (xe−  

3 (
x
21 e

−
−  4 (

x
22e

   صورت در غیر این  −
( )

x
21 e ;

2f x

0 ;

−
= 



  

 

 . درست است3گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )
xx x x xx x

2 2 2 2X
0

0

1F x P X x f x dx e dx e e 1 1 e
2

−
− − − 

 = ≤ = = = − = − − − = −
 
 

∫ ∫  

 حد پایین

 حد پایین

 حد پایین
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  ( ) ( )
x
2 xX X

2

0 , x 0
0 , x 0

1 e , 0 xF x F x
1 e , x 0

1 , x

−
−

<
 < − ≤ < ∞= → = 
  − ≥

≥ ∞

  

   کدام است؟X)تراکمی( به صورت زیر باشد، تابع توزیع تجمعی Xاگر تابع چگالی متغیر تصادفی پیوسته 3 مثال

2 x 3< <  1 (
2x

5
  2 (

2x 4
5
−  

3 (2x 4−  4 (x 4
5

−  
  

  صورت در غیر این
( )

2 x ;
5f x

0 ;




= 



  

 

 .  درست است2گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( )
x2 2 2x x

X
2 2

2 x x 4 x 4F x P X x f x dx x dx
5 5 5 5 5

  −
= ≤ = = = = − = 

  
∫ ∫  

)که همواره رابطه ازآنجا :نکته ) ( )
x

XF x f x dx= ) در متغیرهاي تصادفی پیوسته برقرار است، داریم∫ ) ( )Xf x F x′= ؛
ها را کنترل کنیم و ببینیم مشتق کدام   یک روش تستی آن است که گزینه2 و 1هاي  درنتیجه براي حل سؤالاتی مانند مثال

)گزینه )( )XF x′برابر با ( )f xخواهد شد . 

  ( ) ( )f x F x′= 

) با2، تنها مشتق تابع توزیع تجمعی گزینه 1در مثال )f x 2x=ر است براب.  

  ( ) ( ) ( )2
XF x x 2x f x′′ = = = ü) 2گزینه  

) با3، تنها مشتق تابع توزیع تجمعی گزینه 2در مثال )
x
21f x e

2
−

  . برابر است=

  ( ) ( )
x x
2 2X

1F x 1 e e f x
2

− −
′ 

 ′ = − = =
 
 

ü )3گزینه  

ü دقت کنید!  
)در بعضی مسایل ممکن است مشتق )XF xدر بیش از یک گزینه برابر ( )f x شود؛ در این حالت باید از روشی که در تعریف 

  .ارائه شد، استفاده کنیم

) با2 و 1، مشتق تابع توزیع تجمعی دو گزینه 3در مثال ) 2xf x
5

 برابر است، اما با استفاده از روش ارائه شده در تعریف، گزینه =
  . درست است2

  ( ) ( )
2

X
x 2xF x f x
5 5

′ 
′ = = =  

 
ü) 1گزینه  

  ( ) ( )
2

X
x 4 2xF x f x

5 5

′ −′ = = =  
 

ü) 2گزینه  

  حد پایین

 حد پایین
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)محاسبه )XF xاي  در توابع چندضابطه( )f x  
)اگر )f xاي باشد، براي محاسبه تابع توزیع تجمعی  چندضابطه( ) ( )xXP X x F≤ در هر ضابطه، مجموع  کافی است =

)هاي قبلی را به تعریف ضابطه )xXFبراي ضابطه اضافه کنیم، براي مثال، اگر ( )f xاي باشد، به صورت زیر عمل   دوضابطه
  :کنیم می

  
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

x

a

b x
x

a b

0 x a

g x dx a x bg x a x b

f x h x b x c F x g x dx h x dx b x c
0

1 x c

<

 ≤ << < 

 
= < < → =  + ≤ <  

≥

∫
∫ ∫

  

  .  را به دست آوریدX به صورت زیر باشد، تابع توزیع تجمعیXاگر تابع چگالی متغیر تصادفی 4 مثال

2 x 0− < <  

0 x 4≤ <  

  صورت در غیر این 

( )

x ;
10
xf x ;

10

0 ;

−


= 




  

 

    : حل

  ( )
x2 2x

X
2 2

x x 1 x: F x dx
10 20 5 20− −

 −
= = − = − 

 ∫ضابطه اول  

  ( )
0 x2 2 20 x

X
2 0 2 0

x x x x 1 x: F x dx dx
10 10 20 20 5 20− −

   − −
= + = + = +   

   ∫   ضابطه دوم∫

  : به صورت زیر استXبنابراین تابع توزیع تجمعی

  ( )

2

X 2

0 , x 2

1 x , 2 x 0
5 20F x
1 x , 0 x 4
5 20

1 , x 4

< −

 − − ≤ <= 
 + ≤ <


≥

  

)محاسبه ضریب ثابت با استفاده از )XF x  

)اگر )f xتابع چگالی متغیر تصادفی Xباشد، با توجه به آنکه ( )f x dx است و با توجه به تعریف تابع توزیع تجمعی به ∫=1
  :صورت زیر

  ( ) ( ) ( )
x

XF x P X x f x dx= ≤ = ∫  

  حد بالا  

 حد پایین  

 حد پایین
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  : را به صورت زیر بررسی کنیمXF)حد بالا( و XF)حد پایین(توانیم  می

( )) f x dx 0= (حد پایین∫= P (X= XFحد پایین≥ (  

( )) f x dx 1= (حد بالا∫= P (X= XFحد بالا≥ (  








  

  :درنتیجه
)   )پایینحد =0

  

)   )حد بالا=1

X

X

F

F


→ 



»  ( )XF xتابع توزیع تجمعی متغیر پیوسته ،«  

   کدام است؟kکه تابع توزیع تجمعی زیر مفروض باشد، مقدار درصورتی 5 مثال
1 (2  2 (1  
3 (4  4 (5  

  

  . درست است1گزینه  : حل

( )
2

X

0 , x 0

kxF x , 0 x 1
2

1 , x 1

<

= ≤ <


≥


  

 

)) دهد جواب نمی( )
2k 0) 0 F 0 0 0 0

2
×

= → = = → XFحد پایین= (   

( )
2k 1) 1 F 1 1 k 2

2
×

= → = = → XFحد بالا= (  







  

 و XF)حد بالا(اي، پیوسته است براي محاسبه  ضابطه هاي تک  در تابعXتوجه کنید که چون تابع توزیع متغیر تصادفی پیوسته
  .کنیم  از جایگذاري مقدار حد پایین و حد بالا در ضابطه استفاده میXF)حد پایین(

   کدام است؟kکه تابع توزیع تجمعی زیر مفروض باشد، مقدار درصورتی 6 مثال

x 2>  
1 (2  2 (1  
3 (4  4 (5  
  در غیر این صورت  . درست است3گزینه  : حل

( ) 2X

k1 ;
F x x

0 ;

 −= 


  

 

( ) 2
k) 0 F 2 1 0 k 4
2

= → = − = → XFحد پایین= (  

))دهد جواب نمی( ) 2
k) 1 F 1 1 1 1= → ∞ = − = → =

∞
XF حد بالا (  








  

)محاسبه )f xبا استفاده از ( )XF x  
)براي محاسبه تابع احتمال )f xاز روي تابع توزیع تجمعی ( )xXFکنیم  به صورت زیر عمل می:  

  

) : درنقاط مرزي ) ( )+ 0F x F x −− ≠  
→  fX (x)) تابع احتمال(  

)  :در فواصل )xxF′) مشتق تابع تجمعی(  
X (x)F) تابع توزیع تجمعی(  

 

)گاه در یکی از نقاط مرزي تابع توزیع تجمعی رابطه ره :نکته ) ( )X XF x F x+ ≠   :گاه  برقرار باشد، آن-

  ( ) ( ) ( )X Xf x F x F x −= −+  
  .اي باید پیوسته بودن نقاط مرزي را بررسی کنیم البته فقط در توابع چندضابطه

  حد بالا  

 حد پایین  
  حد بالا  

 حد پایین  
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  . را به دست آوریدXصورت زیر باشد،تابع احتمال  به Xاگر تابع توزیع متغیر تصادفی 1 مثال

  ( )
2

X

0 , x 0

xF x , 0 x 2
8
1 , x 2

<

= ≤ <

 ≥

 

  : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 F x F x
X XF (x)

2

0F 0 F 0 0 0 , x 0
0 , x 0 8

x xF x , 0 x 2 f x , 0 x 2
8 4
1 , x 2 2 1F 2 F 2 1 , x 2

8 2

+ −

+ −

−

′

+ −


− = − = <

< 
 
 = ≤ < → = ≤ < 
 
 ≥  − = − = ≥



  

  :درنتیجه داریم

  ( )X

x , 0 x 2
4

f x
1 , x 2
2

 < <= 
 =


  

)اگر 2 مثال )F x آن کدام است؟ یک تابع توزیع احتمال به صورت زیر باشد، تابع احتمال 

  ( )
2

2

0 , x 0
1 x , 0 x 1
2F x

11 2 x x , 1 x 2
2

1 , x 2

<

 ≤ ≤
= 
− + − ≤ <

 ≥

  

    : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )
2

F x F x

F (x)
2

0 , x 0 0 , x 0
1 x , 0 x 1x , 0 x 1
2F x f x 0 , x 1

11 2 x x , 1 x 2 2 x , 1 x 2
2

0 , x 21 , x 2

+ −−

′

< =  < < ≤ ≤  = → = = 
 − + − ≤ < − < < 

= ≥

  

)تابع توزیع تجمعی )F xدر تمام نقاط مرزي پیوسته است، زیرا :  

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

2

0F 0 F 0 0 0
2

1 1F 1 F 1 1 2 1 0
2 2

2F 2 F 2 1 1 2 2 0
2

+ −

+ −

+ −

− = − =

 
− = − + × − − =  

 
 

− = − − + × − =  
 

  

  :و درنتیجه تابع چگالی احتمال به صورت زیر خواهد بود

  ( ) x 0 x 1
f x

2 x 1 x 2
< <

=  − < <
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)اگر در تمام نقاط مرزي، :نکته ) ( )F x F x+   . باشد، کافی است فقط در فواصل از تابع مشتق بگیریم=−

  )83اقتصاد ـ (   کدام است؟X به قرار زیر است، تابع چگالی احتمالXمتغیر تصادفی) تجمعی احتمال(تابع توزیع  3 مثال

1 (11 x 2
25

−  2 (3 211 x x
75

−  

3 (11 x 2
50

+  4 (22 x 2
25

−  
( ) 2

X

0 x 0
11F x x 2x 0 x 5
25

1 x 5

<
= − ≤ <


≥

  

  .  درست است4گزینه  : حل
,5تابع توزیع تجمعی در نقاط مرزي   :مشتق بگیریم تابع  فواصل ازدر  پیوسته است و کافی است فقط0

  ( ) ( )f x F x′=  

  ( ) ( ) 22f x F x x 2 0 x 5
25

′= = − ≤ <  

  : به صورت زیر است) زمان برطرف کردن نقص در تعمیر تلویزیون (Xتابع توزیع کمیت تصادفی 4 مثال

  ( ) xX
100

0 x 0
F x

1 e x 0
−

≤
= 
 − >

  

  )72اقتصاد ـ (   کدام است؟Xتابع چگالی احتمال کمیت تصادفی

1 (
x

1001 100e
−

−  2 (
x

100100e
−

  3 (
x

1001 e
100

−
  4 (

x
100e

−
  

  .  درست است3گزینه  : حل
  ( ) ( )Xf x F x′=  

  ( ) ( )
x x

100 1001 1f x F x 0 e e x 0
100 100

− −
′= = + = >  

)به احتمال با استفاده ازمحاس )XF x  
)اگر ) ( )XP X x = F x≤ متغیر تصادفی) تراکمی(، تابع توزیع تجمعیXبا تابع چگالی احتمال ( )xf x باشد، براي محاسبه 

  :توانیم از قواعد زیر استفاده کنیم  میXاحتمال در هر محدوده

  حالت اول
) در تمام نقاط مرزي، پیوسته باشد، یعنیXمتغیر ) ( )X XF x F x+ = -.  
  :ند باشx در محدودهb وaاگر ) الف

xاحتمال در هر نقطه پیوسته( a= است0، دقیقاً برابر (.  ( ) ( ) ( )X X1) P X a F a F a 0+= = − =-  
  ( ) ( ) ( )X2) P X a P X a F a≤ = < =  

  ( ) ( ) ( )X3) P X a P X a 1 F a> = ≥ = −  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X X4) P a X b P a X b P a X b P a X b F b F a≤ ≤ = < < = ≤ < = < ≤ = −  

  : باشندx کمتر از حد پایینb وaاگر) ب
  ( )1) P X a 0= =  

  ( ) ( )2) P X a P X a 0< = ≤ =  
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  ( ) ( )3) P X a P X a 1> = ≥ =  
  ( ) ( ) ( ) ( )4) P a X b P a X b P a X b P a X b 0≤ ≤ = < < = ≤ < = < ≤ =  

  : باشندx بیشتر از حد بالايb وaاگر) ج
  ( )1) P X a 0= =  

  ( ) ( )2) P X a P X a 1< = ≤ =  
  ( ) ( )3) P X a P X a 0> = ≥ =  

  ( ) ( ) ( ) ( )4) P a X b P a X b P a X b P a X b 0≤ ≤ = < < = ≤ < = < ≤ =  

)اگر 1 مثال )P 0 X 4 0.65≤ ≤ ) و= )F 0 ) باشد، مقدار=0.15 ) ( )P X 4 F 4≤   کدام است؟=
1 (0.8  2 (0.5  3 (0.45  4 (1  

 .  درست است1گزینه  : حل
  :داریم) 4الف ـ (بنا بر قسمت 

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

X X

X X X X

P a X b F b F a

P 0 X 4 F 4 F 0 0.65 F 4 0.15 F 4 0.8

≤ ≤ = −

≤ ≤ = − → = − → =
  

 .صورت زیر است ه بXتابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی 2 مثال

  :مطلوب است محاسبه
( )X 2

0 x 2
4F x 1 2 x

x
1 x

<
= − ≤ < ∞

 ≥ ∞

  

)) الف )P X )) ب  >5 )P 1 X 1.5< )) ج  > )P X )) د  <4 )P X 3=  

x تابع توزیع تجمعی نقطه مرزي : حل   :بنابراین پیوسته است، =2
  ( ) ( )X XF 2 F 2 0+ = =-  

  )2الف ـ (بنا بر قسمت ) الف

  
( ) ( ) ( )

( )

X 2

X 2

4 4 21P X 5 P X 5 F 5 1 1
25 255

4F x 1 2 x
x

 < = ≤ = = − = − =

 = − ≤ < ∞


  

  )4ب ـ (بنا بر قسمت ) ب

  ( )
( )X

P 1 X 1.5 0

F x 0 x 2

< < =


= <
  

  )3الف ـ (بنا بر قسمت ) ج

  
( ) ( )

( )

x 2

X 2

4 4 1P X 4 1 F 4 1 1
16 44

4F x 1 2 x
x

  > = − = − − = =    

 = − < < ∞
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  )1الف ـ (بنا بر قسمت ) د

  
( )

( )X 2

P X 3 0
4F x 1 2 x

x

= =



= − ≤ < ∞


  

  . به صورت زیر استXتابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی پیوسته 3 مثال

  ( )

2

X 2

0 x 0

x 0 x 1
2F x

x2x 1 1 x 2
2

1 x 2

<

 ≤ <= 
 − − ≤ <


≥

  

  :مطلوب است محاسبه
1) الف

P X
2

≤ 
 
 

1) ب   1
P X

4 2
< < 

 
 

1) ج   3
P X

2 2
≤ < 

 
 

3) د  
P X

4
> 

 
 

  

xابع توزیع تجمعی در نقاط مرزي ت : حل 0, 1,   : پیوسته است، یعنی=2
  ( ) ( )X XF x F x+ = -  

  )2الف ـ(بنا بر قسمت ) الف

  ( )

2

2

X X

1
x 1 1 12F x ; 0 x 1 P X F
2 2 2 2 8

 
      = ≤ < → ≤ = = =   

   
  

  )4الف ـ (بنا بر قسمت ) ب

  ( )

2 2

2

X X X

1 1
x 1 1 1 1 1 1 32 4F x ; 0 x 1 P X F F
2 4 2 2 4 2 2 8 32 32

   
            = ≤ < → < < = − = − = − =     

     
  

  )4 الف ـ(بنا بر قسمت ) ج

  

( )

( )

2

X

2

X

2 2

X X

xF x 0 x 1
2

xF x 2x 1 1 x 2
2

3 1
1 3 3 1 3 9 1 62 2P X F F 2 1 2
2 2 2 2 2 2 2 8 8 8


= ≤ <



 = − − ≤ <

   
               ≤ < = − = × − − − = − − =         

         

  

  )3الف ـ (بنا بر قسمت ) د

  ( )

2

2

X X

3
x 3 3 234F x ; 0 x 1 P X 1 F 1
2 4 4 2 32

 
      = ≤ < → > = − = − =   
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  :  به صورت زیر باشدXاگر تابع توزیع کمیت تصادفی 4 مثال

  ( )X

0 x 0
xF x 0 x 10

10
1 x 10

≤
= < ≤


>

  

)احتمال )P 2 X 8<   )72اقتصاد ـ (   کدام است؟ >
1 (0.2 2 (0.4 3 (0.6  4 (0.8  
 .درست است 3گزینه  : حل

xتابع توزیع تجمعی در نقاط مرزي 0, )  . پیوسته است=10 ) ( )X XF x F x+ = -  

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

P X F F
8 2P 2 X 8 F 8 F 2 0.6

10 10

α < <β = β − α

< < = − = − =
  

  حالت دوم
)یعنی) پیوسته نباشد( در بعضی نقاط مرزي گسسته باشد Xمتغیر ) ( )X XF x F x+ ≠ -.  

  

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

X X

X

X

X X

1) P X a F a F a

2) P X a F a

3) P X a F a

4) P a X b F b F a

+ −

−

− +

= = −

< =

≤ =

< < = −

  

ü دقت کنید!  
)با توجه به پیوسته بودن )XF xجاي توان به  از راست، در روابط بالا می( )XF a+ از( )XF aاستفاده کرد .  

  :هاي زیر را محاسبه کنیم توانیم احتمال با استفاده از قواعد بالا می

  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1) P X a 1 P X a 1 F a

2) P X a 1 P X a 1 F a

3) P a X b P X a P a X b P X b F b F a

−

−

≥ = − < = −

> = − ≤ = −

≤ ≤ = = + < < + = = −

 

 :صورت زیر تعریف شده است  به Xمتغیر تصادفی) پخش(تابع توزیع  5 مثال

  :مطلوب است محاسبه
)) الف ) ( ) ( ) ( )P X 3 , P X 2 , P X 1 , P X 0= = = =  
))  ب ) ( )P X 2 , P X 2≤ <  
))  ج ) ( )P X 3 , P X 3≤ <  
))  د ) ( )P 1 X 3 , P 1 X 3≤ ≤ < <  

( )

2

X

0 x 0

x 0 x 1
4
1F x 1 x 2
2
x 2 x 3
3
1 x 3

<

 ≤ <
= ≤ <



≤ <


≥
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     : حل
x تابع توزیع تجمعی در نقاط )  پیوسته است=0,3 ) ( )( )X XF x F x+ = x  اما در نقاط- 1,   گسسته است=2

( ) ( )( )X XF x F x+ ≠ -.  
  )فلا

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
+ -

2
+ -

+ -

+ -

0P X = 0 = F 0 F 0 = 0 = 0
4

1 1 1P X = 1 = F 1 F 1 = =
2 4 4

2 1 1P X = 2 = F 2 F 2 = =
3 2 6

3P X = 3 = F 3 F 3 = 1 = 0
3

− −

− −

− −

− −

  

  )ب

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1P X < 2 = F 2 P X 2 = 1 P X < 2 =
2 2

2 1P X 2 = F 2 P X 2 = 1 P X 2 =
3 3

− = → ≥ −

≤ = → > − ≤
  

  )ج

  ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3P X < 3 = F 3 1 P X 3 = 1 P X < 3 = 0
3

P X 3 = F 3 1 P X 3 = 1 P X 3 = 0

− = = → ≥ −

≤ = → > − ≤
  

  )د

  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 1 1P 1 < X < 3 = F 3 F 1
3 2 2

1 1 3P 1 X 3 = P X = 1 + P 1 < X < 3 + P X = 3 = + 0
4 2 4

− +− = − =

≤ ≤ + =
  

)هاي مرکزي با استفاده از محاسبه شاخص )XF x  
)اگر )XF x تراکمی( تابع توزیع تجمعی (متغیر تصادفی پیوستهXهاي مرکزي  گاه شاخص  باشد، آن) نما، چندك، میانه و

  .توانند به صورت زیر بررسی و محاسبه شوند می) میانگین

  محاسبه مد
)ماطبق تعریف، مد یا ن )Moمقداري است که به ازاي آن تابع چگالی ( )( )f x طور که در مبحث محاسبه  همان. شود  ماکزیمم

)هاي معمول آن است که قرار دهیم  مد در تابع چگالی مطرح شد، یکی از روش )f x 0′ )که رابطه از آنجا. = ) ( )X XF x f x′ = 
)توان قرار داد   برقرار است، براي محاسبه مد میXهمواره براي متغیر تصادفی پیوسته )XF x 0′′ =.  

)تابع توزیع مثال )
3

21 xF x 3x 5
3 3

 
= − + −  

 
0 در دامنه x 3≤   )73اقتصاد ـ (  : است باآن برابر) مد(نما .  تعریف شده است≥

1(0.6  2(6  3(3  4 (4  
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 .  درست است3گزینه  : حل
  ( )F Mo 0′′ =  

  ( ) ( ) ( ) ( )21 1F x x 6x F x 2x 6 0 2x 6 0 x Mo 3
3 3

′ ′′= − + → = − + = → − + = → = =  

  ها محاسبه چندك
  :گاه باشد، آن) میانه، چارك، دهک و صدك(هاي مرکزي   یکی از شاخصbاگر ثابت

b=میانه   ( ) 1P X b
2

≤ =  

b=چارك aام  ( ) aP X b a 1, 2,3
4

≤ = =  

b=دهک aام  ( ) aP X b a 1, 2,...,9
10

≤ = =  

b=صدك aام  ( ) aP X b a 1,2,...,99
100

≤ = =  

)ازآنجاکه  ) ( )XF b P X b=   :کافی است به صورت زیر عمل کنیم) چندك مورد نظر (bاست، با توجه به روابط بالا براي محاسبه ≥
b=میانه   ( )X

1F b
2

=  

b=چارك aام  ( )X
aF b a 1, 2,3
4

= =  

b=دهک aام  ( )X
aF b a 1, 2,...,9

10
= =  

b=صدك aام  ( )X
aF b a 1, 2,...,99

100
= =  

ü دقت کنید!  
)روابط بالا وقتی همیشه صادق است که تابع )XF xفقط یک ضابطه داشته باشد .  

   به صورت زیر باشد، میانه توزیع کدام است؟Xاگر تابع توزیع تجمعی 1 مثال
1 (6  2 (3  
3 (2  4 (1  

( )X

0 x 0
2x 3F x 0 x 3

18
1 x 3

<
 += ≤ <


≥

  

  . درست است2گزینه  : حل

  ( )X
1 2b 3 1 18F b 2b 3 b 3
2 18 2 2

+
= → = → + = → =  

   به صورت زیر بیان شده است، صدك هشتادم توزیع کدام است؟Xتابع توزیع تجمعی 2 مثال
1 (6  2 (8  
3 (4  4 (0.8  

  ( )X

0 x 0
xF x 0 x 10

10
1 x 10

<
= ≤ <


≥
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  . درست است2زینه گ : حل

  ( )X
80 b 80F b b 8

100 10 100
= → = → =  

 محاسبه امید ریاضی

  :کنیم  با استفاده از تابع توزیع تجمعی به یکی از دو روش زیر عمل میXمتغیر تصادفی) میانگین(براي محاسبه امید ریاضی 
  :روش اول

)ابتدا تابع احتمال )f x کنیم را محاسبه کرده، سپس به صورت زیر عمل می:  
  

)X گسسته(  ( ) ( )
x

E X x f x
∀

= ∑ .

)Xپیوسته (  ( ) ( )E X x f x dx= ⋅∫
  :روش دوم

)از تابع توزیع تجمعی )XF xمتغیر تصادفی پیوسته) میانگین(ید ریاضی  مستقیماً براي محاسبه امX به صورت زیر استفاده 
  :کنیم می

  ( )
( )( )

( )( )
X

X

1 F x dx x 0
E X

F x dx x 0

 − ≥= 
− <

∫
∫

  

 توزیع کدام است؟) میانگین( به صورت زیر باشد، امید ریاضی Xاگر تابع توزیع تجمعی 1 مثال

1 (1
3

  2 (2
3

  
3 (2  4 (1  

( ) 2
X

0 x 0

F x x 0 x 1
1 x 1

<


= ≤ <
 ≥

  

 

 .  درست است2گزینه  : حل
  :روش اول

  ( ) ( ) ( ) ( )
131 1

X 0 0
0

2x 2F x f x 2x E x x f x dx x 2xdx
3 3

 
′ = = → = = ⋅ = = 

  
∫ ∫  

  :روش دوم
) مثبت استxازآنجاکه مقادیر )0 x 1<   :کنیم  از رابطه زیر استفاده می>

  ( ) ( )( ) ( )
131 1 2

X0 0
0

x 1 2E X 1 F x dx 1 x dx x 1
3 3 3

 
= − = − = − = − = 

  
∫ ∫  

  : برابر است باX به صورت باشد، متوسطXاگر تابع توزیع متغیر تصادفی 2 مثال

1 (1
9

  2 (5
3

  

3 (2
9

  4 (4
9

  
( )

2

X

0 , x 0

xF x , 0 x 2
8
1 , x 2

<

= ≤ <

 ≥
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 .  درست است2گزینه  : حل
  :روش اول

)در مبحث محاسبه )f xاز روي ( )F xتابع چگالی ،( )XF xدیم را به صورت زیر به دست آور:  

  ( )X

x 0 x 2
4

f x
1 x 2
2







< <
=

=
  

  :کنیم  به صورت زیر عمل میXحال براي محاسبه متوسط

  ( ) ( ) ( )
2

0

x 1 5E X xf x dx xf x x dx 2
4 2 3

= + = × + × =∑∫ ∫  

  :روش دوم
) مثبت استxازآنجاکه مقادیر )0 x 2<   :کنیم  از رابطه زیر استفاده می>

  ( ) ( )( )
22 32 2

X0 0
0

x x 8 40 5E X 1 F x dx 1 dx x 2
8 24 24 24 3

   
= − = − = − = − = =        

∫ ∫  

YFمحاسبه (y)  با استفاده ازXF (x)  
XFاگر (x)تابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی پیوسته Xگاه براي محاسبه تابع توزیع تجمعی  باشد آنYF (y) به صورت زیر عمل 
 :کنیم می

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1
X

Y 1 1
X

P X g (y) F g (y)
F y P Y y P g(X) y

P X g (y) 1 F g (y)

− −

− −

 ≤ == ≤ = ≤ = 
 ≥ = −


  

x را به ترتیب با قرار دادنyبازه مربوط به a=و x b=در ( )Y g X=آوریم  به دست می.  

 : به صورت زیر استXتابع توزیع مثال

  ( ) 2
X

0 x 0

F x x 0 x 1
1 x 1

<


= ≤ <
 ≥

  

xتابع توزیع) الف 1
Y

3
+

  . را به دست آورید=
Yتابع توزیع )ب Ln x=   . را به دست آورید−
  : حل
  )الف

  ( ) ( ) ( ) ( )2
Y X

X 1 1 2F y P Y y P y P X 3y 1 F (3y 1) 3y 1 ; y
3 3 3
+ = ≤ = ≤ = ≤ − = − = − < < 

 
  

  )ب

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2y y y 2y
Y XF y P Y y P Ln X y P X e 1 F (e ) 1 e 1 e ; y 0− − − −= ≤ = − ≤ = > = − = − = − >  
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  (Moment Generating Function)د گشتاور تابع مول
  

 :شود  به صورت زیر تعریف میXام متغیر تصادفیtتابع مولد گشتاور مرتبه :تعریف

( ) ( )tX
XM t E e t R= ∈  

  

) با تابع احتمالXتابع مولد گشتاور براي متغیر تصادفی گسسته و پیوسته )f xبه صورت زیر است :  

Xگسسته   ( ) ( ) ( )tX tx
X

x
M t E e e f x= = ∑  

Xپیوسته   ( ) ( ) ( )tX tx
XM t E e e f x dx

+∞

−∞
= = ∫  

    :نکته
) اگر-1 )XM tفی تابع مولد گشتاور متغیر تصادXباشد، مشتق rام تابع مولد گشتاور در نقطهt 0= ،( )rE X را تولید 

  .ام حول مبدأ استrکند که برابر گشتاور مرتبه می
  

( ) ( ) ( ) ( )
r

r r
X r

t 0

d M t
M t 0 E X

dt
=

= = =  

  

)  .است Xمشتق اول تابع مولد گشتاور، امید ریاضی ) ( )XE X M t 0′= =  

)  .است2Xمشتق دوم تابع مولد گشتاور، امید ریاضی ) ( )2
XE X M t 0′′= =  

    

)  . استrX ام تابع مولد گشتاور، امید ریاضیrمشتق  ) ( ) ( )rr
XE X M t 0= =  











  

  : با استفاده از تابع مولد گشتاور به صورت زیر استX محاسبه واریانس-2

  ( ) ( )( ) 22
X XX t 0t 0

M t M t
==

′′ ′σ = −  

t همواره مقدار تابع مولد گشتاور در نقطه -3   . است1برابر=0
  ( )XM t 0 1= =  

  .ها ضرب تابع مولد گشتاور تک تک آن  تابع مولد گشتاور مجموع دو متغیر تصادفی مستقل، برابر است با حاصل-4
  ( ) ( ) ( )X Y X YM t M t M t+ = ⋅  

) به صورتXتابع مولد گشتاور متغیر تصادفی 1 مثال )
( )

X 2

1
M t

1 4t
=

−
). داده شده است )E Xبرابر است با :  

1 (9  2 (8  3 (4  4 (2  
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 .  درست است2گزینه  : حل
)براي محاسبه )E Xآوریم، سپس مقدار ، ابتدا مشتق اول تابع مولد گشتاور را به دست میtدهیم  را در آن برابر صفر قرار می.  

  ( ) ( ) ( )( )( ) ( )3 t 0
XE X M t 2 4 1 4t E X 8− =′= = − − − → =  

) به صورتXیر تصادفیتابع مولد گشتاور متغ 2 مثال ) ( )t

X
1 e

M t e
−λ −

  : برابر است باX داده شده است؛ واریانس=

1 (λ  2 (2λ  3 (1
λ

  4 (2
1

λ
  

 .  درست است1گزینه  : حل
)دهیم تا مقادیر ها برابر صفر قرار می  را در آنtابتدا مشتقات اول و دوم تابع مولد گشتاور را به دست آورده، مقدار )E X 

)و )2E Xبه دست آیند، سپس از رابطه ( ) ( )22 2E X E Xσ =   .کنیم  را محاسبه میX، واریانس−

  ( ) ( ) ( ) ( )
t1 e t 0t

XE X M t e e E X
−λ − =′= = λ ⋅ → = λ  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t1 e 1 e t 02 t 2 2t 2 2

XE X M t e e e e E X
−λ − −λ − =′′= = λ ⋅ + λ ⋅ → = λ + λ  

  ( ) ( )22 2 2 2E X E Xσ = − = λ + λ − λ = λ  
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  (Joint Distribution Function)تابع توزیع توأم 
اي از متغیرهاي تصادفی که با آن در ارتباط   مجموعهبانظر  شود که پدیده مورد  میدیدههاي تصادفی  گاهی در تحلیل پدیده

هایی لازم است که تغییرات متغیرهاي تصادفی در ارتباط با یکدیگر و به  براي تحلیل و تفسیر چنین پدیده. شود هستند، تفسیر می
  .دشوبررسی ) مشترك(صورت توأم 

  تابع توأم گسسته
:«که  شرکت کرده است، درصورتی) مشترك(توأم  شرکتی در دو پروژه به صورت :مثال مفهومی Xو » میزان سود در پروژه اول

»: Yباشد، تابع احتمال توأم براي» میزان سود در پروژه دومXو Yبه صورت زیر ارائه شده است : 

  

y
x 1 2 4

3 0.2 0.1 0.3
5 0.15 0.1 0.15

  

X، شرکت در پروژه اول0.3با احتمال براي مثال، Y و در پروژه دوم=3   .کند  سود می=4
  : به صورت زیر با هم در ارتباط باشندY متغیر ازk وX متغیر ازnحال فرض کنید

  

y
x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 k

1 1 1 1 2 1 k

2 2 1 2 2 2 k

n n 1 n 2 n k

y y y

x f x , y f x , y f x , y

x f x , y f x , y f x , y

x f x , y f x , y f x , y






    



  

) :تعریف )f x, y گسسته را تابع احتمال توأم دو متغیر تصادفیXو Yند، هرگاه شرایط زیر را داشته نام  می
 :باشد

)) الف ) ( )≤ ≤0 f x, y = P x,y 1  

)به ازاي تمام )x , yها، تابع( )f x , yهمان احتمال ( )P x , yاست که مقداري بین صفر و یک دارد .  

)) ب ) ( )
x y y x

f x , y = f x , y = 1
∀ ∀ ∀ ∀
∑∑ ∑∑  

) مقادیرمجموع تمام )f x , yاست1 برابر .  
 

) را طوري تعیین کنید که تابع kمقدار  1 مثال ) ( )f x, y k x y

X 0 ,1, 2 , Y 0 ,1

= +

= =





   را بتوان به عنوان تابع احتمال به کار برد؟

1 (1
6

  2(1
4

  3(  1
2

  4 (1
9
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 . درست است4گزینه  :حل
)که مجموع مقادیر ازآنجا: راه حل اول )f x, yهاي  تمام زوجي به ازا( )x, yداریم است، 1 برابر با:  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

y 0 x 0
f x, y 1 f 0,0 f 0,1 f 1,0 f 1,1 f 2,0 f 2,1 1

k 0 0 k 0 1 k 1 0 k 1 1 k 2 0 k 2 1 1
0 k k 2k 2k 3k 1

19k 1 k
9

= =
= → + + + + + =

→ + + + + + + + + + + + =

→ + + + + + =

→ = → =

∑ ∑

  

)ابتدا جدول تابع توأم:  حل دومراه )f x, yهاي  را براي تمام زوج( )x, yبه صورت زیر تشکیل می دهیم :  

  

x
y

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1 2

0 k 0 0 k 1 0 k 2 0
1 k 0 1 k 1 1 k 2 1

+ + +
+ + +

  

)حال با توجه به آنکه مجموع همه مقادیر )f x, yداریم باشد، 1 باید برابر با:  

  ( ) 1f x, y 1 0 k k 2k 2k 3k 1 9k 1 k
9

= → + + + + + = → = → =∑∑  
)توأم)  تابع احتمال( با قانون توزیع Y و X) گسسته(دو متغیر تصادفی ناپیوسته  2 مثال ) ( )P X x , Y y f x , y= =  در نظر =

  )71اقتصاد ـ (  یک از روابط زیر براي توزیع فوق صادق است؟ شوند، کدام گرفته می
1 (( )

x
f x , y 1=∑  2 (( )

x y
f x , y 1=∑∑  3 (( )

y
f x, y   کدام هیچ) 4 ∑=1

 . درست است2گزینه  :حل

   کدام است؟αمقدار . تابع احتمال توأم زیر را درنظر بگیرید 3 مثال
1 (0.2  2 (0.3  
3 (0.25  4 (0.15  

 

  . درست است1گزینه  :حل

y
1 2 6

x
2 0.1 0.3 0.2
5 0.1 0.1α

  

)هاي تمام مقادیر تابع احتمال توأم  مجموع احتمال )f x , y شود1 باید :  
  ( )f x , y 1 0.1 0.3 0.2 0.1 0.1 1 0.2= → + + + + α + = → α =∑∑  

  هتابع توأم پیوست
 Xها به ایستگاه متغیرهاي تصادفی سند، زمان رسیدن آن  به ایستگاهی بر8:30  تا 8 اگر دو قطار در فاصله زمانی :مثال مفهومی

) در بازهYو   :استدقیقه 0,30(

  
  .ي ورود دو قطار به صورت توأم پیوسته بوده و تشکیل سطحی به شکل مربع داده است فضاي نمونه برا،شود طورکه دیده می همان
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) با تابع چگالی توأمپیوسته دو متغیر تصادفی Y وXاگر :تعریف )f x , yگاه  باشند، آن:  
) )الف )f x , y 0≥  
)ازاي تمام به  )x , yها، تابع( )f x , y همان احتمال ( )P x , yاست که مقداري بین صفر و یک دارد .  

) )ب ) ( )f x , y dx dy f x , y dy dx 1= =∫∫ ∫∫  

)مجموع تمام مقادیر  )f x, y است1 برابر .  
 

)تابع چگالی توأم 1 مثال )f x , y cxy ; 0 x 1 , 0 y 2= < < <    کدام است؟c ثابت.  را در نظر بگیرید>

1 (1  2 (1
2

  3 (2  4 (2  

  .  درست است1گزینه  :حل
) به صورتبر تعریف تابع چگالی توأم بنا ) ( )f x, y dy dx f x , y dx dy 1= =∫∫   : داریم،∫∫

  
1 22 22 1 2 2

0 0 0 00 0

x c c yc xy dx dy 1 cy dy y dy 1 c 1
2 2 2 2

   
= → = = = → =   

      ∫ ∫ ∫ ∫  

  : به صورت زیر استY وXبنابراین تابع چگالی توأم
  ( )f x , y xy ; 0 x 1 , 0 y 2= < < < <  

)تابع توزیع توأم  2 مثال ) 2f x , y cx y ; 0 x 1 , 0 y 1= < < <    کدام است؟cثابت. ید را در نظر بگیر>
1 (5  2 (4  3 (6  4 (2  
  .  درست است3گزینه  :حل
) به صورتبر تعریف تابع چگالی توأم بنا ) ( )f x , y dydx f x , y dx dy 1= =∫∫   :ریم دا،∫∫

  
1 13 21 1 12

0 0 0
0 0

x c ycx ydx dy 1 cy dy 1 c 6
3 3 2

   
= → = = → =   

      
∫ ∫ ∫  

  : به صورت زیر استY وXبنابراین تابع چگالی توأم
  ( ) 2f x , y 6x y ; 0 x 1 , 0 y 1= < < < <  

  محاسبه احتمال در توابع توأم
  توابع گسسته

)اگر )f x, yگسستهي تصادفی ها متغیر) مشترك(م أ تابع توXو Yباشد، براي محاسبه احتمال روي ناحیه دلخواه A  از رابطه
  :کنیم  میزیر استفاده

  ( ) ( ) ( )
A

P A f A f x , y= = ∑∑  

) مجموع مقادیر،به عبارت دیگر )f x, yضابطهي به ازا را A کنیم محاسبه می.  
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  .اند  به صورتی باشند که در جدول زیر داده شدهY و Xاگر مقادیر توزیع احتمال توأم  1 مثال
  

  :مطلوب است محاسبه
))الف )P X 1 ,Y 2= = 

)) ب )P X 0, 1 Y 3= ≤ <  
)) ج )P X Y 1+ ≤  
)) د )P X Y>  

y
x 0 1 2 3

1 1 1 10
12 4 8 120
1 1 11 0
6 4 20
1 12 0 0
24 40

  

  :حل

)  )الف ) 1P X 1, Y 2
20

= = =  

)  )ب ) ( ) ( ) 1 1 3P X 0 , 1 Y 3 P X 0 , Y 1 P X 0, Y 2
4 8 8

= ≤ < = = = + = = = + =  

)  )ج ) ( ) ( ) ( ) 1 1 1 6 1P X Y 1 P X 0, Y 1 P X 1, Y 0 P X 0, Y 0
4 6 12 12 2

+ ≤ = = = + = = + = = = + + = =  

)  )د ) ( ) ( ) ( ) 1 1 1 40 10 6 56 7P X Y P X 1,Y 0 P X 2,Y 0 P X 2,Y 1
6 24 40 240 240 30

+ +
> = = = + = = + = = = + + = = =  

 .تابع احتمال توأم زیر را درنظر بگیرید 2 مثال

  

y
x

1 2 6

2 0.1 0.3 0.2
5 0.1 0.2 0.1

  

  :ت محاسبهمطلوب اس
)) الف )P X 2,Y 1= )) ب  = )P X )) ج  =2 )P Y )) د  =6 )P X Y<  
)) ه )P X Y>  و (( )P X Y=  ز (( )P X Y≤  ح (( )P X Y≥  

   :حل
)  )الف ) ( )P X 2,Y 1 f X 2, Y 1 0.1= = = = = =  

)  )ب ) ( ) ( ) ( )P X 2 P X 2, Y 1 P X 2, Y 2 P X 2, Y 6 0.1 0.3 0.2 0.6= = = = + = = + = = = + + =  

  

y
x

( )

1 2 6

2 0.1 0.3 0.2 P X 2 0.6

5 0.1 0.2 0.1

+ + = =  
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)  )ج ) ( ) ( )P Y 6 P X 2, Y 6 P X 5, Y 6 0.2 0.1 0.3= = = = + = = = + =  

  

Y
X

( )

1 2 6

2 0.1 0.3 0.2

5 0.1 0.2 0.1
P Y 6 0.3

+

= =

  

)  )د ) ( ) ( ) ( ) ( )
x y

P X Y f X Y f x , y f X 2,Y 6 f X 5,Y 6 0.2 0.1 0.3
<

< = < = = = = + = = = + =∑∑  

)  )ه ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x y

P X Y f X Y f x , y f X 2,Y 1 f X 5,Y 1 f X 5,Y 2 0.1 0.1 0.2 0.4
>

> = > = = = = + = = + = = = + + =∑ ∑  

)  )و ) ( ) ( ) ( )
x y

P X Y f X Y f x , y f X 2, Y 2 0.3
=

= = = = = = = =∑ ∑  

)  )ز ) ( ) ( )P X Y P X Y P X Y 0.3 0.3 0.6≤ = < + = = + =  
)  )ح ) ( ) ( )P X Y P X Y P X Y 0.4 0.3 0.7≥ = > + = = + =  

  توابع پیوسته
)اگر )f x, yهاي تصادفی پیوسته متغیر) مشترك(م أ تابع توXو Yباشد، براي محاسبه احتمال روي ناحیه دلخواه A  از رابطه

  :کنیم  میزیر استفاده
  ( ) ( ) ( )

A A

P A f x, y dx dy f x, y dy dx= =∫∫ ∫∫  

  .گیریم  انتگرال میAبه عبارت دیگر از تابع توأم روي ناحیه

)تابع چگالی توأم مثال )f x , y xy ; 0 x 1 , 0 y 2= < < <   :مطلوب است محاسبه.  را در نظر بگیرید>

1) الف
P X , Y 1

2
< > 

 
 

1) ب  
P X

2
< 

 
 

1) ج  
P X , Y 1

3
= = 

 
 

  

   :حل
  : است، بنابراین در آن بازه) انتگرال(بر تعریف، احتمال در هر بازه، سطح زیر منحنی  بنا) الف

  
11 22 22 2 222

1 0 1 10 1

1 x y y 3P X , Y 1 xydx dy y dy dy
2 2 8 16 16

    < > = = = = =    
        ∫ ∫ ∫ ∫  
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1Pدر محاسبه) ب x
2

 < 
 

0 و در تمام بازهاست آزاد y حدود مربوط به  y 2<   : بنابراین،شود  در نظر گرفته می>

  
11 22 22 2 222

0 0 0 00 0

1 1 x y y 4 1P X P 0 X ,0 Y 2 xydxdy y dy dy
2 2 2 8 16 16 4

      < = < < < < = = = = = =      
          ∫ ∫ ∫ ∫  

1P  : پیوسته است، بنابراینY وXتابع چگالی توأم) ج X , Y 1 0
3

 = = = 
 

  

  (Marginal Function))اي کناره(اي   حاشیهتابع

)با استفاده از تابع احتمال توأم )f x , yتوان توابع احتمال جداگانه هر یک از متغیرهاي تصادفی  همواره میXو Yرا پیدا کرد .  
)به توابع )f xو ( )f yکه از تابع احتمال توأم ( )f x , yشود گفته می) اي حاشیه(اي  آیند، توابع احتمال کناره  به دست می.  

  اي گسسته توابع حاشیه
) احتمال توأم متغیرهاي تصادفی گسسته با تابعY وXاگر :تعریف )f x , yگاه توابع احتمال   باشند، آن
  :هریک از متغیرها به صورت زیر است) اي حاشیه(اي  کناره

( ) ( ) ( ) ( )
y x

f x f x, y , f y f x, y
∀ ∀

= =∑ ∑  

)اي تابع حاشیه )f x  
)يا شود که براي محاسبه تابع احتمال حاشیه با توجه به جدول زیر دیده می )f xکافی است مجموع ( )

y
f x , y

∀
 ي را به ازا∑

  . ثابت در نظر گرفته شده استX محاسبه کنیم، در این وضعیتYجمیع مقادیر
  

y
x ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 k

1 1 1 1 2 1 k 1

2 2 1 2 2 2 k 2

n n 1 n 2 n k n

y y y f x P x

x f x , y f x , y f x , y f x

x f x , y f x , y f x , y f x

x f x , y f x , y f x , y f x

=

+ + +

+ + +

+ + +







   


 

  

)اي تابع حاشیه )f y  
)اي شود که براي محاسبه تابع احتمال حاشیه با توجه به جدول زیر دیده می )f yست مجموع ا کافی( )

x
f x , y

∀
 ي را به ازا∑

  .شود  ثابت در نظر گرفته میY محاسبه کنیم، در این وضعیتXجمیع مقادیر
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y
x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 k

1 1 1 1 2 1 k

2 2 1 2 2 2 k

n n 1 n 2 n k

1 2 k

y y y

x f x , y f x , y f x , y

x f x , y f x , y f x , y

x f x , y f x , y f x , y
f y P y f y f y f y

+ + +

+ + +

+ + +

=







   



  

 :تابع احتمال توأم زیر را در نظر بگیرید 1 مثال

  

y
x 0 1 2

2 0.1 0.2 0.1
5 0.2 0.2 0.2

  

  . را به دست آوریدX)اي حاشیه(اي  تابع احتمال کناره) الف
  . را به دست آوریدY)اي حاشیه(اي  تابع احتمال کناره) ب

    :حل
  )الف

  

y
x ( ) ( )0 1 2 f x P x

2 0.1 0.2 0.1 0.4

5 0.2 0.2 0.2 0.6

=

+ +

+ +

  

  :است به صورت زیر Xاي درنتیجه تابع کناره

  ( ) ( ) ( )
x 2 5

P x f x 0.4 0.6 f x 1= =∑  

  )ب

  

y
x

( ) ( )

0 1 2

2 0.1 0.2 0.1

5 0.2 0.2 0.2
P y f y 0.3 0.4 0.3

+ + +

=

  

  :ستبه صورت زیر ا Yاي درنتیجه تابع کناره

  ( ) ( ) ( )
y 0 1 2

P y f y 0.3 0.4 0.3 f y 1= =∑  
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  اي پیوسته توابع حاشیه
  

) متغیرهاي تصادفی پیوسته با تابع چگالی احتمال توأمY وXاگر :تعریف )f x , y باشند، آنگاه توابع احتمال 
 :ه صورت زیر استهر کدام از متغیرها ب) اي حاشیه(اي  کناره

( ) ( ) ( ) ( )
Y X

f x f x, y dy , f y f x, y dx= =∫ ∫  

 

)تابع توزیع توأم 2 مثال ) 2f x , y 6x y ; 0 x 1 , 0 y 1= < < <   : را در نظر بگیرید>
)اي تابع کناره) الف )f xرا به دست آورید .  

)اي تابع کناره) ب )f yرا به دست آورید .  

  :حل

)  )الف ) ( )
121 2 2 2

y 0
0

yf x f x , y dy 6x ydy 6x 3x
2

 
= = = = 

  
∫ ∫  

)  )ب ) ( )
131 2

x 0
0

xf y f x , y dx 6x ydx 6y 2y
3

 
= = = = 

  
∫ ∫  

  محاسبه امید و واریانس در توابع توأم
  :کنیم متغیره محاسبه می آوریم، سپس امید ریاضی را به همان روش توابع یک اي متغیر تصادفی مورد نظر را به دست می ابتدا تابع کناره

  :گاه  باشند، آن گسسته دو متغیر تصادفیY وXکه درصورتی

)چگالی کناري ) ( ) ( ) ( )
x y

E X x P x ; P x P x, y= =∑ ∑  

)چگالی کناري ) ( ) ( ) ( )
y x

E Y y P y ; P y P x, y= =∑ ∑  









  

  :هگا  باشند، آنپیوستهدو متغیر تصادفی  Y وXکه درصورتی

)چگالی کناري ) ( ) ( ) ( )
x y

E X x f x dx ; f x f x, y dy= ⋅ =∫ ∫  

)چگالی کناري ) ( ) ( ) ( )
y x

E Y y f y dy ; f y f x, y dx= ⋅ =∫ ∫  
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 امید ریاضی مجموع دو متغیر تصادفی

cدر شرایطی که , b,a همواره رابطه زیر برقرار است) امید( با توجه به خطی بودن میانگین ،)مثبت یا منفی( مقادیر ثابتی باشند:  
 

[ ] ( ) ( )E aX bY c aE X bE Y c+ + = + +  

  .برقرار است)  مستقل یا وابستهY وX(رابطه بالا در هر شرایطی 

  .تابع احتمال توأم زیر را در نظر بگیرید 1 مثال
 :مطلوب است محاسبه

)) الف )E X  
)) ب )E Y  
)) ج )E X Y+  
)) د )E 2X Y 1− +  

y
x

1 0

1 0.1 0.2
2 0.3 0.4

−

  

  :حل
  :آوریم  را به دست میXاي ابتدا تابع کناره) الف

  

y

x
( )

( )
( )

( ) ( )
x

1 0 f x

1 0.1 0.2 f X 1 0.3 E X x f x 1 0.3 2 0.7 1.7

2 0.3 0.4 f X 2 0.7 ∀

−

+ = = ⇒ = ⋅ = × + × =

+ = =
∑  

  :آوریم  را به دست میYاي ابتدا تابع کناره) ب

  

y
x

( ) ( ) ( )

( ) ( )
y

1 0

1 0.1 0.2
E Y y f y 1 0.4 0 0.6 0.4

2 0.3 0.4
f y f Y 1 0.4 f Y 0 0.6

∀

−

⇒ = ⋅ = − × + × = −
+ +

= − = = =

∑  

)  )ج ) ( ) ( )E X Y E X E Y 1.7 0.4 1.3+ = + = + − =  

)  )د ) ( ) ( ) ( )E 2X Y 1 2E X E Y 1 2 1.7 0.4 1 4.8− + = − + = × − − + =  

گذاري و میزان سود حاصل به میلیون تومان در جدول زیر داده شده است که در  تابع احتمال مشترك دو پروژه سرمایه 2 مثال
گذاري کند، امید ریاضی و کمیت انتظاري  اگر شرکتی در هر دو پروژه سرمایه.  سود پروژه دوم استY سود پروژه اول و Xآن 

  )73اقتصاد ـ (  د شد؟سود کل وي چقدر خواه

1 (1.76  
2 (2.75  
3 (3.15  
4 (4.26  

y
x 1 2

2 0.29 0.41

10 0.16 0.14

−  
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  .  درست است3گزینه  :حل

  

y
x ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

X

Y

1 2 f x

E X x f x 2 0.7 10 0.3 1.6
2 0.29 0.41 0.7

E Y yf y 1 0.45 2 0.55 1.55
10 0.16 0.14 0.3

E X Y E X E Y 1.6 1.55 3.15

f y 0.45 0.55 1

 = = − × + × =
−
⇒ = = × + × =

 + = + = + =

∑

∑  

  مجموع سود در هر دو پروژه= سودکل:توجه

)تابع چگالی توأم  3 مثال ) 23
f x, y x y ; 0 x 2 , 0 y 1

4
= < < <  : را در نظر بگیرید>

)مقدار ) الف )E Xرا به دست آورید .  
)مقدار ) ب )E Yرا به دست آورید .  
   :حل
  :آوریم ا به دست می رXاي ابتدا تابع کناره) الف 

  
( ) ( )

( ) ( )

11 2 2 2 2
Y 0 0

22 2 4
0 0

3 3 1 3f x f x, y dy x y dy x y x
4 4 2 8

3 3 1 3 3E X x f x dx x x dx x .4 1.5
8 8 4 8 2

 = = = =  

 = = = = = =  

∫ ∫

∫ ∫
  

  :آوریم  را به دست میYاي ابتدا تابع کناره) ب

  
( ) ( )

( ) ( )

22 2 3
X 0 0

11 3
0 0

3 3 1f y f x, y dx x y dx y x 2y
4 4 3

1 2E Y yf y dy y .2ydy 2 y
3 3

 = = = =  

 = = = =  

∫ ∫

∫ ∫
  

  محاسبه واریانس

  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

22

2 2
Y

Y

X

V ar Y E Y E Y

E Y y f y dy

E Y y f y dy

f y f x, y dx

= −

 =


=

=

∫
∫

∫

                                   

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

22

2 2
X

X

Y

V ar X E X E X

E X x f x dx

E X x f x dx

f x f x, y dy

= −

 =


=

=

∫
∫

∫

  

)بع چگالی توأم تا  4 مثال ) 23
f x, y x y ; 0 x 2 , 0 y 1

4
= < < <  : را در نظر بگیرید>

)مقدار ) الف )Var Xرا به دست آورید .  
)مقدار ) ب )Var Yرا به دست آورید .  
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  :حل
  :آوریم  را به دست میXاي ابتدا تابع کناره) الف 

  

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

2
22

222 2 2 5
0 0

2

12 3 48 45 3V ar X E X E X
5 2 20 20

3 3 1 3 32 12E X x x dx x .
8 8 5 8 5 5

3 3E X , f x x
2 8

 −  = − = − = = 
 


  = = = =   


= =


∫  

  :آوریم  را به دست میYاي ابتدا تابع کناره) ب

  

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

2
22

112 2 4
0 0

1 2 9 8 1V ar Y E Y E Y
2 3 18 18

1 1E Y y .2ydy 2 y
4 2

2E Y , f y 2y
3

 −  = − = − = = 
 


  = = =   


= =


∫  

  استقلال دو متغیر تصادفی
 مقدار تابع در این صورت.  باشند با هم نداشتهيا ابطهفقط اگر هیچ ر اگر و گویند،) ناوابسته( را مستقل Y وXدو متغیر تصادفی

)ها  آنمأتو )( )f x , yبه عبارت دیگرشود؛ می ها آن يا ضرب توابع کناره  برابر با حاصل :  
  

( ) ( ) ( )X f x , y f x f y→ = ⋅←و Y ناوابسته( مستقل(  
  

  :تبصره
)  متغیرهاي تصادفی گسسته باشند وY وXاگر) الف ) ( )f x P x=و ( ) ( )f y P y=و ( ) ( )f x , y P x , y=:  

 

( ) ( ) ( )X P x , y P x P y→ = ⋅←و Y ناوابسته( مستقل(  
  

1گاه زوج متغیرهاي تصادفی  مستقل باشند، آنY وXفی اگر دو متغیر تصاد)ب 1 1 1, , , Y , X,
X Y X Y

     
     
     

 .اند  نیز مستقل

   دو متغیر تصادفییوابستگ
ها   آنمأ مقدار تابع تودر این صورت،.  باشندفقط اگر با هم رابطه داشته اگر و  را وابسته گویند،Y وXدو متغیر تصادفی

( )( )f x , yبه عبارت دیگر؛شود می نها آن يا ضرب توابع کناره  برابر با حاصل :  

( ) ( ) ( )X f x , y f x f y→ ≠ ⋅←و Yوابسته   
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  بررسی استقلال دو متغیر گسسته 
)اي ، ابتدا توابع کنارهY وXاي بررسی استقلال دو متغیربر )f xو ( )f y رابطه درستی سپس آوریم، می را به دست 

( ) ( ) ( )i j i jf x , y f x f y= )هاي  را براي تمام زوج⋅ )i jx , y کنیم  میبررسی.  

  

y
x

( ) ( )

( )

j

i i j i

j

y

x f x , y f x

f y

→

↓

  

  :آید در این وضعیت دو حالت پیش می
)هاي  تمام زوجيکه به ازا  درصورتی)الف )i jx , yرابطه  ( ) ( ) ( )i j i jf x , y f x f y=  یگاه دو متغیر تصادف  آن، برقرار باشد⋅

  .اند مستقل
) حداقل یک زوجيکه به ازا  درصورتی)ب )i jx , yرابطه  ( ) ( ) ( )i j i jf x , y f x f y≠  یمتغیر تصادف گاه دو  آن، برقرار باشد⋅

  .اند مستقل نبوده و وابسته
  :تبصره
)اي که همواره توابع کناره ازآنجا ) ( )f y 0, f x 0≠ )که به ازاي حداقل یک زوج  هستند، درصورتی≠ )x , y داشته باشیم ،

( )f x , y 0=،Xو Y زیرا رابطه)وابسته هستند( مستقل نیستند ،( ) ( ) ( )f x , y 0 f x 0 f y 0= = ≠ ×  برقرار نیست، ≠
  .توانند مستقل باشند  نمیY وXدرنتیجه

 اند؟  مستقلY و X آیا. تابع توأم زیر را در نظر بگیرید 1 مثال

  

y
x

2 3

1 0.2 0.3
0 0.2 0.3
−  

  :حل
) آوریم، سپس برقرار بودن یا نبودن رابطه  را به دست میY وXاي ابتدا توابع کناره ) ( ) ( )f x , y f x f y=  را براي تمام ⋅

)هاي زوج )x , yکنیم  بررسی می.  

  

Y
X

( )

( )

( ) ( ) ( )f x , y f x f y

Y
2 3 f x

X

1 0.2 0.3 0.5
0 0.2 0.3 0.5

f y 0.4 0.6 1

= ⋅− →

( )

( )

2 3 f x

1 0.2 0.5 0.4 0.3 0.5 0.6 0.5
0 0.2 0.5 0.4 0.3 0.5 0.6 0.5

f y 0.4 0.6 1

− = × = ×
= × = ×

  

)هاي  تمام زوجيشود به ازا طورکه دیده می همان )x , yرابطه ( ) ( ) ( )f x , y f x f y=   .اند  مستقلY وX بنابراین، برقرار است⋅
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 اند؟  مستقلY و X آیا. تابع احتمال توأم زیر را در نظر بگیرید 2 مثال

  

y
x

2 3

1 0.1 0.2
0 0.3 0.4
−  

  :حل
)آوریم، سپس برقرار بودن یا نبودن رابطه  را به دست میY وXاي ابتدا توابع کناره ) ( ) ( )f x , y f x f y=  را براي تمام ⋅

)هاي زوج )x , yکنیم  بررسی می.  

  

y
x

( )

( )

( ) ( ) ( )f x,y f x f y

y2 3 f x
x

1 0.1 0.2 0.3
0 0.3 0.4 0.7

f y 0.4 0.6 1

= ⋅− →

( )

( )

2 3 f x

1 0.1 0.3 0.4 0.3
0

f y 0.4

− ≠ ×  

  :شود طورکه دیده می همان
  ( ) ( ) ( )

0.1 0.3 0.4

f X 1 , Y 2 f X 1 f Y 2= − = ≠ = − × =    

)که حداقل یک زوج درصورتی )x , yوجود داشته باشد که ( ) ( ) ( )f x , y f x f y≠ یستند  مستقل نY وXهگا  باشد، آن⋅
  .)اند وابسته(

 اند؟  مستقلY و X  تابع توأم زیر را در نظر بگیرید، آیا 3 مثال

  

y
x

1 0 1

1 0.1 0.6 0.1
1 0.1 0 0.1

−

−  

  :حل
( )f X 1,Y 0 0= = ) حداقل یک زوجشده، هرگاه به ازاي  است و با توجه به تبصره بیان= )x , y داشته باشیم ،( )f x , y 0= ،

Xو Y اند وابسته( مستقل نیستند.( 

 )85حسابداري و مدیریت ـ (  ت؟ کدام اسα. اند  با تابع احتمال زیر داده شدهY و X دو متغیر مستقل 4 مثال

1 (0.12  
2 (0.2  
3 (0.25  
4 (0.3  

y
x

1 2 3

0 0.12 0.2 0.08
2 0.18 α β

  

 .  درست است4گزینه  :حل
  : آوریم  را به دست میYو Xاي متغیرهاي ابتدا توابع کناره
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y
x

( )

( )

1 2 3 f x

0 0.12 0.2 0.08 0.4
2 0.18 0.6

f y 0.3 0.2 0.08 1

α β

+ α + β

  

)حال با توجه به آنکه دو متغیر تصادفی مستقل هستند، باید رابطه ) ( ) ( )f x , y f x f y=هاي  تمام زوجي به ازا( )x , y از 
)جمله )f X 0 ,Y 2=   : اشد، بنابراین برقرار ب=

  ( ) ( ) ( ) ( )f X 0 , Y 2 f X 0 f Y 2 0.2 0.4 0.2 0.3= = = = × = → = × + α → α =  

  بررسی استقلال دو متغیر پیوسته
 :که تی درصورY وX پیوستهبراي متغیرهاي تصادفی

   مستقل باشند،Y وX حدود)الف
)الی توأم تابع چگ)ب )f x , yضرب دو تابع مستقل بر حسب  را بتوان به صورت حاصلXو Y،نوشت   
  .غیر این صورت وابسته خواهند بود مستقل هستند و در Y وXگاه آن

  اند؟  مستقلY  وX  به صورت زیر داده شده است، آیاY  وX ع چگالی توأمتاب 5 مثال
( )x yxe ; x 0 , y 0− + > > 

0سایر مقادیر ; 
( )f x , y

= 


  

 X را به صورت دو تابع مجزا ازY وXتوان تابع توأم ت و همچنین می به هم وابسته نیسY وXبا توجه به اینکه حدود :حل
  .اند  مستقلY وXگیریم که  نوشت، نتیجه میYو

  ( ) x yf x , y xe e ; x 0 , y 0− −= ⋅ > >  

)تابع توزیع توأم  6 مثال ) 2f x , y 6x y ; 0 x 1 , 0 y 1= < < <   اند؟  مستقلY  وX  را در نظر بگیرید، آیا>

 X را به صورت دو تابع مجزا ازY وX توان تابع توأم  همچنین می به هم وابسته نیست وY وXبا توجه به اینکه حدود :حل
  .اند  مستقلY وXگیریم که  نوشت، نتیجه میYو

  ( ) 2f x , y 6x . y ; 0 x 1 , 0 y 1= < < < <  
  : را محاسبه کنیمY وXاي به عبارت دیگر اگر توابع کناره

  
( )

( )

( ) ( ) ( )
1 2 2
0
1 2 22
0

f x 6x ydy 3x f x , y f x f y

6x y 3x 2yf y 6x ydx 2y

 = = = ⋅ → 
  = ⋅= = 

∫

∫
 

) تابع چگالی توأم 7 مثال ) ( )1f x , y x y ; 0 x 1 , 0 y 2
3

= + < < <    مستقل هستند؟Y  وX را در نظر بگیرید، آیا >
  :حل
Xو Yمستقل نیستند .  

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0

1

0

1 1 f x , y f x f yf x x y dy 2x 2
3 3

1 1 1 11 1 1 x y 2x 2 yf y x y dx y 3 3 3 23 3 2

  ≠ ⋅= + = +  →      + ≠ + ⋅ += + = +       

∫

∫
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  (Cumulative Joint Distribution Function)تابع توزیع تجمعی توأم 
 

  : به صورت زیر استY وXتابع توزیع تجمعی توأم متغیرهاي تصادفی :تعریف

( ) ( ) ( )X,YF x, y P X x Y y f x, y= ≤ ≤ = ∑ ∑∫ ∫ ,   
 

  :مطلوب است محاسبه. تابع احتمال توأم زیر را در نظر بگیرید مثال
))الف )F 1,1  
))ب )F 2,1  

y
x

0 1 2

1 1 10
6 3 12
2 11 0
9 6
12 0 0
36

  

  :حل
  )الف

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 2 1 8F 1,1 P X 1,Y 1 f 0,0 f 0,1 f 1,0 f 1,1
6 3 9 6 9

= ≤ ≤ = + + + = + + + =  

  )ب

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 1 1 1 33F 2,1 P X 2,Y 1 f 0,0 f 1,0 f 2,0 f 0,1 f 1,1 f 2,1 0
6 9 36 3 6 36

= ≤ ≤ = + + + + + = + + + + + =  

  محاسبه تابع چگالی توأم از روي تابع توزیع توأم پیوسته
کند که ابتدا  البته فرقی نمی.  باید از هر متغیر مشتق جزیی بگیریم،براي به دست آوردن تابع چگالی توأم از روي تابع توزیع توأم

  .ه دیگري مشتق بگیریمکدام متغیر را ثابت در نظر گرفته و نسبت ب

  f(x, y) = F(x, y) F(x, y)
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

  

  .ها را بیابید چگالی احتمال توأم آن.  به صورت زیر باشدY وXاگر تابع توزیع توأم دو متغیر تصادفی مثال
x 0 , y 0> >  

   جاهاسایر
( ) ( ) ( )x y1 e 1 e ;

F x, y
0 ;

− − − −= 


  

  :حل

  ( ) ( ) ( )( ) ( )x yx y y xf x, y = F x, y e 1 e e .e e
y x y

− +− − − −∂ ∂ ∂
= − = =

∂ ∂ ∂
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 (Conditional Probability Function)تابع احتمال شرطی 
)تابع احتمال توأماگر  )f x , yاي  و توابع کناره( )f xو ( )f yداریم مفروض باشند ،:  

  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
f x , y f x , y

f x | y , f y | x
f y f x

= =  

)گاه  گسسته باشند، آنY وXاگر متغیرهاي تصادفی ) ( )f x , y P x , y=،( ) ( )f x P x=و ( ) ( )f y P y=است و داریم : 

  ( ) ( )
( )

P x , y
P y | x

P x
) و = ) ( )

( )
P x , y

P x | y
P y

=  

)گاه  دو متغیر تصادفی مستقل از هم باشند، آنY وXاگر ) ( )f y | x f y=و ( ) ( )f x | y f x=است و برعکس .  
 

( ) ( )f x | y f x=  
( ) ( )f y | x f y=  

→←  Xو Y مستقل  

)اگر :یادآوري ) ( )f x | y f x= ،داریم باشد:  

  Xو Yمستقل ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f x , y
f x | y f x f x , y f x f y

f y
= = → = ⋅ →  

  :مطلوب است محاسبه. تابع احتمال توأم زیر مفروض است 1 مثال
))لفا )P X 2|Y 0= − =  
))ب )P Y 10| X 2= = −  

y
x

0 10

1 12
6 3
1 12
3 6

−  

    :حل
  )الف

  

Y
X

( ) ( )

( ) ( )
( )

0 10

1 12 16 3 P X 2, Y 0 16P X 2 | Y 0
1P Y 0 3

1 1 22
3 6

1P y P Y 0
2

−
= − =

⇒ = − = = = =+ =

= =
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  )ب

  

Y
X

( )

( ) ( ) ( )
( )

0 10 P x

1
1 1 1 P X 2, Y 10 232 P X 2 P Y 10 | X 26 3 2 1P X 2 3

2
1 12
3 6

= − =− + = − = ⇒ = = − = = =
= −

  

)تابع چگالی توأم 2 مثال ) ( )f x , y c x y ; 0 x 1 , 0 y 2= + < < <   :مطلوب است محاسبه. را در نظر بگیرید  >
)اي تابع کناره) ب  cثابت) الف )f x  اي تابع کناره) ج( )f y  
)تابع) د )f x | y  تابع) ه( )f y | x  

  :حل

) رابطهبر تعریف تابع چگالی توأم، بنا) الف ) ( )f x , y dydx f x , y dx dy 1= =∫∫   :است برقرار ∫∫

 ( ) ( )
1 22 22 1 2 2

0 0 0 00 0

x 1 y y 1c x y dxdy 1 c xy dy c y dy c c 1 2 1 c
2 2 2 2 3

    + = → + = + = + = + = → =    
       ∫ ∫ ∫ ∫  

  : برابر است باY وXبنابراین تابع چگالی توأم

  ( ) ( )1f x , y x y ; 0 x 1 , 0 y 2
3

= + < < < <  

)اي براي محاسبه تابع کناره) ب )f xباید تغییرات ( )f x , yوي را رyدر نظر بگیریم :  

  ( ) ( ) ( )
222

0 0

1 1 y 1f x x y dy xy 2x 2
3 3 2 3

 
= + = + = + 

  ∫  

)اي براي محاسبه تابع کناره) ج )f yباید تغییرات ( )f x , yرا روي xدر نظر بگیریم :  

  ( ) ( )
121

0 0

1 1 x 1 1f y x y dx xy y
3 3 2 3 2

   = + = + = +   
   ∫  

  )د

  ( ) ( )
( )

( ) ( )
1 x yf x , y 2 x yx y3f x | y

11 1f y 2y 1yy
23 2

+ ++
= = = =

+  ++ 
 

  

  )ه

  ( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( )

1 x yf x , y x y3f y | x
1f x 2 x 12x 2
3

+ +
= = =

++
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1 متغیرهاي تصادفی هستند و Y و X  3 مثال x 3< 0 و> y 2< )که درصورتی.  است> ) ( )1f x , y x y 4
20

= − و  +

( ) ( )1f x 2x 6
20

= ) باشد، تابع شرطی+ )f y | x75اقتصاد ـ (   هاي زیر است؟ یک از گزینه  کدام(  

1 (( ) 2x 6f y | x
x y 4

+
=

− +
    2 (( ) ( ) ( )1f y | x x y 4 2x 6

400
= − + +  

3 (( ) x y 4f y | x
2x 6
− +

=
+

    4 (( ) ( )( ) 21f x | y x y 4 2x 6 2x 2xy
400

= − + + − +  

  .  درست است3گزینه  :حل

  ( ) ( )
( )

( )

( )

1 X y 4f x , y x y 420f y | x
1f x 2x 62x 6
20

− + − +
= = =

++
  

  امید ریاضی شرطی
  :در شرایطی که

  :گاه نظر باشد، آنمورد  y به شرط وجود یک مقدار ثابت برايXمتغیر تصادفی) ارزش انتظاري( مقدار متوسط -1
) y به شرطXامید   )E X | y =  

  :گاه نظر باشد، آنمورد  x به شرط وجود یک مقدار ثابت برايYمتغیر تصادفی) ارزش انتظاري( مقدار متوسط -2
) x به شرطYامید   )E Y | x =  

  :به صورت زیر است باشند، گسسته دو متغیر تصادفی Y وXکه محاسبه امید شرطی درصورتی
  

( ) ( ) ( ) ( )
x y

E X | y x f x | y , E Y | x y f y| x
∀ ∀

= ⋅ = ⋅∑ ∑  

  :به صورت زیر است باشند، پیوسته متغیر تصادفی  دوY وXکه و درصورتی
  

( ) ( ) ( ) ( )E X | y x f x | y dx , E Y | x y f y | x dy= ⋅ = ⋅∫ ∫  

) به صورت جدول زیر است، Y وXتوزیع احتمال مشترك دو متغیر 1 مثال )E Y | x   )73اقتصاد ـ (  : برابر است با=1
1 (2  
2 (1  
3 (0.5 
4 (1.5  

y
x

0 1 2

0 0.20 0.15 0.05
1 0.05 0.20 0.05
2 0.05 0.05 0.20

 



  متغیرهاي تصادفی
  

 

327 
 م

  .  درست است2گزینه  :حل

  

y
x

( )

( )

( )

0 1 2 f x

0 0.20 0.15 0.05 0.4
1 0.05 0.20 0.05 f x 1 0.3
2 0.05 0.05 0.20 0.3

f y 0.3 0.4 0.3 1

= =
 

  
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
yf X x 1, y 0 f X 1,Y 0 1 f X 1,Y 1 2 f X 1, Y 2

E Y| x 1
f X 1 f X 1

0 0.05 1 0.20 2 0.05 .3 1
0.3 0.3

= × = = + × = = + × = =
= = =

= =

× + × + × 0
= = =

∑
  

  :  به صورت زیر به دست آمده استY وXجدول توزیع احتمال مشترك دو متغیر تصادفی 2 مثال

  

x
y

0 1 2

0 0.48 0.16 0.16
1 0.09 0.03 0.03
2 0.03 0.01 0.01

  

( )E X | y   )73اقتصاد ـ (  : برابر است با=0
1 (0.25  2 (0.15  3 (0.8  4 (0.6  

 .  درست است4گزینه  :حل

  

x
y ( )

( )

0 1 2 f y

0
1 0.09 0.03 0.03 0.15
2 0.03 0.01 0.01 0.05

f x 0.6 0.2 0.2 1

0.48 0.16 0.16 0.8  

  ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )x f X, Y 0 0 f X 0, Y 0 1 f X 1,Y 0 2 f X 2,Y 0
E X | y 0

f Y 0 0.8
= × = = + × = = + × = =

= = =
=

∑ 

  0 0.48 1 0.16 2 0.16 0.6
0.8

× + × + ×
= =  

)تابع چگالی توأم  3 مثال ) ( )1
f x , y x y ; 0 x 1 , 0 y 2

3
= + < < <   :مطلوب است محاسبه.  را در نظر بگیرید>

))الف )E X | y ))ب  =1 )E Y | x 0=  
  :حل
  )الف

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 1 2 3 2
x 0 0 0

2 x 1 2 2 1 1 2 1 1 5E X | y 1 x f x | y dx x dx x x dx x x
2 1 1 3 3 3 2 3 3 2 9

2 x y
f x | y

2y 1

 +     = = ⋅ = ⋅ = + = + = + =  × +    


+ = +

∫ ∫ ∫
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  )ب

  
( ) ( )

( )
( ) ( )

22 2 2 3
y 0 0 0

0 y 1 1 8 4E Y | x 0 y f y | x dy y dy y dy y
2 0 1 2 6 6 3

x yf y | x
2 x 1

 +   = = ⋅ = ⋅ = = = =  +   + =
 +

∫ ∫ ∫  

  :گاه  متغیرهاي تصادفی مستقل باشند، آنY وXاگر
 

( ) ( )E X | y E X=  
( ) ( )E Y | x E Y=  

→←  Xو Yمستقل   

 ضرب دو متغیر امید ریاضی حاصل

  :شود  به صورت زیر محاسبه میY وXگسستهضرب دو متغیر تصادفی  حاصل) امید(میانگین 
  

( ) ( )i j i jE XY x y f x , y= × ×∑∑  

  : باشندپیوسته متغیرهاي تصادفی Y وXاگر
  

( ) ( ) ( )E XY xyf x , y dx dy xy f x , y dydx= =∫∫ ∫∫ 

)تابع احتمال توأم زیر را در نظر بگیرید، مقدار 1 مثال )E XYکدام است؟   
1 (2.3−  
2 (0.4  
3 (0.8  
4 (3.1−  

y
x

2 3 5

1 0.1 0.2 0.3
0 0.2 0.1 0.1

−  

 .  درست است1گزینه  :حل
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i j i jE XY x y f x y 1 2 0.1 1 3 0.2 1 5 0.3 0 2 0.2 0 3 0.1 0 5 0.1 2.3= ⋅ =− × × + − × × + − × × + × × + × × + × × =−∑∑  

) .تابع چگالی توأم زیر را در نظر بگیرید 2 مثال )E XYکدام است؟  

1 (1
4

  2 (5
6

  

3 (2
3

  4 (2  
( ) ( )1f x , y x y

3
0 x 1 , 0 y 2

 = +

 < < < <

  

 

 .  درست است3گزینه  :حل

  
( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2

0 0 0 0
1 22 23 2 2 2 2 3

0 00 0

1 1E XY x y x y dx dy x y xy dx dy
3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 8 2x y x y dy y y dy y y
3 3 2 3 3 2 3 6 6 3 6 6 3

= ⋅ ⋅ + = +

       = + = + = + = + =             

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
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( )E XYو استقلال متغیرهاي تصادفی   
  

  
( ) ( ) ( )E XY E X E Y= ⋅    Xو Y ناوابسته( مستقل(  

)گاه  باشند، آن) ناوابسته( مستقل Y وXکه دو متغیر تصادفی دهد، درصورتی رابطه نشان میاین  ) ( ) ( )E XY E X E Y= ⋅ 
)رابطه، یعنی ممکن است اما عکس این مطلب درست نیست. ودخواهد ب ) ( ) ( )E XY E X E Y=  Y وX برقرار باشد، اما⋅

  .مستقل نباشند

)اگر مثال )E X ) و=5 )E Y  گاه کدام عبارت درست است؟  مستقل باشند، آنY وX و=2
1 (( )E X Y 7+ =  2 (( )E X Y 3− =  3 (( )E XY   همه موارد) 4  =10

 .  درست است4گزینه  :حل
  ): مستقل یا وابستهY وX(همواره روابط زیر برقرار است ) امید(با توجه به خطی بودن میانگین 

  ( ) ( ) ( )E X Y E X E Y 5 2 7+ = + = + =  
  ( ) ( ) ( )E X Y E X E Y 5 2 3− = − = − =  

)اما براي محاسبه )E XYبا توجه به مستقل بودن Xو Y داریم:  
  ( ) ( ) ( )X, Y E XY E X E Y 5 2 10→ = ⋅ = ×    مستقل=

)گاه لزوماً رابطه شد، آن  مطرح نمیY وXدقت کنید اگر در مثال بالا، شرط استقلال دو متغیر ) ( ) ( )E XY E X E Y=  برقرار ⋅
)طی است که روابطاین در شرای.  را بپذیریم3توانستیم گزینه  نبود و نمی ) ( ) ( )E X Y E X E Y± =  و است همواره برقرار ±
  . نداردY وX به مستقل بودن یا نبودنارتباطی

  متغیرهاي عمود
  .ها صفر باشد ضرب آن و فقط اگر امید ریاضی حاصلبر هم عمودند اگر  Y وXدو متغیر تصادفی

  

Xو Yبرهم عمودند .( )E XY 0= ←→  

) بر هم عمود باشند وY وXاگر مثال ) ( )E X 2E Y 1= ) حاصل عبارت باشد،= )( )[ ]E X E X Y−کدام است؟   
1(0.5−  2 (0  3 (0.5  4 (2−  

 .  درست است1گزینه  :حل

  ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1 1E X E X Y E XY E X Y E XY E X E Y 0 1
2 2

 − = − = − = − × = −   

  ( ) ( ) ( ) 1E XY 0 , E X 1 , E Y
2

→ = = =Xو Yبر هم عمودند   

  امید ریاضی تقسیم دو متغیر
  :شود  به صورت زیر محاسبه میY وXگسستهتقسیم دو متغیر تصادفی  حاصل) امید(میانگین 

  

( )i
i j

j

xXE f x , y
Y y

  = × 
  ∑∑  
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  : باشندپیوسته متغیرهاي تصادفی Y وXاگر
  

( ) ( )X x xE f x , y dx dy f x , y dydx
Y y y

  = = 
  ∫∫ ∫∫  

YEبراي محاسبه 
X

 
 
 

  . را عوض کنیمY وX کافی است در روابط بالا جاي

X  :بنابراین YE E
Y X

   ≠   
   

  

 
 
 

XE
Y

   و استقلال متغیرهاي تصادفی

  :دانیم طورکه می همان

1 مستقل باشند، متغیرهايY وX اگر دو متغیر تصادفی-1 , X
Y

  . نیز مستقل هستند

X حاصل تقسیم-2
Y

1Xتوان به صورت ضرب  را می
Y

  . نوشت×
3-X, Y ( ) ( ) ( )E XY E X E Y→ =←مستقل   

  :با توجه به موارد بالا داریم
  

( )X 1E E X E
Y Y

   =   
   

  
  

Xو Y ناوابسته( مستقل(  
 

ü قت کنیدد!  
  .برابر باشد» تقسیم امید متغیرها«تواند با  گاه نمی هیچ» امید تقسیم دو متغیر تصادفی«

  ( )
( )

E XXE
Y E Y

  ≠ 
 

  

  :اثبات
  :دانیم همواره طورکه می همان

  
( )

( ) ( )
( )

1 1E f x, y
Y y 1 1E1 1 Y E Y

E Y yf x, y

   =     → ≠  
 =




∑∑∫ ∫

∑∑∫ ∫
  

  : درنتیجه داریم
                                                                  Xو Yمستقل  

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1 1E
Y E Y

X 1E E X E
Y Y E XXE

E X Y E Y1E X
E Y E Y

 ≠ 
 

↑    
         → ≠  

  = ⋅
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) و صحت رابطه امید ریاضی Y وXدر مورد دو متغیر تصادفی مثال )
( )

E XX
E

Y E Y
= 

 
 

 )81اقتصاد ـ (  :توان گفت  می

  . مستقل باشندY وXوقتی صادق است که) 1
  . کوواریانس صفر داشته باشندY وXوقتی صادق است که) 2
  .وقتی صادق است که ناهمبسته باشند) 3
  .هیچ وقت صادق نیست) 4

 .  درست است4نه گزی :حل

  :نتیجه
   .هاست  امید مجموع یا تفاضل دو متغیر تصادفی همواره برابر با مجموع یا تفاضل امید آن-1

  ( ) ( ) ( )E X Y E X E Y± = ±) Xو Yمستقل یا وابسته ( 
  .ستاه ضرب امید آن  مستقل باشند، برابر حاصلY وX امید ضرب دو متغیر تصادفی فقط زمانی که-2

  X, Y ( ) ( ) ( )E XY E X E Y→ =←مستقل    
  .نیستها   امید تقسیم دو متغیر تصادفی برابر با تقسیم امید آن-3

  ( )
( )

E XXE
Y E Y

  ≠ 
 

  

  : مستقل باشندY وXالبته زمانی که

  ( )X 1E E X E
Y Y

   = ×   
   

  

  متغیر ضرب دو واریانس حاصل
  :با توجه به تعریف واریانس داریمضرب دو متغیر تصادفی  براي محاسبه واریانس حاصل

  )Xو Yمستقل ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2Var XY E X Y E X Y E X E Y E X E Y= − = −  

 :دو متغیر تصادفی مستقل از هم باشند که در آن Y وXفرض کنید مثال
  ( ) ( ) ( ) ( )E X 1 , E Y 2 , Var X 2 , Var Y 3= = = = 

)مقدار )Var XYکدام است؟   
1 (10  2 (17  3 (21  4 (36  

  . درست است2گزینه  :حل
                                       Xو Yمستقل   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2Var XY E X Y E XY E X E Y E X E Y 3 7 1 2 21 4 17↑= − − = × − × = − =  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2 2

22 2 2 2

Var X E X E X 2 E X 1 E X 3

Var Y E Y E Y 3 E Y 2 E Y 7

 = − → = − → =

 = − → = − → =
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  (Correlation)همبستگی 
 Xحال فرض کنید دو متغیر). اند رابطه بی(یا مستقل ) رابطه دارند(اند  طور کلی یا وابسته به Y وXدانیم هر دو متغیر دلخواه می
  .اند گویند دو متغیر همبسته طی است؛ در این صورت اصطلاحاً میاند و این وابستگی، خ وابسته Yو

   روابطنمودار

  
  :شود ، جدول زیر نتیجه میبالا روابط یباتوجه به درست

  جدول همبستگی
  رابطه دو متغیر وضعیت دو متغیر

  .رابطه خطی دارند  اند همبسته
  .یا رابطه غیرخطی دارند) اند رابطه بی(اند  یا مستقل  اند  ناهمبسته

  :قضیه استثنا در ناهمبستگی
  .اند  حتماً مستقلY وXگاه  داراي تابع توزیع توأم نرمال و در عین حال ناهمبسته باشند، آنY وXاگر

  هاي معادل براي همبسته و ناهمبسته ارتعب
  :اصطلاحات دیگري نیز وجود دارد» ناهمبسته«و » همبسته«هاي  براي واژه

Xو Yداستقلال خطی ندارن=وابستگی خطی دارند=اند  همبسته.  
Xو Yاستقلال خطی دارند=وابستگی خطی ندارند=اند  ناهمبسته.  

ضریب «، »ضریب همبستگی«، »اریانسوکو«در این بخش به تحلیل وضعیت همبستگی دو متغیر با استفاده از معیارهاي 
  .پردازیم می» معادله خط رگرسیون «همچنینو » تشخیص

  کوواریانس
  :شود ها که به صورت زیر محاسبه می ضرب انحرافات دو متغیر از میانگین آن کوواریانس از نظر عددي برابر است با امید ریاضی حاصل

  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )Cov X, Y E X E X Y E Y E XY E X E Y = − − = −   

  :کوواریانس معیاري است که از طریق آن
  . را از نظر خطی بودن، مشخص کردY وXدو متغیر تصادفی نوع ارتباطتوان  می ،اولاً

))  اند همبسته=وابستگی خطی دارند( )C ov X, Y 0≠  

))  اند ناهمبسته=وابستگی خطی ندارند( )Cov X, Y 0=  







  

x, y 

  همبسته خطی

 ناهمبسته

 رابطه دارند

 غیرخطی

 اند رابطه بی
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  .را تعیین کرد) همبستگی خطی( جهت ارتباط خطیتوان   میY وXً در صورت خطی بودن ارتباط دو متغیرثانیا،
)ارتباط خطی مستقیم   )Cov X, Y 0>  

)ارتباط خطی معکوس   )Cov X, Y 0<  







  

 جهت ارتباط نیزو ) همبسته یا ناهمبسته(توان نوع ارتباط خطی   کوواریانس معیاري است که از طریق آن می،به عبارت دیگر
  .بین دو متغیر را تعیین کرد) مستقیم یا معکوس(خطی 

  انستحلیل کوواری
ها را به صورت زیر  توان آن  با توجه به آنکه مقدار آن صفر یا مخالف صفر شده باشد می، جامعه یا نمونهکوواریانس از محاسبه پس

  :بررسی کرد
( ) ≠Cov X ,Y 0  

در این .  و با یکدیگر وابستگی خطی دارنداند همبسته دو متغیر  باشد، آن مخالف صفر Y وXی کوواریانس دو متغیر تصادفاگر
)خط رگرسیونتوان با خطی به نام   را میY وXشرایط رابطه بین )y bx a=   :که  مشخص کرد+

) اگر)الف )Cov X, Y   . و ارتباط خطی مستقیم بین دو متغیر وجود دارد استط مثبتشیب خ: <0
) اگر )ب )Cov X, Y  . و ارتباط خطی معکوس بین دو متغیر وجود دارد استشیب خط منفی: >0

  
y bx a b 0= + → <  

 
y bx a b 0= + → >  

)که  در صورتی 1 مثال )Cov X , Y  گاه کدام عبارت درست است؟  آن باشد،≠0
1 (Xو Y2    .اند  ناهمبسته (Xو Y ارتباط خطی )دارند) همبستگی خطی.  
3 (Xو Y4  .اند  غیرخطی دارند یا مستقل ارتباط (Xو Yاند  لزوماً مستقل.  

 . درست است2گزینه  :حل
( ) =Cov X ,Y 0  

 که يدر این وضعیت تمام موارد. عکسرو باند  ناهمبستهو متغیر  برابر با صفر شود، آن دY وXی کوواریانس دو متغیر تصادفاگر
)ي برا، دو متغیر بیان شدی ناهمبستگي برا»یجدول همبستگ «و» نمودار روابط« در )Cov X, Y   . نیز برقرار است=0

  )72مدیریت ـ (   صفر باشد، کدام یک از عبارات زیر صحیح است؟ مساوي باY وXاگر کوواریانس بین 2 مثال
  .اند آن دو متغیر مستقل) 1
  .باشند داراي رابطه غیر خطی می) 2
  . هر دو صحیح است2 و 1موارد ) 3
 .اي با همدیگر ندارند یا داراي رابطه غیر خطی هستند یا هیچ رابطه) 4
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 . درست است4گزینه  :حل
، دو متغیر یا »جدول همبستگی«اند درنتیجه با توجه به  شود یعنی دو متغیر ناهمبسته رابر صفر میوقتی کوواریانس دو متغیر ب

  .اند یا رابطه غیرخطی دارند مستقل

)اگر 3 مثال )Cov X , Y  )85 و مدیریت ـ حسابداري(   صحیح است؟Y وX باشد، کدام بیان براي رابطه=0
  رابطه غیرخطی) 2    رابطه خطی) 1
  الزاماً مستقل) 4    رابطه غیرخطی یا مستقل) 3

 .  درست است3گزینه  :حل
اند یا  ، دو متغیر یا مستقل»جدول همبستگی«اند و طبق  شود یعنی دو متغیر ناهمبسته وقتی کوواریانس دو متغیر برابر صفر می

  .رابطه غیرخطی دارند

صفر Y وX نرمال باشد، در این صورت اگر کوواریانسY وXهاي مشترك دو متغیر  چگالی احتمالفرض کنیم تابع 4 مثال
  )80اقتصاد ـ (        باشد؟

  .توانند مستقل نباشند  میY وX) 2  . مثبت استY وXضریب همبستگی) 1
3 (Xو Yضریب همبستگی) 4  . مستقل از هم هستندXو Yمنفی است .  

 .  درست است3گزینه  :حل
ها صفر است، طبق قضیه استثنا در ناهمبستگی، دو متغیر  با توجه به آنکه تابع چگالی مشترك دو متغیر نرمال و کوواریانس آن

  .اند حتماً مستقل
 .رخطی داشته باشندتوانستند رابطه غی  درست بود زیرا دو متغیر می2شد، گزینه  ذکر نمی» نرمال«دقت کنید، اگر کلمه 

  )75اقتصاد ـ (  :دو متغیر مستقل 5 مثال
  .ها مخالف صفر است کوواریانس آن) 2    .استقلال خطی ندارد) 1
  .اند ناهمبسته) 4    .اند الجمع مانع) 3

 .  درست است4گزینه  :حل
ت از عبارات معادل اند؛ در این حال ناهمبسته» نمودار روابط«اند بنا بر   نادرست است، زیرا وقتی دو متغیر مستقل1گزینه 

  .شود استفاده می» استقلال خطی دارند«یا » وابستگی خطی ندارند«
  .ها برابر صفر است اند، در نتیجه کوواریانس آن  ناهمبسته» نمودار روابط«اند بنابر   نادرست است، زیرا وقتی دو متغیر مستقل2گزینه 
  .اند  و دو متغیر ناسازگار همواره وابسته»ناسازگار«یعنی » الجمع مانع« نادرست است، زیرا 3گزینه 
  .اند ، دو متغیر مستقل همواره ناهمبسته»نمودار روابط« درست است، زیرا بنا بر 4گزینه 

  )78اقتصاد ـ (  هاي زیر غلط است؟ یک از گزینه  کدامY وXدر رابطه با دو متغیر تصادفی 6 مثال
) اگر)1 )Cov X, Y   .باشند  از لحاظ آماري مستقل از هم میY وX باشد، دو متغیر تصادفی=0
)اگر ) 2 ) ( ) ( )P X Y P X .P Y= ،باشد Xو Yباشند  تقل از هم می از لحاظ آماري مس.  
)اگر) 3 )Cov X, Y   . وجود نداردY وX باشد، وابستگی خطی بین=0
4 (( )Cov X, Yبرابر( ) ( ) ( )E XY E X E Y−است .  

 .  درست است1گزینه  :حل
دو متغیر رابطه غیر » جدول همبستگی«اند و بنا بر  قتی کوواریانس صفر است، دو متغیر ناهمبسته نادرست است، زیرا و1گزینه 

  ).بنابراین لزوماً مستقل نیستند(خطی دارند 



  متغیرهاي تصادفی
  

 

335 
 م

  :ت، زیرا درست اس2گزینه 
  ( ) ( ) ( )X, Y f x, y f x f y→    = ×←مستقل   

در این حالت از عبارات معادل . اند ر ناهمبسته درست است، زیرا وقتی کوواریانس برابر با صفر است یعنی دو متغی3گزینه 
  .شود استفاده می» استقلال خطی دارند«یا » وابستگی خطی ندارند«

 . درست است، زیرا همان رابطه محاسبه کوواریانس است4گزینه 

)اگر  7 مثال ) ( )E Y 5 , E X 2=  باشند، کدام مورد درست است؟ مستقل Y وX و=
1 (( )Cov X, Y 0=  2 (( )E XY 10=  3 (( )E X Y 7+   همه موارد) 4  =

 .  درست است4گزینه  :حل
  .فر استها ص اند و درنتیجه کوواریانس آن ، حتماً ناهمبسته»نمودار روابط« درست است، زیرا دو متغیر مستقل طبق 1گزینه 
  : درست است، زیرا2گزینه 

  ( ) ( ) ( )X, Y E XY E X E Y 10   →   =    مستقل=
) درست است، زیرا رابطه3گزینه  ) ( ) ( )E X Y E X E Y± = نظر از مستقل یا وابسته بودن دو متغیر، همواره برقرار   صرف±

  :است، بنابراین
  ( ) ( ) ( )E X Y E X E Y 7+ = + =  

)هرگاه 8 مثال )Cov X , Y  :Y وXگاه دو متغیر باشد، آن =0
  ).استقلال خطی دارند(اند   ناهمبستهY وX) 2    .اند دو متغیر مستقل) 1
3 (( ) ( ) ( )E XY E X E Y=  4 ( 3 و2موارد  

 .  درست است4گزینه  :حل
)اولاً، زمانی که )Cov X, Y اند یا رابطه غیرخطی دارند، پس لزوماً مستقل  اند، بنابراین یا مستقل  است، دو متغیر ناهمبسته=0

 .نیستند مگر آنکه بنا بر قضیه استثنا در ناهمبستگی، جامعه نرمال باشد
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C ov X, Y 0 E XY E X E Y 0 E XY E X E Y= → − = → =  

  محاسبه کوواریانس
  :شده، بهتر است به صورت زیر عمل کنیم با توجه به روابط مطرح Y وXسبه کوواریانس دو متغیر تصادفیبراي محا

  :کنیم را بررسی می Y وXابتدا استقلال دو متغیر تصادفی
  .شود اند و درنتیجه کوواریانس صفر می گاه ناهمبسته یر مستقل باشند، آنـ اگر دو متغ

  ( ) ( ) ( )x,y x yf f fX, Y Cov(X, Y) 0= ×  →   =مستقل  
یا مخالف ) وابستگی غیرخطی(ـ اگر دو متغیر وابسته باشند، باید کوواریانس را محاسبه کنیم زیرا ممکن است مقدار آن، صفر 

  .شود) وابستگی خطی(صفر 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x,y f x f yX, Y    Cov X, Y E XY E X E Y≠ ×  → =    وابسته−

   کدام است؟Y وXکوواریانس دو متغیر تصادفی. تابع احتمال توأم زیر را در نظر بگیرید 1 مثال

1 (0  2 (1
2

−  

3 (1
4

  4 (1  

y
x

2 3

1 0.2 0.3
0 0.2 0.3
−  
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 .  درست است1گزینه  :حل
  :یجه در جدول بالا مستقل هستند، درنتY وXکنیم،   را بررسی میY وXابتدا مستقل بودن دو متغیر تصادفی

))ناهمبسته(   )X, Y Cov X,Y 0→   )ناوابسته( مستقل =
)اي  ابتدا توابع حاشیهY وXبراي بررسی استقلال متغیرهاي تصادفی :یادآوري )f xو ( )f y برقرار کرده، سپس محاسبه را 

) رابطهبودن یا نبودن ) ( ) ( )f x , y f x f y= )هاي  را براي تمام زوج⋅ )x , y کنیم  میبررسی.  

  

y
x

( )

( )

( ) ( ) ( )f x, y f x f y

y
2 3 f x

x

1 0.2 0.3 0.5
0 0.2 0.3 0.5

f y 0.4 0.6 1

= ⋅− →

( )

( )

2 3 f x

1 0.2 0.5 0.4 0.3 0.5 0.6 0.5
0 0.2 0.5 0.4 0.3 0.5 0.6 0.5

f y 0.4 0.6 1

− = × = ×
= × = ×

  

   کدام است؟Y وXتابع احتمال توأم زیر را در نظر بگیرید، کوواریانس دو متغیر تصادفی 2 مثال

1 (0  2(1
2

−  

3(1
4

  4 (1
8

  

y
x

1 0 1

1 0.1 0.6 0.1
1 0.1 0 0.1

−

−  

 .  درست است1گزینه  :حل
) با توجه به صفر بودن یکی از مقادیر.کنیم  را بررسی میY وXابتدا مستقل بودن دو متغیر تصادفی )f x , y،  دومتغیر وابسته

) و بایدهستند )Cov X, Yکنیم استفاده از رابطه زیر محاسبه  را با:  
  ( ) ( ) ( ) ( )Cov X, Y E XY E X E Y= − ⋅  

  

y
x

( )

( )

1 0 1 f x

1 0.1 0.6 0.1 0.8
1 0.1 0 0.1 0.2

f y 0.2 0.6 0.2

−

−  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

i j i j

x

y

Cov X,Y E XY E X E Y 0 0.6 0 0

E XY x y f x y 1 1 0.1 1 0 0.6 1 1 0.1 1 1 0.1 1 0 0 1 1 0.1 0

E X x f x 1 0.8 1 0.2 0.6

E Y yf y 1 0.2 0 0.6 1 0.2 0

 = − ⋅ = − − × =

 = = − × − × + − × × + − × × + × − × + × × + × × =


= = − × + × = −



= = − × + × + × =


∑∑
∑

∑

  

)حال ، با این)اند وابسته(اند   مستقل نبودهY وXرغم اینکه  مثال دیدیم، علی اینطورکه در همان ،دقت کنید )Cov X, Y 0= 
  . ارتباطشان غیرخطی استاما اند  وابستهY وXبنابراین. است
  کدام است؟Y وXتابع احتمال توأم زیر را در نظر بگیرید، کوواریانس دو متغیر تصادفی 3 مثال

1 (0  
2 (0.02−  
3 (0.25  
4 (0.4−  

y
x

2 3

1 0.1 0.2
0 0.3 0.4
−  
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 .  درست است2گزینه  :حل
  :کنیم  را بررسی میY وXابتدا مستقل بودن دو متغیر تصادفی

  

y
x

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x , y f x f y

0.1 0.3 0.4

2 3 f x

f x 1, y 2 f x 1 f y 21 0.1 0.2 0.3
0 0.3 0.4 0.7

f y 0.4 0.6

= ⋅

×≠

= − = ≠ = − × =− →     

  :کنیم  از رابطه زیر براي محاسبه کوواریانس استفاده می،)اند وابسته( مستقل نیستند Y وXبا توجه به آنکه 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

Cov X, Y E XY E X E Y 0.8 0.3 2.6 0.02

E XY xyf x, y 1 2 0.1 1 3 0.2 0 2 0.3 0 3 0.4 0.8

E X x f x 1 0.3 0 0.7 0.3

E Y y f y 2 0.4 3 0.6 2.6

 = − = − − − = −

 = = − × × + − × × + × × + × × = −


= ⋅ = − × + × = −


= ⋅ = × + × =

∑∑

∑

∑

  

) در فاصلهXفرض کنید متغیر تصادفی 4 مثال )1 , )ی داراي تابع چگال−1 ) 1
f x

2
2Yاگر.  باشد= X=باشد، کوواریانس  

Xو Y86اقتصاد ـ (  : برابر است با( 

1) 2  صفر) 1
12

  3 (1
4

  4 (1  

 .  درست است1گزینه  :حل
)مأکه تابع احتمال تو ازآنجا )f x, yبه ناچار  بنابراین ؛ کنیمبررسیتوانیم استقلال دو متغیر را   وجود ندارد، نمی( )Cov X, Y را 

  :کنیم محاسبه می

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

11 22
1 1

11 43 3 4
1 1

2 2 2 3 2 2Cov X , Y C ov X , X E XX E X E X E X E X E X 0 0 E X 0

1 1 1E X x dx x 1 1 0
2 4 4

1 1 1E X x dx x 1 1 0
2 8 8

− −

− −

= = − = − = − × =


  = = = − − =    

   = = = − − =   

∫

∫

  

  فاده از مشاهدات نمونهمحاسبه کوواریانس با است
 :با توجه به رابطه کوواریانس جامعه به صورت زیر

  
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1Cov X, Y E X E X Y E Y X E X Y E Y E XY E X E Y

N
xy x y x y1 xy

N N N N N

   = − − = − − = −   

 
= − = − 

  

∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑

  

  :کوواریانس نمونه برابر است با
  

( ) ( )( )
x y1 1Cov X, Y x x y y xy

n 1 n 1 n

 
   = − − = − − −   

∑ ∑∑ ∑  
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   کدام است؟Y وXهاي زیر کوواریانس در جدول داده 5 مثال

7) 2  صفر) 1
2

  

3 (1
3

  4 (1  

x 3 4 5

y 3 5 10
  

  .  درست است2گزینه  :حل

  

( ) x y1 1 12 18 7Cov X, Y xy 79
n 1 n 2 3 2

xy 3 3 4 5 5 10 79

x 3 4 5 12

y 3 5 10 18

 ×   = − = − =   −   
 = × + × + × =


= + + =


= + + =

∑ ∑∑

∑

∑

∑

  

)عبارت 6 مثال )( )i ix x y y−   )74اقتصاد ـ (  : برابر است با∑−
1 (( )ix x y−∑  2 (( )i ix x y−∑  3 (( )iy y x−∑  4 (x y  

  .  درست است2گزینه  :حل

  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i
i i i i i i i i i i

x x 0x x y y x x y x x y x x y y x x x x y− =− − = − − − = − − − −∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
  خواص کوواریانس

)با توجه به رابطه ) ( ) ( ) ( )Cov X, Y E XY E X E Y= −  T وX،Y،Z(است  خواص زیر برقرار کوواریانس، مفهوم نیز و ⋅
  :)بت یا منفی هستند ضرایب ثابت مثd وa،b،cمتغیرهاي تصادفی و

( ) ( )1) Cov X, Y Cov Y,X=

( ) ( ) X
22) Cov X, X Var X= = σ

( ) ( ) ( )3) Cov X,a Cov a , X Cov a , b 0= = =

( ) ( )4) Cov aX, bY abCov X, Y=

5) Cov(X c, Y d) Cov(X, Y)± ± =

6) Cov(aX c ,bY d) abCov(X, Y)± ± =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7) Cov aX cY,bZ dT abCov X, Z ad Cov X,T cbCov Y, Z cd Cov Y,T+ + = + + +

  :توضیحات
  .است X وY همان کوواریانس بینY وX کوواریانس بین )1
  . کوواریانس یک متغیر با خودش برابر با واریانسش است)2
) هیچ رابطه خطی بین دو ثابت)3 )b ,aت یا یک متغیر و یک ثاب( )a , Xوجود ندارد، درنتیجه کوواریانس برابر صفر است .  
  .شود می ضرب Y وX با حفظ علامت خود، در کوواریانس دو متغیرY وX ضرایب متغیرها در کوواریانس)4
  . نداردمتغیرهاتأثیري در ارتباط خطی بین ها  ثابت از آن ستن یک مقدارثابت به متغیرها یا کایک مقدار  ودن افز)5
  .شود می نتیجه 6 رابطه ،5و  4 ترکیب دو رابطه از )6
 هر جمله از عبارت اول را ست کوواریانس اکنند، کافی  از چند متغیر استفاده می یک براي محاسبه کوواریانس دو عبارت که هر)7

  . و حاصل را با هم جمع کنیمبگیریمبا تک تک جملات عبارت دوم در نظر 
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  :آید شده به دست می ، با استفاده از خواص مطرحکوواریانس هر یک از حالات زیربراي مثال، 
)  )3(خاصیت بنا بر  ) ( )Cov X, 2 Cov 2,X 0=   الف( =
)  )3(خاصیت بنا بر  )Cov 1,3 0−   ب( =
)  )4(خاصیت بنا بر  ) ( )( ) ( ) ( )Cov 2X, 3Y 2 3 Cov X, Y 6Cov X, Y− = − =   ج( −
)  )5(خاصیت بنا بر  ) ( )Cov X 4,Y 10 Cov X,Y+ −   د( =
)  )4 و 2 (هاي خاصیتبنا بر  ) ( )( ) ( ) 2

XCov 2X 3,5X 5 2 5 Cov X, X 10− + + = − = − σ )ه  
)  )7(خاصیت بنا بر  ) ( ) ( ) ( ) ( )Cov 3X Y, Z Cov 3X , Z Cov Y, Z 3Cov X, Z Cov Y, Z− = + − =   و( −
)  )7(خاصیت بنا بر  ) ( ) ( ) ( ) ( )Cov 5X 2, Y Z Cov 5X ,Y Cov 5X , Z 5Cov X, Y 5Cov X, Z+ + = + =   ر( +
)  )7(خاصیت بنا بر  ) ( ) ( ) ( ) ( )Cov X Y, X Y Cov X, X Cov X, Y Cov Y ,X Cov Y, Y+ − = + − + +   ز( −

  ( ) ( )2 2 2 2
X Y X YCov X, Y Cov Y, X= σ − + − σ = σ − σ  

Zکه در صورتی 7 مثال 2X 4= U و+ 5Y 1= − ) و+ ) 1
Cov X , Y

5
)گاه  باشد، آن= )Cov U, Zکدام است؟  

1(1−  2(2−  3(0  4(3  
 .  درست است2گزینه  :حل
 :داریم) 6(بر خاصیت  بنا

  
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

0 0 1Cov U, Z Cov 5Y 1 , 2X 4 5 2 Cov X, Y 10 2
5

1Cov X, Y
5


= − + + = − = − × = −


 =

  

2اگر 8 مثال
Y

1
2

=σ2 و
X

1
5

=σو ( )C ov X , Y )گاه مقدار  باشد، آن=1 )Cov U , Vکه  درصورتیU 2X Y=  و +
V 5X 4Y 10= − +   هستند، کدام است؟+

1 (0  2(3  3(6  4(2−  
 .  درست است2ینه گز :حل
  :داریم) 7(بر خاصیت  بنا

  
( )C ov U ,V Cov 2X Y, 5X 4Y 10= + − + +( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

2 2
X Y

2 5 Cov X, X 2 4 Cov X, Y 1 5 Cov Y,X 1 4 Cov Y, Y

1 110 8Cov X, Y 5Cov Y, X 4 10 3Cov X, Y 4 2 3 1 2 3
5 2

= − + + − +

= − σ + − + σ = − × + + × = − + × + =

  

  واریانس مجموع دو متغیر
cاگر , b,a گاه ، آن)مثبت یا منفی( مقادیر ثابتی باشند:  

  

( ) ( )2 22 2
X YVar aX bY c a b 2abCov X, Y+ + = σ + σ +  

) :یادآوري )2 c 0σ   .) است0 برابرcواریانس مقدار ثابت (=
  . مستقل باشندY وXکه دو متغیر تصادفی در صورتی :1نتیجه

  ( ) ( )Cov X ,Y 0 2 22 2 2
X YX, Y aX bY c a b=→ σ + + = σ + σ مستقل  
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nکه در صورتی :2نتیجه 2 1X , ,X ,Xاي تصادفی مستقل باشند، متغیره:  

  ( )
( ) ( )i j

1 n

Cov X ,X 0 2 2 22 2
1 2 n 1 1 n n n1 X Xi j

X ,X , ,X a X a X a a
=

≠
→ σ + + = σ + + σ   مستقل  

,Zکه در صورتی :3نتیجه  Y, X،  سه متغیر تصادفی دلخواه باشند:  
  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

X Y ZVar aX bY cZ d a b c 2ab Cov X, Y 2ac Cov X, Z 2bc Cov Y, Z+ + + = σ + σ + σ + + +  

  : برقرار است همواره رابطه زیر:یادآوري
  ( ) ( ) ( )E aX bY c aE X bE Y c+ + = + +  

Xاگر 1 مثال
2 1

2
=σو Y

2 2
3

=σو ( )2 1
X Y

2
+ =σباشد، مقدار کوواریانس Xو Yکدام است؟  

1 (1
3

−  2 (1
3

  3 (2
3

  4 (1
6

  

 .  درست است1گزینه  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2
YX

1 1 2 1Var X Y 2Cov X, Y 2Cov X ,Y Cov X, Y
2 2 3 3

+ = σ + σ + → = + + → = −  

)اگر 2 مثال )V X ) و=8 )V Y ) و=2 )Cov X , Y 1= 1 باشد، واریانس−
Z X Y 5

2
= −   کدام است؟+

1 (8  2 (5  3 (10  4 (15  

 .  درست است2گزینه  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 2 22

X Y
1 1 1 1Var Z Var X Y 5 1 2 1 Cov X,Y 8 2 1 5
2 4 2 4

   = − + = σ + − σ + − = × + − − =       
  

)  :یادآوري ) ( )2 2
X YV X , V Y= σ = σ  

Xاگر 3 مثال 2=µو Y 3=µو Z 5=µ2ها به ترتیب اریانس و و
X 1=σ2 و

Y 2=σ2 و
Z 4=σ باشد و متغیرهاي تصادفی 

Z, Y, Xگاه میانگین و واریانس  دو به دو مستقل باشند، آنW 2X Y 3Z= −  )چپ به راست( کدام است؟ −
1 (14, 42−  2 (2 , 25  3 (0 , 40  4 (1 , 5  

 .  درست است1گزینه  :حل
  ( ) ( ) ( ) ( )E 2X Y 3Z 2E X E Y 3E Z 2 2 3 3 5 14− − = − − = × − − × = −  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 22
X Y Z2X Y 3Z 4 9 2 2 1 Cov X, Y 2 2 3 Cov X, Z 2 1 3 Cov Y, Zσ − − = σ + σ + σ + − + − + − −  

  ( ) ( ) ( ) ( )2X ,Y , Z Cov X, Y Cov X, Z Cov Y, Z 0 2X Y 3Z 4 1 2 9 4 42→ = = = → σ − − = × + + ×    مستقل=

)اگر 4 مثال )Var X ) و=3 )Var Y ) و=4 )Cov X , Y 1= Zگاه واریانس  باشند، آن− 2X Y 1= −   )88اقتصاد ـ ( چقدر است؟+
1 (12  2 (18  3 (20  4 (21  

  .  درست است3گزینه  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

22

0
V ar Z V ar 2X Y 1 2 V ar X 1 V ar Y 2 2 1 Cov X, Y

4 3 1 4 4 1 12 4 4 20

V ar X 3 , V ar Y 4 , Cov X, Y 1

  
= − + = + − + −  

 
 = × + × − × − = + + =


= = = −

  



  متغیرهاي تصادفی
  

 

341 
 م

)مقدار  5 مثال )Cov X Y , X Y−   )87محیط زیست ـ (   کدام است؟+
1 (( ) ( )Var X Var Y−    2 (( ) ( )Var X Y Var X Y+ − −  
3 (( ) ( )Var X Y Var X Y− − +  4 (( ) ( )Var X Var Y+  

  .  درست است1گزینه  :حل
  ( ) ( ) ( ) ( )Cov X Y, X Y Cov X ,X Cov X ,Y Cov Y, X− + = + − ( ) ( ) ( )Cov Y ,Y Var X Var Y− = −  

( ) ( )E X ± Y ,V X ± Y  
  . بر اساس خاصیت خطی بودن میانگین، روابط زیر همواره برقرارند و با مستقل یا وابسته بودن متغیرهاي تصادفی ارتباطی ندارند-1
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

E X Y E X E Y

E X Y E X E Y

+ = +

− = −
  

2- ( ) ( )V X Y , V X Y−   :دنف بیان شده به صورت زیر محاسبه می شو با توجه به تعاری+
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

V X Y V X V Y 2Cov X, Y

V X Y V X V Y 2Cov X ,Y

− = + −

+ = + +
  

  :توانند بررسی شوند  به صورت زیر میY وXکه با در نظر گرفتن روابط متغیرهاي
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  :نتیجه

)Xو Yاند با ارتباط غیرخطی اند یا وابسته  یا مستقل(  →
  

( ) ( ) ( )
( )

V X Y V X V Y

Cov X, Y 0

± = +

=
  

Xو Yاند  ناهمبسته.  

) به عبارت دیگر برقراري رابطه ) ( ) ( )V X Y V X V Y± = )  یا معادل ناهمبستگیتنها + )Cov X, Y  یا =0
( ) ( ) ( )E XY E X E Y=  ممکن است دو متغیر زیرا ، را نشان دهدY وXتواند مستقل بودن دو متغیر  و لزوماً نمیاست ⋅

  .وابسته با ارتباط غیرخطی باشند

)اگر 1 مثال ) ( ) ( )V X Y V X V Y± =  یک از روابط زیر برقرار است؟  باشد، کدام+

1 (( )Cov X, Y 0=    2 (Xو Yاند  لزوماً مستقل.  
3 (Xو Y3 و 1) 4    .اند  ناهمبسته  

  .  درست است4گزینه  :حل

)اگر 2 مثال )V X ) و=2 )V Y   و ارتباط دو متغیر، خطی و مستقیم باشد، کدام عبارت درست است؟=8

1 (( )V X Y 10+ =  2 (( )V X Y 10+ <  3 (( )V X Y 10+   کدام هیچ) 4  <

 .  درست است3گزینه  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Cov X,Y 0X, Y V X Y V X V Y 2Cov X ,Y>→ + = +    دارندارتباط خطی مستقیم+

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Cov X ,Y 0V X Y 2 8 2Cov X, Y 10 2Cov X, Y V X Y 10>→ + = + + = + → + >  
)ها، گزینه اگر در بین گزینه )V X Y 10−   :زیرا باشد، درستتوانست  ، این عبارت هم میوجود داشت >

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C ov X,Y 0V X Y V X V Y 2Cov X, Y V X Y 10>− = + − → − <  
  : باشنددرستتوانستند،  مینیز  2 و 1هاي  در شرایط زیر گزینه

  ( ) ( ) ( ) ( )Cov X ,Y 0X, Y V X Y V X V Y 10=→ + = +   1گزینه ( دارند یا ارتباط غیرخطی )ناوابسته (اند مستقل=

  ( ) ( ) ( ) ( )Cov X ,Y 0X, Y V X Y V X V Y 10<→ + < +   2گزینه ( دارند ارتباط خطی معکوس=

  (Coefficient of Correlation)ضریب همبستگی 

 و با شیب خط کند می را مشخص Y وX شد، کوواریانس معیاري است که جهت و نوع ارتباط خطی دو متغیرگفتهطورکه  همان
ها را از   آنشدت ارتباط خطی ،حال اگر بخواهیم علاوه بر تعیین جهت و نوع ارتباط خطی دو متغیر .علامت است رگرسیون هم

)از تمام نقاط واقعی) رگرسیونخط ( دو متغیر یکننده ارتباط خط  بررسی کنیم که آیا خط بیاننظراین  )x, yکند   عبور می
  . زیر استفاده کنیمصورت، باید از معیار دیگري به نام ضریب همبستگی به )شدت ناقص(کند  یا عبور نمی) شدت کامل(

)تمام زوج نقاط واقعی(کند   خط رگرسیون از تمام نقاط واقعی عبور می:شدت کامل )x , y در معادله خط رگرسیون صدق 
  .)کنند می

)حداقل یک زوج(کند   خط رگرسیون از تمام نقاط واقعی عبور نمی:شدت ناقص )x , y واقعی وجود دارد که در معادله خط 
  .)کند رگرسیون صدق نمی



  متغیرهاي تصادفی
  

 

343 
 م

  

Xضریب همبستگی هر جامعه یک معیار نسبی بدون واحد در فاصله :تعریف ,Y1 1− ≤ ρ  است که از رابطه ≥
 :شود یزیر محاسبه م

( ) ( )( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

X Y X Y
X,Y

2 2 2 2X Y
X Y X Y

E X Y x yCov X, Y

E X E Y x y

− µ − µ  − µ − µ ρ = = =
σ ⋅σ

− µ − µ − µ − µ

∑
∑ ∑

  

 بودن نشان شدت ارتباط خطی دو متغیر را از نظر کامل یا ناقص ،این معیار علاوه بر تعیین جهت و نوع ارتباط خطی دو متغیر
  .دهد می

  :کنیم از رابطه زیر استفاده می ، ضریب همبستگی را بیابیم،ز یک نمونه حاصل ايها که بخواهیم با توجه به داده درصورتی

  ( ) ( )( )

( ) ( )
X,Y

2 2X Y

x x y yCov X, Y
r

S . S
x x y y

− −
= =

− −

∑
∑ ∑

  

)که در آن )Cov X , Yکوواریانس نمونه است ،.  
  . استی جامعه اصلی برابر با ضریب همبستگ،اریانس دو متغیر استانداردو کو:قضیه

  

  ( )YX X Y
X,Y

X Y X X Y Y X Y X Y

Cov X, YX Y X Y X YC ov , Cov , Cov ,
.

     − µ − µ µ µ
= − − = = = ρ     σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ     

  

  تحلیل ضریب همبستگی
ها را به  توان آن  با توجه به آنکه مقدار آن صفر یا مخالف صفر شده باشد می،بعد از محاسبه ضریب همبستگی جامعه یا نمونه

  :صورت زیر بررسی کرد
  

X,Y 0ρ ≠  
در .  وابستگی خطی دارندهمو با اند  همبستهگاه دو متغیر   مخالف صفر باشد، آنY وXی دو متغیر تصادفی ضریب همبستگاگر

)در این وضعیت قطعاً ( توان با خطی به نام خط رگرسیون مشخص کرد  را میY وXاین شرایط رابطه بین )C ov X,Y و 
  ).هستندشیب خط رگرسیون نیز مخالف صفر 

  ).کامل یا ناقص(دهد   شدت ارتباط خطی را نشان میX,Yr مقدار)الف
  ).مانند کواریانس و شیب خط رگرسیون(دهد   جهت ارتباط خطی را نشان میX,Yr علامت)ب

    
1 0− < ρ <  

  )ارتباط خطی معکوس، شدت ناقص(
1ρ = −  

  )ارتباط خطی معکوس، شدت کامل(
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1ρ =  

  )ارتباط خطی مستقیم، شدت کامل(
0 1< ρ <  

  )ارتباط خطی مستقیم، شدت ناقص(

X,Yrاگر 1 مثال 0.6=  عبارات زیر درست است؟یک از   باشد، کدام−
  ارتباط معکوس و شدت ناقص ـ شیب خط و کوواریانس منفی) 1
  ارتباط معکوس و شدت کامل ـ شیب خط و کوواریانس مثبت) 2
  ارتباط مستقیم و شدت ناقص ـ شیب خط و کوواریانس منفی) 3
  .ارتباط معکوس و شدت ناقص ـ کوواریانس منفی ولی علامت شیب خط مشخص نیست) 4

 .  درست است1نه گزی :حل

  →ارتباط معکوس و شدت ناقص

  

X,Y1 r 0.6 0− < = − < →  

)شیب خط و >0   )X,Yr 0.6 0 Cov X ,Y 0= − < ←→ <  

ŷشده به صورت تایی برآورد10معادله خط رگرسیون با توجه به نمونه 2 مثال 2 x= تواند  یک از این موارد نمی کدام.  است−
 ضریب همبستگی آن باشد؟

1 (0.45−  2 (0.90−  3 (0.95  4 (0.85− 

 .  درست است3گزینه  :حل
تواند ضریب   نمی3پس تنها گزینه است؛ مت ضریب همبستگی نیز قطعاً منفی شیب خط رگرسیون منفی است، بنابراین علا

 .علامتش مثبت است زیرا همبستگی باشد

yمعادله رگرسیون  3 مثال 400 20 x= x به ازايyمقدار واقعی.  را در نظر بگیرید− ضریب .  است150 برابر با=15
 )73مدیریت ـ (  همبستگی کدام است؟

1 (0 r 1< <  2 (1 r 0− < <  3 (r 1=  4 (r 1= −  

 . درست است2گزینه  :حل
yشیب خط 400 20 x= ) منفی است− )b 20=  معکوس و ضریب همبستگی منفی Y وX بنابراین جهت ارتباط،−

)است )r 0<.  
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  :داردکه ضریب همبستگی منفی است دو وضعیت وجود   زمانی،توجه به تحلیل ضریب همبستگی  بابنابراین
r  املارتباط معکوس و ک 1= −  

1  ارتباط معکوس و ناقص r 0− < <  




  

)که نقطه واقعی ازآنجا )x 15 , y 150= yدر معادله خط رگرسیون = 400 20 x= )کند صدق نمی − )150 400 20 15≠ − ×، 
1 ناقص وY وXارتباط r 0− <   .است >

rتوانستیم نتیجه بگیریم که هم نمی کرد، باز توجه کنید که اگر نقطه در معادله خط رگرسیون صدق می 1=  است، زیرا باید −
  .سیون صدق کنندتمام نقاط واقعی در معادله خط رگر

yمعادله رگرسیون  4 مثال 2x=کدام است؟یضریب همبستگ.  را که از مجموعه نقاط زیر به دست آمده است، در نظر بگیرید  
1 (0 r 1< <  2 (1 r 0− < <  
3 (r 1=  4 (r 1= −  

x 7 10 4 11

y 14 20 8 22
  

 . درست است3گزینه  :حل
و  کامل ، مستقیم و شدت،کنند، ارتباط خطی  و تمام نقاط در معادله خط صدق می استبا توجه به آنکه شیب خط مثبت

rدرنتیجه   .است =1

X,Y 0ρ =  
اند  ناهمبستهگاه دو متغیر   کوواریانس صفر شده است، آن حتماً، برابر با صفر شودY وXی ضریب همبستگی دو متغیر تصادفاگر
 ، دو متغیر بیان شدی ناهمبستگي برا»یجدول همبستگ«و » نمودار روابط«در این وضعیت تمام موارد که در . عکسرو ب
X,Yρيبرا =   .ست نیز برقرار ا0

X,Yهرگاه  5 مثال 0=ρگاه دو متغیر  باشد، آنXو Y: 
1 (( )C ov X, Y 0=    2 (Xو Yاند   ناهمبسته) دارنداستقلال خطی(  
3 (( ) ( ) ( )E XY E X E Y=  4 (همه موارد  

 .  درست است4گزینه  :حل
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X,Y 0 Cov X, Y 0 E XY E X E Y 0 E XY E X E Yρ = ↔  = ↔ − = ↔ =  

  محاسبه ضریب همبستگی

)با توجه به رابطه Y وXبراي محاسبه ضریب همبستگی دو متغیر تصادفی )
X,Y

X Y

Cov X, Y
ρ =

σ ⋅σ
 ، بهتر است به صورت زیر 

  .عمل کنیم
  .شود ها صفر است و ضریب همبستگی نیز صفر می اند، در نتیجه کوواریانس آن اگر دو متغیر مستقل باشند، ناهمبسته) 1

  ( ) ( ) ( ) ( )x,y x y
X,Y

f f fX, Y Cov X, Y 0 0= ×  →   = → ρ  مستقل=
وابستگی ( مقدار آن باز هم صفرشود ها را محاسبه کنیم، زیرا ممکن است اگر دو متغیر وابسته باشند، باید کوواریانس آن) 2

  .وضعیت باز هم ضریب پ صفر می شود، در این )غیرخطی
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x,y f x f yX, Y    Cov X, Y = E XY E X E Y≠ ×  →  وابسته−

 و باید استها نیز مخالف صفر  ، ضریب همبستگی آن)وابستگی خطی( که کوواریانس دو متغیر مخالف صفر باشد درصورتی
Xمقادیر Y,σ σ براي محاسبه ضریب همبستگی به دست آوریمرا.  
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  )81اقتصاد ـ (  : برابر است باY وXضریب همبستگی. جدول توزیع احتمال مشترك زیر را در نظر بگیرید 1 مثال

  صفر) 2  −1) 1
3 (0.5  4 (1  

x
y

1 0

1 0.15 0.15
1 0.35 0.35

−

−  

  .  درست است2گزینه  :حل

  

x
y

( )

( )

( ) ( ) ( )f x, y f x f y

x
1 0 f y

y

1 0.15 0.15 0.30
1 0.35 0.35 0.70

f x 0.50 0.50 1

= ⋅

−

→−

1 0

1 0.15 0.3 0.5 0.15 0.3 0.5
1 0.35 0.7 0.5 0.35 0.7 0.5

−

− = × = ×
= × = ×

  

  . استها برابر صفر  ضریب همبستگی آن، اند  دو متغیر تصادفی مستقلY وXازآنجاکه

2Yمتغیر.  به صورت زیر استXتابع احتمال متغیر تصادفی 2 مثال X=مقدار ضریب .  را در نظر بگیرید
)همبستگی )X , Yρ85اقتصاد ـ (  : برابر است با( 

1 (1−  2 (0  

3 (2
2

  4 (1  ( )

x 2 0 2

1 1 1
P x

4 2 4

−
  

 .  درست است2گزینه  :حل
)مأکه تابع احتمال تو ازآنجا )f x, y،ابتدا   وجود ندارد( )C ov X, Yکنیم  را محاسبه می:  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 3 2 2

33 3 3 3

Cov X , X E XX E X E X E X E X E X 0 0 E X 0

1 1 1E X x P x 2 0 2 0
4 2 4

1 1 1E X x P x 2 0 2 0
4 2 4

 = − = − = − × =

 = = − × + × + × =



= = − × + × + × =

∑

∑

  

  :شود ها نیز صفر می ، ضریب همبستگی آن است متغیر برابر با صفر شدهکه کوواریانس دو حال ازآنجا

  ( ) ( )
2

2 2

2

X,Y X,X
X Y X XX X

Cov X,XCov X ,Y 0 0ρ = → ρ = = =
σ σ σ σ σ σ

  

  محاسبه ضریب همبستگی نمونه
  :با توجه به رابطه ضریب همبستگی جامعه به صورت زیر

  ( )
X,Y

X Y

Cov X, Y
ρ =

σ ⋅σ
  

  :ضریب همبستگی نمونه برابر است با

  ( )
( )( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )
X ,Y

X Y 2 2 2 2

x x y y
x x y yCov X ,Y n 1r

S .S x x y y x x y y
n 1 n 1

− −
− −−= = =

− − − −

− −

∑
∑

∑ ∑ ∑ ∑
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  :از طرفی داریم

  ( )

( ) ( ) ( ) ( )
X ,Y

X Y 2 22 2
2 22 2

x y1 x yxy xyn 1 nCov X,Y nr
S . S x yx y1 1 x yx y

n nn 1 n n 1 n

 
−  −−   = = =

   
    − −− −   −   −  

∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑

∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑

  

  : زیر استفاده کنیمیکی از روابطتوانیم از   میهاي مسئله بنابراین، با توجه به داده
  

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
X,Y

2 2 2 2
2 2

x y
xyx x y y nr

x x y y x y
x y

n n

−− −
= =

− −
− −

∑ ∑∑∑
∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑

  

  :که روابط زیر را در نظر بگیریم درصورتیو 

  ( )( )xy
x y

SP x x y y xy
n

= − − = − ∑ ∑∑ ∑  

  ( )
( )2

2 2
xx x

x
S SS x x x

n
= = − = −

∑∑ ∑  

  ( )
( )2

2 2
yy y

y
S SS y y y

n
= = − = −

∑∑ ∑  
  :رسیم  می نمونه براي محاسبه ضریب همبستگیزیرگاه به رابطه  آن

  

xy
X,Y

x y

SP
r

SS SS
=

×
  

  ها برحسب انحراف از میانگین بیان داده
  :در این صورت داریم. شوند ها برحسب انحراف از میانگین بیان می گاهی داده

  
( )

( )
( )( )

2 2
t

2 2
t

t t

x x x

y y y

x x y y x y

 − =

 − =


− − =


∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑

  

  :نابراین، ضریب همبستگی نمونه برابر است باب

  ( )( )

( ) ( )
t t

2 2 2 2
t t

x x y y x y
r

x yx x y y

− −
= =

− −

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑

 

 )74مدیریت ـ (  : برابر است باY وXضریب همبستگی جامعه دو متغیر وابسته 3 مثال
1 (2  2 (1  

3 (1
2

  4 (1−  
x 7 10 4 11

y 14 20 8 22
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 .  درست است2گزینه  :حل
   در جدول مورد نظر اعدادي صحیح هستند،yو x با توجه به آنکه:راه حل اول

  
i

i

x 32x = 8
n 4
y 64y = 16

n 4


= =


 = =

∑

∑
  

 :استتر   مناسب، زیر از نظر سادگی در محاسبهرابطهکارگیري  هب

  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2x x y y x x y y
x y x x y y

2 1 4
7 14 1 2

8 4 16
10 20 2 4

32 16 64
4 8 4 8

18 9 36
11 22 3 6

60 30 120

− − − −
− −
− −

→

− −

= = =∑ ∑ ∑

  

  ( )( )

( ) ( )
X ,Y 2 2

x x y y 60r 1
30 120x x y y

− −
= = =

×− −

∑
∑ ∑

  

) هر زوجدر با کمی دقت :راه حل دوم )x, y که رابطهشویم می متوجه y = 2xبین تمام نقاط ( )x, y مقدار هر( برقرار استy 
  ). استxدو برابر

 است، کامل ، مستقیم و شدت،کنند، ارتباط خطی  و تمام نقاط در رابطه صدق می استکه شیب خط مثبت حال ازآنجا
X,Yrدرنتیجه 1=   . است+

  )84برنامه ریزي شهري ـ ( کدام است؟Y وX به شرح زیر است، ضریب همبستگی بینY وXمتغیرمقادیر عددي دو  4 مثال

1 (1
2

  2 (2
3

  

3 (3
4

  4 (1  

x 3 4 5 10
y 3 5 7 17  

 .  درست است4گزینه  :حل
  :راه حل اول

  

2 2

2 2

x y xy x y
3 3 9 9 9
4 5 20 16 25
5 7 35 25 49

10 17 170 100 289

x 22 y 32 xy 234 x 150 y 372= = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑

  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2

x y 22 32xy 234 234 176 58n 4r 1
58150 121 372 25622 32x y 150 372x y

4 4n n

×
− − −

= = = = =
− × −     

     − −− −
         

∑ ∑∑

∑ ∑∑ ∑

  



  متغیرهاي تصادفی
  

 

349 
 م

  :راه حل دوم
yتوان فهمید که رابطه  میY وX مقادیردربا کمی دقت  2x 3=  این خط از ازآنجاکهحال .  برقرار استY وX بین مقادیر−

rتوان نتیجه گرفت و شیب خط نیز مثبت است، می) شدت کامل(تمام نقاط عبور کرده    . است=1

  : داریمY وXهاي آماري دو صفت در جدول فراوانی داده 5 مثال

  ( )( )i ix x y y 24− − =∑،( ) 2
iy y 50− =∑،( ) 2

ix x 32− =∑  
  )77حسابداري ـ (  ضریب همبستگی کدام است؟

1 (0.4  2 (0.5  3 (0.6  4 (0.8  

 . درست است3گزینه  :حل

  ( )( )
( ) ( )

i i

2 2
i i

x x y y 24 24 24r 0.6
4032 50 1600x x y y

− −
= = = = =

×− −

∑
∑ ∑

  

nاي به حجم ، نمونهY وXبراي بررسی همبستگی بین دو متغیر تصادفی 6 مثال  از جامعه نرمال انتخاب کرده، بر =10
ix:اساس نتایج مشاهدات داریم iy و∑=30 2 و∑=40

ix 2 و∑=234
iy i و∑=196 ix y تخمین . ∑=160

  )73اقتصاد ـ (   کدام است؟Y وX تصادفیضریب همبستگی بین دو متغیر
1 (0.55  2 (0.45  3 (0.85  4 (0.65  

 .  درست است1گزینه  :حل

  
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2

x y 30 40160xy 160 120 40 510nr 0.55
12 6 9144 3630 40x y

234 196x y
10 10n n

×
−− −

= = = = = =
××     

     − −− −
         

∑ ∑∑

∑ ∑∑ ∑

  

y به صورتx نسبت بهyاگر معادله خط رگرسیون 7 مثال 2x b= − y باشد و+ xSS 4SS=و xSP 2SSxy =  باشد، −
  کدام است؟Y وXضریب همبستگی

1 (1  2 (0.9  3 (1−  4 (0.9−  

 .  درست است3گزینه  :حل
؛ حال اشندتوانند درست ب  می4 و 3هاي   شیب خط منفی است، ضریب همبستگی نیز منفی خواهد بود و فعلاً گزینهازآنجاکه

  :کنیم مقدار ضریب همبستگی را محاسبه می

  
xy x x

X,Y X,Y
xx y x x

xy x y x

SP 2SS 2SS
r r 1

2 SSSS SS SS 4SS

SP 2SS , SS 4SS

− −
= → = = = − ⋅

 = − =
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  خواص ضریب همبستگی

)با توجه به رابطه  )
X,Y

X Y

Cov X, Y
1 1− ≤ ρ = ≤

σ σ
  ): ضرایب ثابت مثبت یا منفی هستندd وa،b،c(، خواص زیر برقرار است 

X,Y Y,X1) ρ = ρ  

X,a a ,X a,b2) 0ρ = ρ = ρ =  

X,X X, X3) 1− −ρ = ρ =  

X, X X,X4) 1− −ρ = ρ = −  
)c,aعلامت  هم(  

)c,aالعلامت  مختلف(  
X Y

X Y
X Y

,
a b , c d

,
5) ± ±

ρρ = −ρ
  

  :توضیحات
  . استX باY همان ارتباطY باX ارتباط)1
  .استها صفر  ن آن و ضریب همبستگی بیوجود نداردمتغیر و یک ثابت یک  هیچ ارتباط خطی بین دو ثابت یا )2
  . کامل است، مستقیم و شدت، ارتباط یک متغیر با خودش)3
  . کامل است، معکوس و شدت، ارتباط یک متغیر با منفی خودش)4
aX به صورتY وXتغییرات خطی روي. کند  قدرمطلق ضریب همبستگی با تغییر مبدأ و مقیاس هیچ تغییري نمی)5 b±و  

cY d±هیچ تأثیري در مقدار ضریب همبستگی ( )X,Yρو تنها زمانی که ضرایبرد ندا aو cعلامت ، باشندتالعلام  مختلف 
  .شود عکس می برضریب همبستگی

X,Yاگربراي مثال،  0.2ρ  :آید ، بر اساس خواص مطرح شده به دست می باشد، ضریب همبستگی هر یک از حالات زیر=

2X  )5خاصیت بنا بر ( 3,5Y 7 X,Y 0.2+ +ρ = ρ   الف( =
2X  )5 خاصیتبنا بر ( 3,5Y 7 X,Y 0.2− + +ρ = −ρ =   ب( −
2X  )5خاصیت بنا بر ( 4 , 8Y 6 X,Y 0.2− + − +ρ = ρ   ج( =

2X  )4 و 5هاي  خاصیتبنا بر ( 1,4X 5 X,X 1− + − −ρ = ρ =   د( −
5X  )3 و 5 هاي خاصیتبنا بر ( 3,8X 7 X,X 1− +ρ = ρ   ه( =

2X,4X  )3 و 5خاصیت بنا بر ( X,X 1ρ = ρ   و( =
2X,5Y  )5خاصیت بنا بر ( X,Y 0.2−ρ = −ρ =   ز( −
X,6  )2 صیتخابنا بر ( X,6 0ρ = ρ   ح( =

 (Coefficient of Determination)ضریب تعیین 

X,Yr ضریب همبستگی دو متغیر تصادفی اگر   :توان گفت می  باشد، با توجه به آنچه در مبحث ضریب همبستگی بیان شد،=0.8
) ارتباط خطی مستقیم دارندY وXاولاً،  )X,Yr 0.8 0= >.  

) ناقص استY وX شدت ارتباط خطی دو متغیر تصادفی،ثانیاً )X,Y0 r 0.8 1< = یعنی خط رگرسیون از تمام نقاط ، >
)واقعی )x , yکند  عبور نمی.  
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  :توان گفت اما نمی
  .قابل بیان است )با استفاده از خط رگرسیون (X توسطY چند درصد از تغییرات-1
  . استXتحت تأثیر Y چند درصد از تغییرات-2
  .تر از شدت ارتباط دو متغیر دیگر است  چند برابر قويY وX ارتباط ضریب همبستگی شدت-3
) از معادله خط رگرسیونX توسطY چند درصد از نقاط واقعی-4 )y ax b=   .بینی است قابل پیش +
) چند درصد از نقاط واقعی-5 )x , yروي معادله خط رگرسیون قرار دارد .  

  

)ضریب تعیین :تعریف )2Rمعیاري است که از مجذور ضریب همبستگی ( )X,Yrآید و براي   به دست می
 .، ملاکی گویاتر از ضریب همبستگی استY وX متغیربیان درصد ارتباط خطی میان دو

( ) 22
X,Y0 R r 1≤ = ≤  

  
21و) ضریب تعیین (2Rتعاریف زیر براي R− شوند بیان می.  

  
2R  
) که توسط خط رگرسیونY درصد تغییرات متغیر تابع یا وابسته:1ریف تع )y bx a=   . قابل بیان است+

  .است) یینتع( قابل بیان X که توسط متغیر مستقلY درصد تغییرات متغیر تابع یا وابسته:2تعریف 

  . که قابل بیان استY وX درصد ارتباط خطی میان دو متغیر:3تعریف 

  . استX) آزاد( که تحت تأثیر متغیر مستقلY درصد تغییرات متغیر تابع یا وابسته:4تعریف 
  

( )21- R  

) که توسط خط رگرسیونY درصد تغییرات متغیر تابع یا وابسته:1تعریف  )y bx a=   . قابل بیان نیست+

  .نیست) تبیین( قابل بیان X که توسط متغیر مستقلY درصد تغییرات متغیر تابع یا وابسته:2تعریف 

  . که قابل بیان نیستY وX درصد ارتباطی خطی میان دو متغیر:3تعریف 

  . نیستX) آزاد( که تحت تأثیر متغیر مستقل Y درصد تغییرات متغیر تابع یا وابسته:4تعریف 
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)اگر 1 مثال )C ov X , Y 2 و=1 2
X Y4 , 1= =σ σباشد، ضریب تعیین چقدر است؟  

1 (0.25  2 (0.5  3 (0.75  4 (0.45  

 . است درست 1گزینه  :حل

  

( ) ( )22
X,Y X,Y

X Y

2
XX

2
YY

Cov X, Y 1r 0.5 R r 0.25
2 1

4 2

1 1


= = = → = = σ ⋅σ ×

σ = → σ =
σ = → σ =

 

)اگر 2 مثال )C ov X , Y 36= 2 و−
X 16=σ2 و

Y 100=σباشد، چند درصد تغییرات متغیر  Yتوسط  Xقابل بیان است؟  

1 (0.25  2 (0.9 3 (0.81  4 (0.19  

 .  درست است3گزینه  :حل

  ( ) ( )22
X,Y X,Y

X Y

Cov X, Y 36 9r R r 0.81
4 10 10
− −

= = = → = =
σ σ ×

  

)اگر  3 مثال )C ov X , Y 2 و =28
X 16=σ 2 و

Y 100=σرات متغیر باشد، چند درصد تغییYتوسط Xقابل بیان نیست؟  

1 (0.49  2 (0.70  3 (0.51  4 (0.23  

 .  درست است3گزینه  :حل

  )شده درصد تغییرات بیان(

  )نشده درصد تغییرات بیان(
( ) ( )22

X,Y
X,Y

2X Y

Cov X, Y R r 0.4928 7r
4 10 10 1 R 0.51

 = == = = → σ σ ×  − =
  

ŷاگر معادله خط رگرسیون برآوردي به صورت 4 مثال 2.4 0.6 x=  باشد، ضریب 0.49 به دست آمده و ضریب تعیین−
  همبستگی کدام است؟ 

1 (0.7+  2( 0.49− 3 (0.7±  4 (0.7−  

 . درست است4گزینه  :حل

)که علامت شیب خط رگرسیون منفی است ازآنجا علامت بودن شیب خط و ضریب همبستگی قطعاً ضریب    با توجه به هم،−0.6(
) خواهد بودمنفیهمبستگی هم  )X,Yr   :داریم درنتیجه ،>0

  قابل قبول

  
2 2r 0.49 r r= ⇒ = =

0.7−

0.7+
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  قوي بودن ضریب همبستگی
)ضریب تعیین )2Rبهترین معیار براي آن است که نشان دهیم ضریب همبستگی دو متغیر Xو Y( )X,Yr تر قوي چند برابر 

Tاز ضریب همبستگی دو متغیر , Z( )Z,Trکنیم  از نسبت زیر استفاده میکاربراي این .  است:  

  
2 2

X,Y X,Y
2

Z,T Z,T

Rr
r R

 
= =  

 
  Z,Trبه نسبت X,Yr قوت

توان گفت همبستگی   باشد، می0.2 و  ضریب همبستگی بین دو متغیر دیگر0.8یب همبستگی بین دو متغیراگر ضر 1 مثال
 تر از دو متغیر دوم است؟ دو متغیر اول چند برابر قوي

 هشت برابر) 4  شانزده برابر) 3  چهاربرابر) 2  دو برابر) 1

 . است درست 3گزینه  :حل

برابر
2 2

X,Y 2

Z,T

r 0.8 4 16
r 0.2

   = = = =       
  Z,Tr بهX,Yrقوت

X,Y Z,Tr 0.8 , r 0.2= =  








  

توان گفت همبستگی دو متغیر اول چند   باشد، می0.2 و ضریب تعیین دو متغیر دیگر0.8اگر ضریب تعیین دو متغیر 2 مثال
 تر از دو متغیر دوم است؟ برابر قوي

  هشت برابر) 4  شانزده برابر) 3  چهار برابر) 2  دو برابر) 1

 .  درست است2گزینه  :حل

برابر
2 2

X,Y X,Y
2

Z,T Z,T

Rr 0.8 4
r 0.2R

 
= = = =  

 
  Z,Tr بهX,Yrقوت

2 2
X,Y Z,TR 0.8 , R 0.2= =  
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  خط رگرسیون
  .بینی تغییرات یک متغیر وابسته برحسب یک متغیر مستقل در جامعه است  پیش، اهداف تحقیقات آماريیکی از
:«بینی   پیش، براي مثال، نظر بگیریم را متغیر وابسته درY را متغیر مستقل وXاگر Yبرحسب »میزان مخارج مصرفی خانوارها 
»: Xیا »درآمد خانوار »: Yبرحسب »گذاري میزان سرمایه »: Xتواند براي تعیین  می از جمله مطالعاتی است که »نرخ بهره

  . انجام گیردY وX خطیمیزان ارتباط

 y وx باید همه نقاطY و متغیر وابستهXبراي تعیین میزان ارتباط و همبستگی میان متغیر مستقل :تعریف
توانند از بین نقاط عبور کنند  در این صورت از بین همه خطوطی که می. را روي صفحه مختصات مشخص کنیم

کند و فاصله آن نسبت به بقیه نقاط  تنها یک خط وجود دارد که از بیشتر نقاط از جمله نقطه میانگین عبور می
  .شود ازش یا خط رگرسیون نامیده میمینیمم است؛ این خط، خط بر

yاگر  x= β + αگاه ضرایب  معادله خط رگرسیون جامعه باشد، آنαو βشوند  به صورت زیر محاسبه می:  

)شیب خط )β  
  :شود ر استفاده میبراي محاسبه شیب خط از رابطه زی

( ) Y
X ,Y

XX
2

Cov X, Y σ
β = = ρ ×

σσ
  

)ثابت معادله یا عرض از مبدأ )α  
)ازآنجاکه نقطه میانگین )x y,µ µ آید کند، مقدار ثابت معادله یا عرض از مبدأ از رابطه زیر به دست می همواره در معادله خط صدق می:  

y xα = µ − βµ  

  .دانیم که پارامترهاي جامعه همواره مجهول هستند، بنابراین باید معادله خط رگرسیون را با استفاده از نمونه برآورد کنیم می

  برآورد خط رگرسیون
) به صورتnاي به حجم فرض کنید نمونه )i ix , y آن به ازاي هر مقدار داشته باشیم که درix متعلق به x مقدار متناظر آن ،

iدر این حالت براي. به دست آمده استy متعلق بهiyیعنی 1, 2,...,n=نقاط ( )1 1x , y،( )2 2x , y،...،( )n nx , y به 
  .آید دست می

  1 2 n

1 2 n

x x x ... x
y y y ... y  

yاگر bx a=   :شوند  به صورت زیر محاسبه میb وaباشد، ضرایب) برآورد خط رگرسیون جامعه( معادله خط رگرسیون نمونه +
  

)برآورد شیب خط )b  
  :شود شیب خط رگرسیون از رابطه زیر برآورد می

  

( )Y
X ,Y

X X

xy
2

x

SPCov X, YS
b r

S SSS
= × = =  
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  :اند درواقع این روابط به صورت زیر به دست آمده

  ( )Y
X ,Y

X X Y

Cov X, YS
b r

S S . S
= × = YS

×
( ) ( )( )

( )

( )( )
( )X X

xy
2 22 x

1 x x y y SPx x y yCov X, Y n 1
1S SSS x xx x

n 1

 − − − − −= = = =
  −−  −

∑ ∑
∑∑

  

  :هاي آماري روابط زیر صادق هستند داده در :یادآوري

  ( )( )xy
x y

SP x x y y xy
n

= − − = − ∑ ∑∑ ∑  

  ( )
( )2

2 2
xx x

x
S SS x x x

n
= = − = −

∑∑ ∑  

  : استفاده کردbتوان از روابط زیر براي محاسبه  هاي مسئله، می بنابراین، با توجه به داده
  

( )( )
( ) ( )2 2

2

x y
xyx x y y nb

x x x
x

n

−− −
= =

−
−

∑ ∑∑∑
∑ ∑∑

  

  

)یا عرض از مبدأبرآورد ثابت معادله  )a  
)ازآنجاکه نقطه میانگین )x , yشود کند، ثابت معادله یا عرض از مبدأ از رابطه زیر برآورد می  همواره در معادله خط صدق می:  

  

a y bx= −  

  خط رگرسیون عبوري از مبدأ
)مختصات یعنی نقطهاگر خط رگرسیون از مبدأ   برابر صفر و درنتیجه معادله این خط به صورت a عبور کند، مقدار0,0(

y bx=در این حالت مقدار.  خواهد بودbشود  از رابطه زیر محاسبه می:  

  ( )x ,ya 0 yy bx a y bx b
x

== + → = → =  

ü دقت کنید!  
  :در بعضی منابع

  .دهند  نشان میα̂ و برآورد عرض از مبدأ را باβ̂ـ برآورد شیب خط رگرسیون را با
yـ معادله خط رگرسیون به صورت a x b=  .، عرض از مبدأ استb، شیب خط وaشود که در این حالت  بیان می+

 )88حسابداري و مدیریت ـ (  رو، معادله خط رگرسیون کدام است؟  در جدول روبهY وXبراي دو صفت 1 مثال
1 (ŷ 0.2x 2.2= +  
2 (ŷ 0.2x 3.8= − +  
3 (ŷ 0.3x 1.8= +  
4 (ŷ 0.3x 4.2= − +  

x 2 3 5 6
y 3 2 4 3
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  .  درست است1گزینه  :حل
  :، در جدول مورد نظر اعداد صحیحی هستندyو xازآنجاکه

  
i

i

x 16x = 4
n 4
y 12y = 3

n 4


= =


 = =

∑

∑
  

 :استتر   زیر از نظر سادگی در محاسبه مناسبرابطهکارگیري  هب

  

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )

2

2

x x y y x x
x y x x y y

0 4
2 3 2 0

x x y y1 1 2b3 2 1 1
101 1 x x5 4 1 1

0 4
6 3 2 0

2 10

− − −
− −
−

− −
→ → = =− −

−

= =

∑
∑

∑ ∑

  

)حال با توجه به این نکته که خط رگرسیون همواره از نقطه )x , yداریم،گذرد  می :   
  : a y bx a 3 0.2 4 3 0.8 2.2= − → = − × = − yأعرض از مبد= a bx= + →  

 

x باشد،−10یب معادله رگرسیوناگر ش 2 مثال x و∑=100 y و=20   باشد، ثابت معادله کدام است؟∑=20
 )74مدیریت ـ (  

1 (106  2 (110  3 (220  4 (204  

 . درست است4گزینه  :حل
( )( )y b x a a y bx 4 10 20 204

x 100x 20 n 5
n n

= + → = − = − − =

= → = → =∑  

: b 10= y،  شیب خط− 20y 4
n 5

= = =∑  









  

xySاگر 3 مثال P xSS و=20 ySS و=20 x و=20 y و=5  )79مدیریت ـ (:معادله خط رگرسیون برابر است با.  باشد=4

1 (y x 1= − +  2 (y x 1= −  3 (y x 1= +  4 (xy 1
2

= +  

 . درست است2زینه گ :حل

  

xy

x

SP 20b 1
SS 20

y b x a a 4 1 5 1

y b x a y x 1


= = =


 = + → = − × = −
 = + → = −

 

) نکته که نقطه  با توجه به این:راه حل تستی )x , yگذرد، با قرار دادن مقدار  همیشه از معادله خط رگرسیون برآوردشده میx 
 در معادله آن صدق کند، y وxاي که  درواقع گزینه؛یابیم  را می درست به راحتی گزینه،ها زینه در معادلات رگرسیون گyو

 . استپاسخ سؤال
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 )81حسابداري ـ (  با استفاده از اطلاعات زیر معادله رگرسیون کدام است؟ 4 مثال

  2 2y 50 , x 75 , n 25 , y 228 , x y 30 , x 625= = = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
  

1 (y 2.9 0.3 x= −  2 (y 2.9 0.15 x= −  3 (y 5.8 0.3 x= −  4 (y 8.7 0.6 x= −  

 . درست است1گزینه  :حل

  
( ) ( )

( )

2 2
2

x y 75 5030xy 120 325nb 0.3
400 1075x

625x
25n

y x 50 75y b x a a y bx b 0.3 2.9
n n 25 25

ŷ a bx 2.9 0.3x

× −− − −
= = = = = −


−−




= + → = − = − × = − − × =

 = + = −


∑ ∑∑

∑∑

∑ ∑
  

)فرض کنید 5 مثال )C ov X , Y n و=12 x و=10 y 50= =∑ X و ∑ 4=σو Y 3=σمعادله رگرسیون.  استy 
 )77 ، 75مدیریت ـ (   کدام است؟xبرحسب

1 (y 1.5 0.3 x= −  2 (y 1.25 0.75 x= +  3 (y 1.5 0.4 x= +  4 (y 3 2.2 x= +  

 . درست است2گزینه  :حل
( )

( )2 2
X

Cov X,Y 12 12 3: b 0.75
16 44

= = = = =
σ

شیب خط 

y x 50 3 50: a y bx b 1.25
n n 10 4 10

= − = − × = − × =∑ عرض از مبدأ ∑

ˆ: y a bx 1.25 0.75x= + =   معادله خط رگرسیون+











  

  yبینی مقدار پیش
) از کاربردهاي معادله خط رگرسیونیکی )y a x b=  x به ازاي هر مقدار از متغیر مستقلyبینی مقدار متغیر وابسته ، پیش+
دهیم تا مقدار   را در آن قرار میxآوریم، سپس مقدار براي رسیدن به این هدف، معادله خط رگرسیون را به دست می. است
)شده بینی پیش )ŷ yبه دست آید . 

 :هاي نمونه به شرح زیر در دست است  خطی است و دادهY وXرابطه بین میانگین 1 مثال

  2
i i ix y 1150 , y 10 , n 20 , x 550 , X 5= = = = =∑ ∑  

xبینی شده به ازاي ار پیشمقد   )73مدیریت ـ (  : برابر است با=6
1 (10  2 (11  3 (12  4 (13  
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 . درست است4گزینه  :حل

xآوریم، سپس یابتدا معادله خط رگرسیون را به دست م )بینی شده دهیم تا مقدار پیش را در آن قرار می =6 )ŷ yبه دست آید .  

  

( ) 2 2
2

x 6

100 200x y 1150x y 15020nb 3
50100x 550x 20n

a y bx 10 3 5 5

ˆ ˆy a bx 5 3x y 5 3 6 13=

× −−
= = = =

 − −


 = − = − × = −

 = + = − + → = − + × =

∑ ∑∑

∑∑

  

xاگر yمعادله خط را در =6 3x 5= )بینی شده  مقدار پیش، قرار دهیم− )ŷ yآید  به دست می13 برابر.  

)اگر 2 مثال )Cov X , Y 10= X و− Y 2= =σ σو X Y 10= x به ازايyبینی شده  باشد، مقدار پیش=   است؟، چقدر=4
 )76مدیریت ـ (  

1 (25  2 (128.75  3 (32.25  4 (40  

 . درست است1گزینه  :حل

xآوریم، سپس ابتدا معادله خط رگرسیون را به دست می ) شده بینی هیم تا مقدار پیشد را در آن قرار می =4 )ŷ y به دست آید.  

  

( )

( )

2
X

x 4

Cov X, Y 10b 2.5
4

a y bx 10 2.5 10 35

ˆ ˆy a bx 35 2.5x y 35 2.5 4 25=

 −
= = = −

σ


= − = − − × =


= + = − → = − × =

  

2Rو خط رگرسیون   
  : زیر مفروض باشدصورت به y رويxخط رگرسیون و x رويy خط رگرسیوناگر

  

  )yي روxخط(
( )
2
y

x b y a
Cov x, y

b

′ ′= +

 ′ = σ

  
  )x رويyخط(

( )
2
x

y bx a
Cov x , y

b

= +

 = σ

  

)ضرب شیب خطوط گاه حاصل آن )bb′2 برابرR) ضریب تعیین (یا مجذورX,Yr) است) ضریب همبستگی.  
  

  ( ) ( ) ( )
22 2 2

X,Y X,Y2 2
X YX Y

Cov X, Y Cov X,Y
bb r R

 
′ = = = =  σ σσ σ  

  

ضریب .  به صورت زیر به دست آمده استy برحسبx وx برحسبyدر یک جامعه نرمال دو بعدي معادلات رگرسیون مثال
)تعیین )2Rکدام است؟   x 8.32 0.28 y= − ، y 4.85 3.2x= − 

1 (3.2−  2 (2.28−  3 (0.896  4 (0.896− 

 . درست است3گزینه  :حل

  ( )( )2r bb 3.2 0.28 0.896′= = − − =  
  



 

  
  
  

  تابع احتمال گسسته

)، تابعaبه ازاي کدام مقدار .1 )

4
x

P X x ; x 0,1,2,3, 4
3a 1

 
 
 = = =

+
 ، یک تابع احتمال است؟

 )87حسابداري و مدیریت ـ (  
1 (6  2 (5  3 (4  4(3  

با کدام احتمال در پرتاب این تاس . در یک تاس ناسالم احتمال آمدن هر شماره متناسب با وارون عدد آن است .2
  )88حسابداري و مدیریت ـ  (  شود؟ عدد زوج ظاهر می

1 (29
60

  2 (31
60

  3 (45
147

  4 (55
147

  

در پرتاب این تاس احتمال ظاهر شدن . در یک تاس ناسالم احتمال آمدن هر عدد متناسب با خود آن عدد است .3
 )86 ـ GIS(  عدد زوج کدام است؟ 

1 (7
12

  2 (5
12

  3 (4
7

  4 (3
7

  

)اگر .4 ) 2
1P X x , x N

x x
= = ∈

+
) باشد،X تابع احتمال متغیر تصادفی )P 2 X 19≤   )86 ـ GIS(   کدام است؟≥

1( 0.36 2 (0.45 3 (0.54 4( 0.63  
nچنانچه  .5 20=،2

ix ix و∑=85 ) باشد، حاصل عبارت∑=30 )2
ix x−∑کدام است؟  

  )87محیط زیست ـ (  
1 (40 2( 45 3( 70 4 (82  

  تابع چگالی پیوسته
)مقدار.  به صورت زیر استXتابع چگالی احتمال متغیر تصادفی .6 )P 2 X 6≤   )87اقتصاد ـ (  : برابر است با≥

1 (0.25  2 (0.5  
3 (0.75  4 (1  

1 x 5< <  

  xبراي سایر مقادیر
( )

( )

1f x ;
4

f x 0 ;

 =

 =

  
  

    بندي شده هاي طبقه تست 
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) در تابعmمقدار .7 ) mf x
x

0 براي= x 1≤ ) چقدر باشد تا≥ )f x88اقتصاد ـ (   یک تابع چگالی احتمال باشد؟(  

1 (1
2

  2 (1  3 (3
2

  4 (2  

) داراي تابع چگالی به صورتXمتغیر تصادفی .8 )
2xae ; x 0f x

0 ; x 0

− >= 
≤

 )87 ـ GIS(   کدام است؟a. است

1 (2
3

  2 (1
2

  3 (1 4 (2  

) عبارتدر .9 )
1 xa 1 x 4

f x 2
0

 +  < <  =   



) چقدر باشد تاa، مقدار )f xیک چگالی احتمال باشد؟  

  )86محیط زیست ـ (  

1 (21
4

  2 (21
17

  3 (17
21

  4 (4
21

  

  : تابع زیر مفروض است .10

  ( )
1a x 2 x 0
4f x
1a x 0 x 2
4

 + − ≤ <= 
 − ≤ <


  

) را چنان بیابید کهaمقدار )f x88محیط زیست ـ (   یک چگالی احتمال باشد؟(  

1( 2− 2 (1
2

−  3 (1
2

  4 (2  

  تابع توزیع تجمعی 
. باشد به قرار ذیل می) طول زمان کار دستگاه تا وقتی که از کار بیفتد (Xتابع توزیع کمیت تصادفی پیوسته .11

Xاحتمال اینکه دستگاه در طول زمان T≥87اقتصاد ـ (  ار بیفتد چقدر است؟  از ک( 

1 (e  2 (1e−  

3 (11 e−−  4 (
1e

T

−
  

( ) xF x 1 exp 0 x
T

 = − − < ≤ ∞ 
 

  

) به صورتXتابع توزیع احتمال متغیر تصادفی.12 )
2

0 x 2

x 4F x 2 x 10
96

1 10 x

≤


−= < ≤


<


میانه متغیر .  داده شده است

  )88اقتصاد ـ (   کدام است؟Xتصادفی
1 (52  2 (96  3 (48  4 (6  

 سایر نقاط 
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 داراي مقداري Xاحتمال اینکه.  در شکل زیر نشان داده شده استXیوسته تصادفیتابع تجمعی توزیع متغیر پ .13
) باشد30بیش از )P X   )87محیط زیست ـ (  :، حدوداً برابر است با <30

1 (0.3  
2 (0.7 
3 (0.9  
4 (1  

  
  امید ریاضی گسسته

)اگر .14 ) 2x 1f x , x 1, 2,3, 4,5
25

−
= )باشد، مقدار = )E Xکدام است؟  )GIS 86 ـ(  

1( 3.5 2( 3.6 3 (3.7 4 (3.8  

) چه مقدار باشد تاaدر جدول مقابل، .15 )E X   )88محیط زیست ـ  (  باشد؟=4

  
( )

X 3 a 10 14
1 3 4P X x b

10 10 10
=

  

1 (6  2 (8  3 (13  4 (13−  

  امید ریاضی پیوسته
  ) 86اقتصاد ـ (  با تابع چگالی احتمال زیر چقدر است؟Xامید ریاضی متغیر تصادفی .16

  

0 x 1≤ ≤  

  xبراي سایر مقادیر
( )

1 ;
2 xf x
0 ;


= 



  

  ن

1 (1
2

  2 (4
3

  3 (2
3

  4 (1
3

  

) با تابع چگالیXامید ریاضی متغیر تصادفی .17 )
1 x 1 x 3

f x 4
0

 < <= 


 )87ریزي شهري ـ  برنامه(   کدام است؟

1 (1.98  2 (2  3 (2.16  4 (2.24  

) تابعkبه ازاي مقداري از .18 )
2kx ; 0 x 4f x

0

 < <= 


  کدام است؟Xامید ریاضی. ع چگالی احتمال است، یک تاب

  )GIS 88 ـ(  

1 (3
4

  2 (4
3

  3 (2  4 (3  

 جاي دیگر

 جاي دیگر
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  خواص امید ریاضی

در تابع.19
( )
X 1 0 1 2

f x 0.1 0.15 0.5 0.25
)مید ریاضی ا− )2X  )87 ـ GIS (  کدام است ؟−1

1( 0.65 2( 0.7 3 (0.75 4 (0.8  

  واریانس

1Vدر جدول توزیع احتمال زیر، .20 ar X 2
2

 − 
 

  )88حسابداري و مدیریت ـ (   کدام است؟

  
( )
X 2 0 2 4 5

f x 0.1 0.15 0.3 0.25 0.2
−  

1 (1.21  2 ( 1.25  3 (1.35  4 (1.41  

یک مهره به تصادف از هر جعبه . اند گذاري شده  مهره است که از یک تا سه شماره3دو جعبه هر یک شامل .21
 به Xدهنده اختلاف بین اعداد دو مهره باشد، میانگین و واریانس  نشانXاگر متغیر تصادفی. انتخاب شده است
 )86اقتصاد ـ (  ترتیب کدام است؟

1 (4 , 0
81

 2( 12 8,
9 9

  3 (4 , 0
9

  4 (44 8,
81 9

  

 )87ریزي شهري ـ  برنامه (   کدام است؟Xواریانس.  به صورت زیر داده شده استXتابع احتمال متغیر تصادفی .22
1(1.26  2 (2.46  
3(3.12  4 (3.36 ( )

X 1 1 3 5
F x 0.2 0.3 0.1

−
α

  

 خواص واریانس

)اگر .23 )V 2X 1 5− + ) و= )E X ) باشند،=1.5 )2E X   )88ریزي شهري ـ  مهبرنا(  کدام است؟−2
1 (1.25  2 (1.5  3 (1.75  4 (2.25  

)اگر .24 )E X ) و=4.5 )2E X ) باشد، واریانس=24 )2X 1−  )87 ـ GIS(  کدام است؟+

1 (15 2 (13.5 3 (12  4 (10.5  
 تابع چگالی توزیع توأم 

2اگر. جدول زیر مفروض است .25 2R X Y= ) باشد،+ )E R86زیست ـ محیط (  چقدر است؟(  

1 (2
2

  

2 (2  
3 (2  
4 (4  

X
Y

0 1

1 20
10 10
2 21

10 10
32 0

10
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  محاسبه کوواریانس 
)رو، در توزیع احتمال توأم روبه .26 )C ov X, Y86ري و مدیریت ـ حسابدا(  کدام است؟( 

1 (0.56−  
2 (0.46− 
  صفر) 3
4 (0.64 

X
Y

0 1 2

1 0 0.1 0.2
3 0.3 0.4 0

  

 )87حسابداري و مدیریت ـ (  کدام است؟، مقدار کوواریانس Y وXدر تابع احتمال توأم دو متغیر تصادفی .27

1 (5
4

−  

2 (5
4

  

3( 5
3

  

4( 5
3

−  

Y
X

1 4

1 10
6 3

1 15
3 6

  

)کوواریانس.  به صورت زیر استY وXتوزیع احتمال مشترك دو متغیر تصادفی .28 )2X,3Yکدام است؟  
 )86اقتصاد ـ (  

1 (0.04  
2 (0.12  
3 (0.24  
4 (0.36  

Y
X

0 1 2

0 0.2 0.3 0.1
1 0.1 0.2 0.1

  

) در فاصلهXرض کنید متغیر تصادفیف .29 )1 , ) داراي تابع چگالی−1 ) 1f x
2

2Yاگر.  باشد= X= ،باشد 
 )86ـ اقتصاد ( : برابر است باY وXکوواریانس

1) 2  صفر) 1
12

  3 (1
4

  4 (1  

  )88ریزي شهري ـ  برنامه( در توزیع توأم جدول مقابل، کوواریانس کدام است؟ .30
1 (0.4125−  
2 (0.0125−  
3 (0.0145−  
4 (0.2425  

X
Y

2 0 3

1 0.1 0.2 0.25
2 0.15 0.3 0

−

  

) مقدارY وXاز جدول تابع احتمال توأم دو متغیر .31 )C ov X, Yکدام است؟ )GIS 86 ـ(  
1 (0.25−  
2 (0.15−  
3 (0.15  
4 (0.25  

X
Y

0 1 2

0 0 0.25 0.15
1 0.20 0.35 0.05
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  خواص کوواریانس
)اگر .32 )V ar X ) و=3 )V ar Y ) و=4 )C ov X, Y 1= Zگاه واریانس  باشند، آن− 2X Y 1= −   چقدر است؟+

  )88اقتصاد ـ (  
1 (12  2 (18  3 (20  4 (21  

)مقدار .33 )Cov X Y, X Y−   )87محیط زیست ـ  (  کدام است؟+
1 (( ) ( )Var X Var Y−    2 (( ) ( )Var X Y Var X Y+ − −  
3 (( ) ( )Var X Y Var X Y− − +  4 (( ) ( )Var X Var Y+  

  استقلال متغیرهاي تصادفی
)اگر .34 ) ( )V X Y V X Y+ =  )87 ـ GIS(  صحیح است؟Y وX باشد، کدام بیان براي رابطه بین−

  رابطه غیر خطی) 2    لاستقلا) 1
  .اي وجود ندارد رابطه) 4   رابطه غیر خطی یا استقلال) 3

 توان گفت؟  چه میY وXدر مورد وضعیت متغیرهاي. جدول توزیع دومتغیري زیر مفروض است .35
  )87محیط زیست ـ (  

  

X
Y

1 2 3

1 2 70
20 20 20

101 0 0
20

  

  .  منفی استY وXباشند و همبستگی  به یکدیگر وابسته میY وXتغیر تصادفیدو م) 1
  . مثبت استY وXباشند و همبستگی وابسته می به یکدیگر Y وXدو متغیر تصادفی) 2
  .  وجود نداردY وX نسبت به یکدیگر مستقل هستند و همبستگی بینY وXدو متغیر تصادفی) 3
  . ها وجود دارد  مستقل از یکدیگرند اما همبستگی بین آنY وXدو متغیر تصادفی) 4

  ضریب همبستگی
 )86حسابداري و مدیریت ـ ( رو، کدام است؟  ضریب همبستگی بین دو متغیر در جدول روبه .36

1 (0.3  2 (0.3−  
3 (0.2−  4 (0.2  

x 2 3 4 5 6
y 3 5 1 4 2

  

  )88 ـ GIS (  کدام است؟Y وXضریب همبستگی بین دو صفت .37
1 (1−  2 (0.9−  
3 (0.8−  4 (0.2  

x 2 5 8 11 14
y 12 10 8 6 4

  

)فرض کنید .38 )Var X ) و=8 )Var Y ) و ضریب همبستگی=2 ) 1X ,Y
2

ρ ) باشند، مقدار= )Var X 2Y− برابر 
 )87اقتصاد ـ (  :است با

1 (2  2 (4  3 (8  4 (14  
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 باشد، در این صورت 0.8 و ضریب همبستگی این دو متغیر نیز5 و4 ترتیب بهY وXفرض کنید مقدار واریانس .39
Zمقدار واریانس 2X 4Y=   )86محیط زیست ـ ( :  برابر است با+

1 (96 12.8 20+  2 (96 20+  3 (96  4 (108.8  

XY داراي ضریب همبستگیY وXدو متغیر تصادفی .40 0.25ρ X و= 100µ =،Y 80µ =،X 10σ Y و = 8σ = 
Dواریانس. باشد می 2X Y=   )87محیط زیست ـ (  چقدر است؟ −
1( 384 2( 424 3 (464 4 (474  

  )87محیط زیست ـ ( .....  باشد، به این معنی است که −1ه ضریب همبستگی بین دو متغیرهرگا .41
  . کنند آن دو متغیر ارتباط خطی کامل دارند و در جهت عکس یکدیگر تغییر می) 1
  . کنند آن دو متغیر ارتباط خطی نسبی دارند و در جهت عکس یکدیگر تغییر می) 2
  . کنند دو متغیر ارتباط خطی کامل دارند و در یک جهت حرکت میآن ) 3
  . هیچ ارتباط آماري بین این دو متغیر وجود ندارد) 4

  رگرسیون
  )88حسابداري و مدیریت ـ ( رو، معادله خط رگرسیون کدام است؟   در جدول روبهY وXبراي دو صفت .42

1 (ŷ 0.2x 2.2= +  
2 (ŷ 0.2x 3.8= − +  
3 (ŷ 0.3x 1.8= +  
4 (ŷ 0.3x 4.2= − +  

x 2 3 5 6
y 3 2 4 3

  

  )88ریزي شهري ـ  برنامه ( معادله خط رگرسیون دو متغیر زیر کدام است؟ .43
1 (y 2.6x 0.8= −  
2 (y 2.4x 0.2= −  
3 (y 2.3x 0.1= +  
4 (y 2.2x 0.4= −  

x 1 2 4 5
y 2 4 10 12

  

r برابرn در یک نمونه تصادفی به حجمY وXضریب همبستگی بین .44 2با فرض. باشد  می=0.95 2
x yS S= شیب ،

 )87اقتصاد ـ ( : عبارت است ازx بر رويyخط رگرسیون
1 (0.95  2 (0.90  3 (0.10  4 (0.05  

xyگذرد، اطلاعات براي خط رگرسیون ساده مقیدي که از مبدأ مختصات می .45 480=∑،y  و ∑=16
x   )88اقتصاد ـ ( سیون کدام است؟شیب خط رگر. تایی داده شده است10 بر اساس یک نمونه تصادفی∑=20

1(2.75    2 (1.25  
  .شده کافی نیست اطلاعات داده) 4    0.8)3

y برابر است باx برحسبyفرض کنید برآورد خط رگرسیون .46 2x 4= x*اگر. + 4x=و *y 2y= باشد، در آن 
) کدام است؟y* وx*صورت ضریب همبستگی بین دو متغیر )2 2

x yS 4,S 16=   )88محیط زیست ـ ( =

1 (1 2 (1
2

  3 (0 4 (1−



 

  
  



 

  
  
  
  

  تابع احتمال گسسته
 .  درست است2گزینه  .1

 :ها در تابع احتمال گسسته برابر یک است، یعنی مجموع احتمال

  ( )
4 4

x 0

4
x 2P x 1 1 1 16 3a 1 3a 15 a 5

3a 1 3a 1=

 
 
 = → = → = → = + → = → =

+ +∑ ∑  

  :یادآوري
n 4

n 4

x 0 x 0

n 4
2 2 16

x x= =

   
= → = =   

   
∑ ∑  

 .  درست است4گزینه  .2

  ( ) ( )

X 1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1P x x x x x x x P x 1
1 2 3 4 5 6

=∑  

  ( ) ( )60 30 20 15 12 10 x1 1 1 1 1 60P x 1 x x x x x x 1 1 x
2 3 4 5 6 60 147

+ + + + +
= → + + + + + = → =  → =∑  

  ( ) ( ) ( ) 1 1 1 1 1 1X) P X 2 P X 4 P X 6 x x x x
2 4 6 2 4 6

 = = + = + = = + + = + + 
 

Pزوج (  

1 1 1 60 6 3 2 60 55
2 4 6 147 12 147 147

+ + = + + × = × = 
 

  

  : چون احتمال هر شماره متناسب با وارون آن شماره است، داریم:توجه
1  x×  احتمال هر عدد تاس=  عدد  

  .کند ، تناسب را ایجاد میxکه ضریب ثابت

    هاي تشریحی پاسخ 
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  .  درست است3گزینه  .3
  .کنیم میابتدا جدول توزیع احتمال پرتاب تاس ناسالم را رسم 

  

( ) ( )

( )

( )

x 1 2 3 4 5 6
P x x 2x 3x 4x 5x 6x P x 1

1P x 1 x 2x 3x 4x 5x 6x 1 x
21

x 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6P x
21 21 21 21 21 21

=

= → + + + + + = → =

∑

∑  

  ( ) ( ) ( ) 2 4 6 12 4X) P X 2 P X 4 P X 6
21 21 21 21 7

= = + = + = = + + = Pزوج= (  

  .  درست است2گزینه  .4
  .پردازیم میها در نقطه  کنیم و سپس به محاسبه احتمال میتر  ابتدا تابع احتمال را کمی ساده

  ( ) ( )2
1 1 1 1P X x

x x 1 x x 1x x
= = = = −

+ ++
  

  : داریم،با توجه به اینکه تابع احتمال متغیر گسسته است

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )P 2 X 19 P X 2 P X 3 ... P X 18 P X 19

1 1 1
2 3 3

≤ ≤ = = + = + + = + =

= − +
1 1 1 1...
4 18 19 19

− + + − +
1 1 1 9 0.45
20 2 20 20

− = − = =
  

  .  درست است1گزینه  .5

  ( )
( ) ( )

2 2
i2 2

i i
x 30

x x x 85 85 45 40
n 20

− = − = − = − =
∑∑ ∑  

  : اثبات

  
( ) ( ) 

( )

2 2 2 2 2 2 2 2
i i i i i i

nx
2

i2 2 2
i i

x x x 2x x x x 2x x x x 2nx nx

x
x nx x

n

− = − + = − + = − + =

= − = −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑
  

)  ∑ قوانین:یادآوري )ax by a x b y+ = +∑ ∑ ∑  

  
n

i 1
a na

=

=∑  

i  :دانیم همچنین می. آید  بیرون می∑ک عدد ثابت است و از یx:توجه
i

x
x x nx

n
= → =∑ ∑  
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  تابع چگالی پیوسته
 .  درست است3گزینه  .6

)  .  احتمال در فاصله برابر انتگرال در فاصله است:یادآوري ) ( )
b

a
P a X b f x dx< < = ∫ 

)در فاصله xحدود دقت کنید )است و احتمال خواسته شده در فاصله 1,5( )است بنابراین باید فاصله را به 2,6(  .تغییر دهیم 2,5(

  ( ) ( )
55

2 2

1 x 5 2 3P 2 X 6 P 2 X 5 dx 0.75
4 4 4 4

− < < = < < = = = = =  ∫  

  .  درست است1گزینه  .7
  :مال پیوسته داریمبر قانون اول تابع چگالی احت بنا

  ( )f x dx 1=∫  

  ( )
11 11 1 1

2 2

0 0 0 0

m 1f x dx 1 dx 1 mx dx 1 m 2x 1 2m 1 m
2x

−  
 = → = → = → = → = → =
 
 

∫ ∫ ∫  

  .  درست است4گزینه  .8
)  . مقدار انتگرال روي کل بازه تابع چگالی پیوسته برابر یک است:یادآوري )f x dx 1

+∞

−∞
=∫ 

  2x 2x
0 0

1 1ae dx 1 a e 1 a 1 a 2
2 2

∞∞ − − = → − = → = → =  ∫  

2λشده، تابع چگالی توزیع نمایی با  تابع چگالی دادهدر فصل بعد خواهیم دید که :راه حل تستی )است = )( )xf x e ; x 0−λ=λ > ،
aبنابراین مقدار  2= λ   . است=

  .  درست است4گزینه  .9

)  :تابع چگالی احتمال پیوسته داریمبنا بر قانون اول  )f x dx 1
+∞

−∞
=∫  

  
44 2

1 1

1 x a x a 16 1 a 21 4a dx 1 x 1 4 1 1 1 a
2 2 2 2 2 2 2 2 21

 +   = → + = → + − − = → × = → =         ∫  

  .  درست است3گزینه  .10
)  . مقدار انتگرال روي کل بازه تابع چگالی پیوسته برابر یک است:یادآوري )f x dx 1

+∞

−∞
=∫ 

   :بنابراین داریم

  
20 20 2 2

2 0 2 0

1 1 1 xa x dx a x dx 1 ax x ax 1
4 4 8 8− −

      + + − = → + + − =              
∫ ∫  

  ( )2 22 2 1 1 10 2a 2a 0 1 2a 2a 1 4a 2 a
8 8 2 2 2

    −  − − + + − − = → − + − = → = → =        

  

 حد بالا

 یینحد پا
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  وزیع تجمعیتابع ت
 .  درست است2گزینه  .11

  : عبارت است ازX تابع توزیع تجمعی:یادآوري

  ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x
X

X

F x P X x f x dx

F x f x


= ≤ =


 ′ =

∫  

  :راه حل اول

  ( ) ( ) ( )
T

1TP X T 1 P X T 1 F T 1 1 e e
− −

 
 ≥ = − < = − = − − =
 
 

  

  :راه حل دوم

  ( ) ( )
x
T1f x F x e ; x 0

T
−

′= = >  

  : پس داریم،احتمال در فاصله برابر انتگرال در فاصله است

  ( )
x x T

1T T T
T

T

1P X T e dx e 0 e e
T

∞
− − −∞ −

    
   ≥ = = − = − − =
   

    
∫  

  .  درست است1زینه گ.12

  :یادآوري

)میانه   ) 1F m ; m :
2

= 

  ( )
2

2 2m 4 1 96F m m 4 m 48 4 52 m 52
96 2 2

−
= = → − = → = + = → = +  

  .  درست است2گزینه  .13
  :توان به صورت جدول توزیع احتمال نشان داد تابع توزیع تجمعی را می

  

60 70−  50 60−  40 50− 30 40−  20 30−  10   حدود دسته −20

  فراوانی تجمعی  0.1کمتر از  0.3  0.6  0.8  0.9بیشتر از  1

  ( ) ( ) ( )P X 30 1 P X 30 1 F 30 1 0.3 0.7> = − ≤ = − = − =  
  امید ریاضی گسسته

  .  درست است4گزینه  .14
  : داریم، متغیر تصادفی گسسته استXبا توجه به اینکه

  :راه حل اول

  ( ) ( ) ( ) ( )2 22x 1 1 1E X xP x x 2x x 2 x x
25 25 25

−
= = ⋅ = − = −∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 پایین حد
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  ( )( ) ( )n n 1 2n 1 n n 11 1 5 6 11 5 6 95n 52 3.8
25 6 2 25 3 2 25

+ + +  × × × == ⋅ − − = =   
  

  

  :دومراه حل 

  ( ) ( )
i

i
i i

X 1 2 3 4 5
2x 1 1 3 5 7 9P x P x 1

25 25 25 25 25 25
−

= =∑
  

  ( ) ( ) 1 3 5 7 9 95E X x.P x 1 2 3 4 5 3.8
25 25 25 25 25 25

= = × + × + × + × + × = =∑  

 . درست است4گزینه  .15

  ( ) ( )

X 3 a 10 14
1 3 4P x b P x 1

10 10 10
=∑  

  ( ) 1 3 4 2P x 1 b 1 b
10 10 10 10

= → + + + = → =∑  

  ( ) ( ) 1 3 2 4E X 4 xP x 4 3 a 10 14 4
10 10 10 10

= → = → × + × + × + × =∑  

  3 79 3 39 39a 4 a a 13
10 10 10 10 3

−
→ = − → = − → = = −  

  امید ریاضی پیوسته
 .  درست است4گزینه  .16

  ( ) ( )
11 31 1 1

2 2
0 0 0

0

1 1 1 2 1E X xf x dx x. dx x dx x
2 2 3 32 x

 
 = = = = × =
 
 

∫ ∫ ∫  

 .  درست است3گزینه  .17

  ( ) ( )
33 3

1 1

1 1 27 1 26E X x f x dx x x dx x 2.16
4 12 12 12

+∞

−∞

− = ⋅ = ⋅ = = = =  ∫ ∫  

 . درست است4گزینه  .18
  :با توجه به قانون اول تابع چگالی احتمال متغیر تصادفی پیوسته داریم

  ( )f x dx 1
+∞

−∞
=∫  

  
4 4

2 3

00

1 64 3kx dx 1 k x 1 k 1 k
3 3 64

 = → = → = → =  ∫  

  ( ) ( )
4 4 4

2 4

00

3 3 1 3 4E X xf x dx x . x dx x 3
64 64 4 64 4

+∞

−∞

 = = = = × =  ∫ ∫  
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 خواص امیدریاضی

  .  درست است4گزینه .19
  :راه حل اول

  ( ) ( )
X 1 0 1 2

f x 0.1 0.15 0.5 0.25 P x 1
−

=∑  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

22 2 2 2 2

E X 1 E X 2X 1 E X 2E X 1 1.6 2 0.9 1 0.8

E X x P x 1 0.1 0 0.15 1 0.5 2 0.25 1.6

E X x P x 1 0.1 0 0.15 1 0.5 2 0.25 0.9

 − = − + = − + = − + =



= = − × + × + × + × =


= = − × + × + × + × =


∑
∑

  

  :راه حل دوم

  ( ) ( )
X 1 2 1 0 1
f x 0.1 0.15 0.5 0.25 P x 1

− − −
=∑

  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2E X 1 x 1 f x 2 0.1 1 0.15 0 0.5 1 0.25 0.8− = − = − × + − × + × + × =∑  

 واریانس

  . درست است1گزینه  .20

  ( ) ( )
X 2 0 2 4 5

f x 0.1 0.15 0.3 0.25 0.2 P x 1
−

=∑  

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

2 22

22 2 2 2 2 2

1 1 1 1Var X 2 V ar X V ar X 4.84 1.21
2 2 4 4

V ar X E X E X 10.6 2.4 10.6 5.76 4.84

E X x P x 2 0.1 0 0.15 2 0.3 4 0.25 5 0.2 0.4 0 1.2 4 5 10.6

E X x P x 2 0.1 0 0.15 2 0.3 4 0.25 5 0.2 0.2

   − = = = × =       

= − = − = − =

= = − × + × + × + × + × = + + + + =

= = − × + × + × + × + × = − +

∑
∑ 0 0.6 1 1 2.4










 + + + =

 

  . است درست 4گزینه .21

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 1 ,1 , 2, 2 , 3 , 3

X : 1 2 ,1 , 3 , 2 , 1 , 2 , 2 , 3

2 3 ,1 , 1, 3 I II









1 2 1 2
3 3

  اختلاف شماره دو مهره

)دقت کنید، )P xبراي هر مقدار xآید، یعنی  میدست ه  تعداد حالات مساعد به کل حالات ب تقسیم از( ) ( )
( )

n a
P X a

n S
= = .

)مثلاً براي )P X ) سه حالت مساعد وجود دارد=0 )( )n a ) است9 و کل حالات نیز برابر=3 )( )n S   بنابراین احتمال آن،=9

( ) 3P X 0
9

=   . خواهد شد=



  متغیرهاي تصادفی
  

 

373 
 م

  ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2
22 2

X

2 2 2 2 2

12 8 12 64 44E X E X
9 9 9 81 81

X 0 1 2
3 4 2 8E X x P x 0 1 23 4 2P x 1 9 9 9 9

9 9 9 3 4 2 12E X x P x 0 1 2
9 9 9 9

   σ = − = − = − =   
→ = = × + × + × =



= = × + × + × =


∑
∑

  

 .  درست است4گزینه  .22

  
( ) ( ) ( )

X 1 1 3 5

P x f x 0.2 0.3 0.4 0.1 P x 1

−

= α = =∑
  

 دانیم که در تابع احتمال گسسته  می و استشده استفاده F ازfدقت کنید که به اشتباه در صورت سؤال به جاي
( ) ( )P x f x=بنابراین،ها برابر یک است  و مجموع احتمال α برابر است با:  

  ( ) ( )P x f x 1 0.2 0.3 0.1 1 0.4= = → + + α + = → α =∑ ∑  

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22

22 2 2 2 2

V ar X E X E X 6.6 1.8 3.36

E X x P x 1 0.2 1 0.3 3 0.4 5 0.1 6.6

E X x P x 1 0.2 1 0.3 3 0.4 5 0.1 1.8

 = − = − =


 = = − × + × + × + × =

 = = − × + × + × + × =

∑

∑

  

 خواص واریانس

 . درست است2گزینه  .23

  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2E X 2 E X 4X 4 E X 4E X 4 3.5 4 1.5 4 1.5

Var 2X 1

− = − + = − + = − × + =

− + ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0
2

2 22 2 2

55 2 V ar X 5 V ar X
4

5V ar X E X E X E X 1.5 E X 1.25 2.25 3.5
4





    = → − = → =    

 = − → = − → = + =


  

  .  درست است1گزینه  .24

  
V ar aX b+( ) 22

X0
a V ar 2X 1= σ → − +( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
X X0

2 22 2
X

2 4 4 3.75 15

E X E X 24 4.5 3.75

 = − σ = σ = × =


σ = − = − =
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 تابع چگالی توزیع توأم 

 .  درست است2گزینه  .25

  

X
Y

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2

0 1 P y

1 2 30 6 4 410 10 10 E X x P x 0 1
10 10 102 2 41 3 4 3 1610 10 10 E Y y P y 0 1 2
10 10 10 103 32 0

10 10
6 4P x 1

10 10

 = = × + × =⇒ 
 = = × + × + × =


∑
∑

  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 4 16 20E R E X Y E X E Y 2 E R 2
10 10 10

= + = + = + = = → =  

  محاسبه کوواریانس
 .  درست است2گزینه  .26

  . صفر نیستY وX کوواریانس،هرگاه در جدول توزیع احتمال توأم مقدار احتمال صفر وجود داشته باشد

  

X
Y

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

E XY xyf x , y 0 1 0 0 3 0.3
0 1 2 f y

1 1 0.1 1 3 0.4 2 1 0.2 2 3 0 1.7

1 0 0.1 0.2 0.3
E X xf x 0 0.3 1 0.5 2 0.2 0.93 0.3 0.4 0 0.7

f x 0.3 0.5 0.2 1
E Y yf y 1 0.3 3 0.7 2.4

 = = × × + × ×

 + × × + × × + × × + × × =
⇒ 

= = × + × + × =


 = = × + × =

∑

∑

∑

  

  ( ) ( ) ( ) ( )C ov X, Y E XY E X E Y 1.7 0.9 2.4 0.46= − = − × = −  

 .  درست است1گزینه  .27

  

Y
X

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 4 P x 1 1 15E XY xy P x , y 5 1 5 4 5
3 6 3

1 1 10 1 1 56 3 2 E X x P x 0 5
2 2 21 1 15

3 6 2 1 1 5E Y y P y 1 41 1 2 2 2P y 1
2 2

5 5 5C ov X, Y E XY E X E Y 5
2 2 4

 = = × × + × × = =

⇒ = = × + × =


 = = × + × =


= − = − × = −

∑

∑

∑
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 .  درست است3گزینه  .28

  

Y
X

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

E XY xyf x , y 0 0 0.2 0 1 0.3 0 2 0.1

0 1 2 f x 1 0 0.1 1 1 0.2 1 2 0.1 0.4

0 0.2 0.3 0.1 0.6
E X xf x 0 0.6 1 0.4 0.41 0.1 0.2 0.1 0.4

f y 0.3 0.5 0.2 1
E Y yf y 0 0.3 1 0.5 2 0.2 0.9

C ov 2X ,3Y 2 3Cov X, Y 6Cov X, Y 6

 = = × × + × × + × ×

 + × × + × × + × × =
⇒ 

= = × + × =


 = = × + × + × =

= × = =

∑

∑

∑

( ) ( ) ( ) ( )E XY E X E Y 6 0.4 0.4 0.9 0.24 − = − × = 

  

 .  درست است1گزینه  .29

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

11 22
1 1

11 43 3 4
1 1

2 2 2 3 2 2C ov X , Y C ov X , X E XX E X E X E X E X E X 0 0 E X 0

1 1 1E X x dx x 1 1 0
2 4 4

1 1 1E X x dx x 1 1 0
2 8 8

− −

− −

= = − = − = − × =



  = = = − − =    

  = = = − − =   

∫

∫

  

)اگر :نکته )f xگاه  تابعی فرد باشد، آن( )
a

a
f x dx 0

−
=∫.  

  : داراي توزیع یکنواخت پیوسته است که در اینجاXپیوسته یک عدد باشد، هرگاه تابع چگالی :توجه

  ( ) ( ) ( )1 1 1 a b 1 1f x ; a 1 , b 1 E X 0
b a 1 1 2 2 2

+ − +
= = = = − = → = = =

− − −
  

 .  درست است1گزینه  .30

X
Y

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

x y

x

y

E XY xyf x , y 1 2 0.1 1 0 0.2 1 3 0.25

2 0 3 f y
2 2 0.15 2 0 0.3 2 3 0 0.05

1 0.1 0.2 0.25 0.55 E X xf x 2 0.25 0 0.5 3 0.25 0.25
2 0.15 0.3 0 0.45

f x 0.25 0.5 0.25 1 E Y yf y 1 0.55 2 0.45 1.45

 =  = × − × + × × + × ×

−  + × − × + × × + × × = −⇒  = = − + × + × =

 = = × + × =


∑∑

∑

∑

  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )Cov X , Y E XY E X E Y 0.05 0.25 1.45 0.4125= − = − − = −  
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 .  درست است2گزینه  .31

  

X

Y
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 1 2 P y E XY xyP x, y 1 1 0.35 1 2 0.05 0.45

0 0 0.25 0.15 0.4 E X xP x 1 0.6 2 0.2 1

1 0.2 0.35 0.05 0.6
E Y yP x 1 0.6 0.6

P x 0.2 0.6 0.2 1

= = × × + × × =



⇒ = = × + × =

 = = × =

∑

∑

∑

  

  ( ) ( ) ( ) ( )C ov X, Y E XY E X E Y 0.45 1 0.6 0.15= − = − × = −  
  خواص کوواریانس

  .  درست است3گزینه  .32
  ( ) ( ) ( )V ar X 3 , V ar Y 4 , C ov X, Y 1= = = −  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

22

0
V ar Z V ar 2X Y 1 2 V ar X 1 V ar Y 2 2 1 Cov X, Y

4 3 1 4 4 1 12 4 4 20

 
= − + = + − + − 

 
= × + × − × − = + + =

  

  .  درست است1گزینه  .33
  ( ) ( ) ( ) ( )Cov X Y, X Y Cov X,X Cov X,Y Cov Y,X− + = + − ( ) ( ) ( )Cov Y,Y V ar X V ar Y− = −  

  استقلال متغیرهاي تصادفی
  .  درست است3گزینه  .34

  
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
X Y

2 2
X Y

Var X Y Var X Y
Var X Y 2Cov X,Y

Cov X,Y Cov X,Y
Var X Y 2Cov X, Y

+ = −
 + = σ + σ + → + = −
 − = σ + σ −

  

  .شود که کوواریانس آن دو متغیر صفر باشد یانس دو متغیر با هم برابر میتنها وقتی مثبت و منفی کووار
  Xو Y ند یا رابطه غیرخطی دارندا یا مستقل.( )C ov X, Y 0= →  

  .  درست است1گزینه  .35
 مستقل نیستند، پس دو Y وXگیریم  نتیجه میY وX احتمال توأم با توجه به وجود احتمال توأم صفر در جدول:یادآوري

  . را محاسبه کنیم تا گزینه درست مشخص شودY وXحال باید کوواریانس. شوند  به راحتی حذف می4 و 3گزینه 

  

X
Y

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 P y 10E XY x y P x, y 1 2 1
20

1 2 7 100 1 12 7 4620 20 20 20 E X x P x 1 2 3
20 20 20 2010 101 0 0

20 20 10 10 10E Y y P y 0 11 12 7 20 20 20P x 1
20 20 20

 = = × × =

⇒ = = × + × + × =


 = = × + × =


∑∑

∑

∑

  

  ( ) ( ) ( ) ( ) 10 46 3C ov X, Y E XY E X E Y 1
20 20 20

= − = − × = −  
  .دارند) معکوس( همبستگی خطی منفی Y وXگیریم که  نتیجه میY وXبا توجه به منفی شدن کوواریانس
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  ضریب همبستگی
 .  درست است2گزینه  .36

  : در جدول مورد نظر اعداد صحیح هستندyو xبا توجه به آنکه

  
i

i

x 20x = 4
n 5
y 15y = 3

n 5


= =


 = =

∑

∑
  

 :استتر  ه مناسب زیر از نظر سادگی در محاسبرابطهکارگیري  به

  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2x x y y x x y yx y x x y y
0 4 02 3 2 0 2 1 43 5 1 2 0 0 44 1 0 2 1 1 15 4 1 1 2 4 16 2 2 1

3 10 10

− − − −
− −
− −
− →

−

−
−

= − = =∑ ∑ ∑

  

  ( )( )

( ) ( )
XY 2 2

x x y y 3r
10x x y y

− − −
= =

− −

∑
∑ ∑

  

 .  درست است1گزینه  .37
  : در جدول مورد نظر اعداد صحیح هستندyو xبا توجه به آنکه 

  
i

i

x 40x = 8
n 5
y 40y = 8

n 5


= =


 = =

∑

∑
  

 :استتر  ظر سادگی در محاسبه مناسب زیر از نرابطهکارگیري   به

  

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( )

2 2

XY 2 2

x x y y x x y y
x y x x y y 24 36 16
2 12 6 4 6 9 4
5 10 3 2 0 0 0
8 8 0 0 6 9 4

11 6 3 2 24 36 16
14 4 6 4

60 90 40

x x y y 60r 1
3 2 10x x y y

− − − −
− − −
− −
−

→
−

− −
−

= − = =

− − −
= = = −

× ×− −

∑ ∑ ∑
∑

∑ ∑

  

 .  درست است3گزینه  .38
  :یادآوري

  ( ) ( )2 2 2 2
X YV ar aX bY a b 2abCov X, Y+ = σ + σ + 
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)بنابراین باید ابتدا )C ov X, Y محاسبه کنیم را:  

  

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2
YX

X ,Y
X Y

2 2
X Y

V ar X 2Y 2 2 1 2 C ov X , Y 8 4 2 4 2 8

C ov X , Y C ov X , Y1 C ov X , Y 2
2 8 2

8 , 2

 − = σ + − σ + − = + × − × =


 ρ = → = → = σ σ

 σ = σ =

 

  .  درست است1گزینه  .39

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

X,Y
X Y

Var Z Var 2X 4Y 2 Var X 4 Var Y 2 2 4 Cov X, Y

4 4 16 5 16 0.8 20 16 80 12.8 20 96 12.8 20

Cov X, Y C ov X, Y
r 0.8 Cov X ,Y 0.8 20

4 5

= + = + +

             = × + × + × = + + = +

= → = → =
σ σ

  

  .  درست است1گزینه  .40

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

22

2 2

X,Y
X Y

Var D V ar 2X Y 2 V ar X 1 V ar Y 2 2 1 Cov X, Y

4 10 1 8 4 20 400 64 80 384

Cov X, Y Cov X, Y
0.25 Cov X, Y 20

. 10 8

= − = + − + −

              = × + × − × = + − =

ρ = → = → =
σ σ ×

  

  .  درست است1گزینه  .41
  :یادآوري

0)در یک جهت(و مستقیم ) نسبی(همبستگی خطی ناقص    r 1< <    →  
r)در یک جهت(همبستگی خطی کامل و مستقیم    1= +        →  

1)در جهت عکس(همبستگی خطی ناقص و معکوس    r 0− < < →  
r)در جهت عکس(همبستگی خطی کامل و معکوس    1= −       →  

r.رابطه خطی وجود ندارد   0=         →  

  رگرسیون
  .  درست است1گزینه  .42

  :نظر اعداد صحیح هستند در جدول مورد yو xبا توجه به آنکه

  
i

i

x 16x = 4
n 4
y 12y = 3

n 4


= =


 = =

∑

∑
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 :استتر   زیر از نظر سادگی در محاسبه مناسبرابطهکارگیري  به

  

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )
( )

2

2

x x y y x x
x y x x y y

0 4
2 3 2 0

1 1 x x y y 2b3 2 1 1
101 1 x x

5 4 1 1
0 4

6 3 2 0
2 10

− − −
− −

−
− −

⇒ ⇒ = =− −
−

= =

∑
∑

∑ ∑

  

)حال با توجه به این نکته که خط رگرسیون همواره از نقطه )x , yداریم،گذرد  می :   
  : a y bx a 3 0.2 4 3 0.8 2.2= − → = − × = − yأعرض از مبد= a bx= +    →     

 .  درست است1گزینه  .43

  :در جدول مورد نظر اعداد صحیح هستندyو xازانجاکه

  
i

i

x 12x = 3
n 4
y 28y = 7

n 4


= =


 = =

∑

∑
  

 :استتر   زیر از نظر سادگی در محاسبه مناسبرابطهکارگیري  به

  

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )
( )

2

2

x x y y x x
x y x x y y

10 4
1 2 2 5

3 1 x x y y 26b 2.62 4 1 3
103 1 x x

4 10 1 3
10 4

5 12 2 5
26 10

− − −
− −

− −
− −

⇒ ⇒ = = =− −
−

= =

∑
∑

∑ ∑

  

)حال با توجه به این نکته که نقطه )x , yداریم،گذرد  همواره از خط رگرسیون می :  
  ( ): a y bx 7 2.6 3 0.8= − = − × = yعرض از مبدأ− a bx= + →  

  ˆ ˆ: y a bx y 2.6x 0.8= + → =   خط رگرسیون−

 .  درست است1گزینه  .44

  بطه شیب خط و ضریب همبستگی را:یادآوري

  
2 2
y x

y x

y

x

S S
S S

S
b r b r 0.95

S
=
== × → = =  
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  .  درست است3گزینه  .45
 أ صفر بودن عرض از مبدبه معنايگذرد و این   خط رگرسیون از مبدأ مختصات می است که در صورت سؤال گفته شده:توجه
)است )0α yصورت  خط رگرسیون به، در این صورت= x= β خواهد بود.  

) خط رگرسیون برآوردشده همواره از نقطه:یادآوري )x , yگذرد  می.  
  y a bx= +  

  :بنابراین

  ( )x , y 16 20 1.6ŷ bx y bx b b 0.8
10 10 2

= → = → = × → = =  

  .  درست است1گزینه  .46
  :ص ضریب همبستگی داریمبا توجه به خوا

  X,Y) r 1= * وXهاي ضرب علامت+ * 4X,2YX ,Y
r r (Y= =  

  x
X,Y

y

S 4r b 2 1
S 16

= = × =  

  



 

  
  
  
  

  تابع احتمال گسسته
  باشد، کدام است؟2 برابرXاحتمال اینکه حداقل.  به صورت جدول زیر استXتوزیع احتمال متغیر .1

1 (1
8

  2 (5
8

  

3 (8
11

  4 (11
16

  ( )

X 0 1 2 3

1 1 1P X x a
16 4 4

=
  

  تابع چگالی پیوسته

)ی پیوسته با تابع چگالی احتمال یک متغیر تصادفXهرگاه .2 ) 23 1f x x k
2 2

= 0  وقتی+ x 1<  و در جاي دیگر >
  چقدر است؟ kبرابر صفر باشد، مقدار

1 (1  2 (2  3 (2
3

  4 (3
2

  

9Pمقدار.  به صورت زیر استXتابع چگالی احتمال متغیر تصادفی .3 X 4
4

 ≤ ≤ 
 

   کدام است؟

1 x 9≤ ≤  1 (1
2

  2 (1
4

 

3 (1
8

  4 (3
8

  سایر نقاط 
( )

1 ;
f x 4 x

0 ;


= 


  

) تنها مقادیر غیرمنفی را با تابع چگالی احتمالXاگر متغیر پیوسته .4 ) xf x e  X اختیار کند، احتمال اینکه =−
 : را بگیرد، برابر است با3 تا1مقداري بین

1 (0.2325  2 (0.3181  3 (0.1353  4 (0.4650  

    خودآزمایی 
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  تابع توزیع تجمعی 
)اي تابع توزیع تجمعی زیر باشد، مقدار دارXاگر متغیر تصادفی .5 )P 1 X 3≤    کدام است؟>

1 (1
3

  2 (1
6

  

3 (1
4

  4 (5
6

  
  

( )

0 x 1
1 1 x 2
2F x
5 2 x 3
6
1 x 3

<

 ≤ <
= 
 ≤ <

 ≥

  

  امید ریاضی گسسته
 Hرو نشدن.  داراي دو امتیاز استH داراي یک امتیاز و رو شدن دوHسکه سالم، رو شدن یکدر پرتاب دو  .6

 چند امتیاز منفی داشته باشد تا امید ریاضی این بازي برابر صفر شود؟ 
1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

 تومان به صورت 5000جدول توزیع احتمال فروش نوعی کالا توسط یک شخص در روز با سود هر واحد معادل .7

( )
X 0 1 2 3

f x 0.1 0.4 0.3 0.2
 تومان است، امید ریاضی سود 2000زانه برابر مبلغ ثابتهاي فروش رو  و کل هزینه

  خالص فروش هر روز چند تومان است؟ 
1 (8000  2 (7000  3 (6000  4 (5000  

  : به صورت زیرXصادفیبراي توزیع احتمال متغیر ت .8

  
( )

X 1 2 3 4

P x 0.15 b 0.25 c
  

  اي برقرار است؟   چه رابطهc  وb بین.  است2.7 شده برابر امید ریاضی محاسبه
1 (b c≠  2 (b c<  3 (b c=  4 (b c>  

دهد با واحد تومان  ریزیم و معادل عددي که تاس نشان می را می) وجهی منتظم مکعب شش(در یک بازي، تاسی  .9
جمع جبري امید ریاضی (براي پرتاب هر بار تاس چند تومان باید بپردازیم تا بازي عادلانه باشد؟ . گیریم جایزه می

 .) برد و باخت مساوي صفر شود
1 (3.5  2 (3  3 (6  4 (7  

  امید ریاضی پیوسته

) با توزیع Xاگر .10 ) x 1f x : 0 x 3
6 12

= + ≤ ≤


  کدام است؟ X متغیر تصادفی پیوسته باشد، امید ریاضی

1 (9
8

  2 (3
2

  3 (15
8

  4 (1  
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  خواص امید ریاضی
Yصادفی داراي توزیع احتمال به صورت زیر باشد، امید ریاضی متغیر تXاگر متغیر تصادفی .11 5X 2=  کدام −

  است؟ 
1 (6  2 (5  
3 (5.6  4 (6.7  ( )

X 0 1 2

f x 0.1 0.2 0.7
  

  واریانس
)شد که در آن یک متغیر تصادفی باXهرگاه.12 )P X c 1= ) مقدار ثابت باشد،c و= )E Xو ( )Var X به ترتیب 

 کدام است؟ 

1 (0 , 1  2 (0 , c  3 (c , 1  4( 2c , c  

k یک متغیر تصادفی باشد که مقادیرXفرض کنید .13 3 2...,2 ,..., 2 , 2 ) را با احتمال2, ) ( )k
k k

1P x P 2
2

= = 
 هاي زیر درست است؟  یک از گزاره در این صورت کدام. اختیار کند

  . است1، برابر باXواریانس) 2   . است1، برابر باXمیانگین) 1
  . است2انحراف معیار برابر با ) 4  .میانگین قابل محاسبه نیست) 3

  : اانحراف معیار توزیع احتمال زیر برابر است ب .14
1 (0.8  2 (0.9  
3 (1  4 (1.5  ( )X

X 0 1 2 3
f x 0.1 0.3 0.4 0.2  

  خواص واریانس 

)اگر .15 ) ( )2E X 12 , E X 3.4= 1V باشد، = X 3
2

 − + 
 

   چقدر است؟
1 (0.11  2 (0.12  3 (0.13  4 (0.16  

  تابع چگالی توزیع توأم 
   کدام است؟Yاي احتمالات حاشیه. تابع احتمال توأم زیر را در نظر بگیرید .16

  

Y
X

0 10

1 12
6 3
1 12
3 6

−  

1 (( )

Y 0 10
1 1f y
6 3

  2 (( )

Y 0 10
1 1f y
3 6

  

3 (( )

Y 0 10
1 1f y
2 2

  کدام هیچ) 4  
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)در سؤال قبل، .17 )P Y X>  است؟کدام 

1 (1
6

  2 (1
3

  3 (1
2

  4 (2
3

  

)تابع  .18 ) 2f x , y ax y= 0 که در آن x 1≤ 0 و > y 1≤ ) و در سایر نقاط > )f x , y به ازاي کدام مقدار . =0
a یک تابع چگالی است؟   
1 (2  2 (4  3 (6  4 (8  

  تابع احتمال شرطی

).تابع احتمال توأم زیر را درنظر بگیرید.19 )P Y 10 X 2=    کدام است؟=

1 (1
6

  2 (1
3

  

3 (1
2

  4 (1  

Y
X

0 10

1 12
6 3
1 12
3 6

−  

  محاسبه کوواریانس 
).تابع احتمال توأم زیر را درنظر بگیرید .20 )E X Yکدام است؟   

1 (3
10

  صفر) 2  

3 (10  4 (10
3

−  

Y
X

0 10

1 12
6 3
1 12
3 6

−  

  است؟ در سؤال قبل، کوواریانس کدام.21

1 (3
10

  2 (10
3

  3 (10
3

  صفر) 4  −

   رابطه زیر صادق است؟ در تابع احتمال زیر، کدام .22

1 (( ) ( )E X Y E X+ =  
2 (( ) ( )E X Y E Y+ =  
3 (( ) ( )E X Y E XY+ =  
4 (( ) ( ) ( )E X Y E X E Y+ = −  

Y
X

0 10

1 12
6 3
1 12
3 6

−  
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  نس بین دو متغیر کدام است؟کوواریا.  به صورت جدول زیر استY وXتابع احتمال توأم دو متغیر تصادفی .23

1 (0.48  
2 (0.52  
3 (0.26−  
4 (0.34−  

X
Y

1 2 3

0 0.2 0.1 0.3

2 0.15 0.25 0

  

  خواص کوواریانس

)اگر  .24 ) 1V X
2

) و = ) 2V Y
3

)و = ) 5V X Y
6

+  گاه کدام عبارت درست است؟  باشد، آن=

1 (( ) 1Cov X , Y
3

=    2 (( ) 1Cov X , Y
2

=  

3( ( ) 1Cov X , Y
6

= −    4 (( ) 1Cov X , Y
4

= −  

  کدام است؟) از راست به چپ( به ترتیب Y و واریانسXواریانس. تابع احتمال توأم زیر را درنظر بگیرید .25

1 (5 , 0  
2 (25 , 0  
3 (5 , 4  
4 (25 , 4  

Y
X

0 10

1 12
6 3
1 12
3 6

−  

)در سؤال قبل، .26 )V X Y−کدام است؟  

1 (29  2 (21  3 (77
3

  4 (107
3

  

  استقلال متغیرهاي تصادفی
  یک از عبارات زیر نادرست است؟ کدام .27

  . ناهمبسته هستندY وXگاه  مستقل باشند، آنY وXاگر دو متغیر تصادفی) 1
  .اند  نیز مستقل′B وAگاه شند، آن  مستقل باB وAاگر دو پیشامد) 2
 .اند گاه مستقل  دو پیشامد جدا از هم باشند، آنB وAاگر) 3
  . بر هم عمودندY وXگاه باشد، آن صفر X ناهمبسته بوده و متوسطY وX اگر) 4

rاگر .28   .………توان گفت دو متغیر   باشد، می=0
  .ها ضعیف است همبستگی آن) 2    .همبستگی با هم ندارند) 1
  .ها غیرخطی است همبستگی آن) 4  .همبستگی خطی با هم ندارند) 3

  ضریب همبستگی
y به صورتx نسبت بهyاگر معادله خط رگرسیون .29 2x b= − y و+ xSS 4SS= باشد، ضریب همبستگی بین x 

  کدام است؟ yو 
1 (1  2 (0.9  3 (1−  4 (0.9−  
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3اگر .30 2 1X , X , X 1 متغیرهاي تصادفی با میانگین صفر و واریانس یک و دو به دو ناهمبسته باشند و 2 3U=X +X +X 
1Vو X=ضریب همبستگی بین ،Uو Vچقدر است؟   

1 (2
2

  2 (2
2

−  3 (3
3

  4 (3
3

−  

Uفیاگر در متغیرهاي تصاد .31 X Y= V و+ a X Y= 2 که− 2
X Y 1σ =σ  0.8 برابر Y وX بوده، ضریب همبستگی=

 : برابر است باa باشند، مقدارناهمبسته V وUباشد و

1 (1  2 (1
2

−  3 (1
2

  4 (1−  

ŷ تایی برآوردشده، به صورت8اي معادله خط رگرسیون که باتوجه به نمونه .32 5 2 x= −  گزینه  کدام.  است+
 تواند ضریب همبستگی آن باشد؟ نمی

1 (0.45  2 (0.90−  3 (0.95  4 (0.85  

  یک از این موارد برابر است؟ کدامهاي زیر با  ضریب همبستگی داده .33
1(7

2 10
−  2( 7

2 13
−  

3 (7
2 10

  4 (7
2 13

  

x 5 7 9
y 20 15 13  

  ضریب تعیین
توان گفت همبستگی دو متغیر اول   باشد، می0.3ن دو متغیر دیگر و بی0.6اگر ضریب همبستگی بین دو متغیر .34

 تر از دو متغیر دوم است؟ چند برابر قوي
  نه برابر) 4  چهار برابر) 3  سه برابر) 2  دو برابر) 1

  رگرسیون
 :گیري اطلاعات زیر در دست است از یک نمونه .35

  XY X Yr 0.9 , 2 , 8 , y 6 , x 3= σ = σ = = =  
  گرسیون کدام است؟ معادله ر

1 (ŷ 0.6 1.8x= +  2 (ŷ 1.2 1.8x= +  3 (ŷ 0.6 1.8x= − +  4 (ŷ 1.2 1.8 x= −  

iطه، رابY وX زوج مقادیر10در یک آزمایش از .36 ix y 30= =∑  برقرار بوده و معادله خط رگرسیون به ∑
yصورت 9 x= − + βمقدار شیب این خط، چقدر است؟.  است  

1 (4 2 (3 3( 4− 4 (3−  

  یک از این موارد برابر است؟ ب خط رگرسیون با کدامشی .37
1 (1.00−  2 (1.75−  
3 (2.00−  4 (2.75−  

x 5 7 9
y 20 15 13  

)در سؤال قبل، عرض از مبدأ .38 )aم است؟ کدا 
1 (10.25  2 (18.25  3 (28.25  4 (38.25
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  مقدمه
) متغیر تصادفیتوانیم که میکند   وضعیتی را ایجاد میپیوسته یا گسستهر آزمایش آماري با فضاي نمونه ه )X و تابع 

)احتمال )( )f x آن تعریف کنیمبر اساس را .  

بندي کرده و براي هر کدام یک تابع  ها را دسته  آن،ته و پیوستههاي مختلف گسس در این فصل سعی داریم ضمن بررسی آزمایش
  .بپردازیم…   واحتمال معرفی کنیم و به تحلیل آن و یا محاسبه امید ریاضی و واریانس و تقریب

  

  توابع پیوسته    توابع گسسته

)  یکنواخت) 1 )1 2 NDU x , x , , x    1 (یکنواخت  ( )U a, b  

)  برنولی) 2 )B 1, p یا ( )Bin 1,p    2 (نمایی  ( )Exp λ  یا( )E λ  

)  اي دوجمله) 3 )B n, p یا ( )Bin n, p    3 (گاما  ( )r ,Γ λ یا ( )G r ,λ  

)  اي چندجمله) 4 )1 2 1 2MN n ,n ,..., p , p )  نرمال) 4    ..., )2N ,µ σ  

)  اي منفی دوجمله) 5 )NB r , p    5) (دو یا خی دو - کاي(  ( )
2

nχ  

)  هندسی) 6 )G p یا ( )Ge p    6 (t  استیودنتـ  ( )nt  

)  فوق هندسی) 7 )HG N ,k , n    7 (کوشی  ( )C ,µ σ  

)  پواسون) 8 )P λ    8 (F) فیشر (  
1 2n ,nF  

  

 فصل
4  هاي گسسته و پیوسته توزیع
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  (Discrete Uniform Distribution)توزیع یکنواخت گسسته
   کدام است؟X نتیجه پرتاب یک تاس به صورت زیر باشد، امید ریاضی و واریانسX متغیر تصادفیاگر): درك مطلب(مسئله 

  ( ) 1f x ; x 1, 2,...,6
6

= = 

Nشانس  وضعیت همN بتواند به یکی ازxاگر نتیجه انجام آزمایشی مانند: مقدمه 1x ,..., xگاه   آن، با احتمال یکسان منجر شود

1 به صورت زیر برابرixهاي احتمال وقوع هر یک از وضعیت
N

  :است 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 N
N P x ... P x

i 1 2 N i
i 1

1P x 1 P x P x ... P x 1 P x ; i 1,2,.., N
N

= =

=
= → + + + = → = =∑  

) مقدار مختلفN بتواندXکه متغیر تصادفی یکنواخت گسسته درصورتی :تعریف )N 2 1x ,..., x , x را با 

1هاي برابر احتمال
N

  . استیکنواخت گسستهع  داراي توزیXگاه  اختیار کند، آن

  
( ) ( )

1 2 N

1 2 N

X x x x
1f x ; x x , x , , x1 1 1f x N

N N N
→ = =





  

  

  پارامترهاي توزیع
به صورت  است و N باشد، پارامتر آنX مقدار ازN داراي توزیع یکنواخت گسسته باXهرگاه متغیر تصادفی

( )1 2 NX DU x , x , , x  شود نمایش داده می.  
  

)  ixاحتمال وقوع هر یک از مقادیر   ) 1 N
1P x ; x x ,..., x
N

=   تابع احتمال=

)  ixمتوسط مقادیر    ) i
X

x
E X

N
µ = =  امید ریاضی∑

  )میانگین (

)  ixس مقادیر واریان   )2 22
i ii2

X
xx x

N N N

 − µ
 σ = = −
 
 

∑∑   واریانس∑

  ( )2
i

X
x

N

− µ
σ =

  انحراف معیار∑

  ( )
( )
( )

t Nt

X t

e 1 e
M t

N 1 e

−
=

−
  تابع مولد گشتاور
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  حالات خاص
1 متغیر تصادفی یکنواخت گسستهاگر) الف Nx x ,..., x= به صورت x 1, 2,..., N=گاه ، آن در نظر گرفته شود:  

  

  تابع احتمال  )میانگین(امید ریاضی   واریانس  انحراف معیار

2

X
N 1

12
−

σ =  
2

2
X

N 1
12

−
σ =  ( )X

N 1E X
2
+

µ = =  ( ) 1P x
N

x 1,2 ,..., N

=

=
  

1 متغیر تصادفی یکنواخت گسستهاگر) ب 2 Nx x , x ,..., x= با قدرنسبت( به صورت یک تصاعد حسابیd ( صورتبه 
( )1 1 1x x , x d ,..., x N 1 d= + +   :گاه  مطرح شود، آن−

  

  تابع احتمال  )میانگین(امید ریاضی   واریانس  انحراف معیار

2
2

X
N 1d

12
−

σ = ⋅  
2

2 2
X

N 1d
12

−
σ = ⋅  ( ) 1 N

X
x x

E X
2
+

µ = =  ( )

( )1 1 1

1P x
N

x x , x d,.., x N 1 d

=

= + + −
  

  

 :)درك مطلب(حل مسئله 

  :خواهیم داشت) الف(با توجه به حالت خاص 

  N 1 6 1 3.5
2 2
+ +

µ = = =  

  
2 2

2 N 1 6 1 35
12 12 12

− −
σ = = =  

  : به صورت مقابل توزیع شده باشدXاگر کمیت تصادفی 1 مثال

x 1,2,3, 4,5,6,7,8,9=  

  سایر نقاط
( )

1 ;
f x 9

0 ;


= 


  

 )84اقتصاد ـ (  :میانگین و واریانس آن برابر است با

1 (( ) ( )81 9V X , E X
12 2

= =  2 (( ) ( )20V X , E X 5
3

= =  

3 (( ) ( )12V X , E X 5
3

= =  4 (( ) ( )9 71V X , E X
12 10

= =  

 .  درست است2گزینه  : حل
  :داریم) الف(حالت خاص با توجه به 

  
( )

( )
2 2

N 1 9 1E X 5
2 2

N 1 9 1 80 20V X
12 12 12 3

+ + = = =


− − = = = =
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 : به صورت زیر باشدXاگر تابع یکنواخت متغیر تصادفی گسسته 2 مثال

   کدام است؟Xمیانگین و واریانس
( ) 1f x

5
x 2,6,10,14,18

 =

 =

  

1 (5 , 10  2 (32 , 10  3 (20 , 64  4 (16 , 8  
 .  درست است2گزینه  : حل
1 یک تصاعد حسابی با ،شود مشاهدات طورکه دیده می همان Nx 2, x 18, N 5, d 4= = = دهند، بنابراین با   را تشکیل می=

  :داریم) ب(توجه به حالت خاص 

  1 Nx x 2 18 10
2 2
+ +

µ = = =  

  
2 2

2 2 2N 1 5 1d 4 32
12 12

− −
σ = ⋅ = ⋅ =  
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  آزمایش برنولی
» شکست«یا » موفقیت« فقط و فقط به یکی از دو پیشامد ،آمده از دفعات قبلی دست اگر هر بار انجام آزمایش، مستقل از نتایج به

)با احتمال ثابت )pیا ( )q 1 p= ، Xو به متغیر تصادفی» آزمایش برنولی«ها   آزمایش اینگاه به هر یک از  منجر شود، آن−
) در هر بار انجام آزمایشتعداد موفقیت )x  .شود نسبت داده می» توزیع برنولی«، =0,1

  هاي حاصل از آزمایش برنولی توزیع
 را انجام دهیم یا آن را با توجه به هدف مورد نظر به صورت مستقل تکرار کنیم، pوفقیتهرگاه یک آزمایش برنولی با احتمال م

  :شود یکی از چهار توزیع زیر حاصل می

  )اي دونقطه( توزیع برنولی -1
  . باشد1 یا0تواند هاي حاصل است که می هدف، بررسی تعداد موفقیت. دهیم آزمایش برنولی را یک بار انجام می

  . بار پرتاب سکه1مانند، تعداد خط در

  )باینم(اي   توزیع دوجمله-2
n تواند  حاصل است که میهاي هدف، بررسی تعداد موفقیت. کنیم بار به صورت مستقل تکرار می nآزمایش برنولی را , , 1, 0 باشد.  

 . بار پرتاب سکهnمانند، تعداد خط در

nاي است، وقتی  توزیع برنولی حالت خاصی از توزیع دوجمله*   . باشد=1

  )اسکالپ(اي منفی   توزیع دوجمله-3
هدف، بررسی تعداد آزمایش لازم است که . امین موفقیت برسیمrکنیم تا به قدر تکرار می آزمایش برنولی را به صورت مستقل آن

,تواند  می r 1, r+باشد .  
  .ن خطامی rمانند، تعداد پرتاب سکه براي رسیدن به

   توزیع هندسی-4
هدف، بررسی تعداد آزمایش لازم است که . کنیم تا به اولین موفقیت برسیم قدر تکرار می آزمایش برنولی را به صورت مستقل آن

,تواند می 2 ,1باشد .  
  .مانند، تعداد پرتاب سکه براي رسیدن به اولین خط

rاي منفی است، وقتی ع هندسی حالت خاصی از توزیع دوجمله توزی*   . باشد=1

  pبا احتمال ثابت) مورد نظر سؤال(وقوع پیشامد مطلوب : »موفقیت« :نکته
qبا احتمال ثابت) مورد نظر سؤال(عدم وقوع پیشامد مطلوب : »شکست« 1 p= −  

با ) معیوب و سالم(، )زوج و فرد(، )شیر و خط(، )پسر و دختر(، )برد و باخت(هایی که فقط دو پیامد دارند، مانند  آزمایش :نکته
  :به عبارت دیگر. باشد» شکست«و دیگري » موفقیت«ممکن است در هر زوج یکی ) مورد نظر سؤال(توجه به پیشامد مطلوب 

  ...، )شیر یا خط(، )ترپسر یا دخ(، )برد یا باخت= (» موفقیت«
  ...، )خط یا شیر(، )دختر یا پسر(، )باخت یا برد= (» شکست«
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  احتمال ثابت در هر آزمایش 
  .هاي قبلی، ثابت باشد شرط لازم براي هر آزمایش برنولی آن است که وقوع پیشامد موفقیت یا شکست مستقل از نتیجه آزمایش

  .توانند به عنوان یک آزمایش برنولی در نظر گرفته شوند  و میاستد ثابت  احتمال وقوع پیشام،در هر یک از شرایط زیر

  .)گیري با جایگذاري یا بدون جایگذاري نمونه( هرگاه احتمال یا نسبت ثابتی داده شود -1
  :براي مثال

  . کالاهاي یک کارخانه معیوب است0.20ـ
  .کالا معیوب است 20الا، ک100ـ از هر

  .کند هاي یک بازیکن به هدف اصابت می  پرتاب0.20ـ با احتمال

  . انجام شودبا جایگذاريگیري  ، نمونهتاییNمحدود هرگاه از یک جامعه -2
بعد از هر بار انتخاب نمونه، (کنیم  اي با جایگذاري انتخاب می  کالاي معیوب، نمونه6 کالاي سالم و4براي مثال، از یک جامعه با
 ).گردانیم آن را دوباره به جعبه برمی

6گیري احتمال معیوب بودن در هر بار نمونه
10

  )ثابت (=

4گیري  بودن در هر بار نمونهاحتمال سالم
10

  )ثابت (=

ü دقت کنید!  
اي  گونه  بنابراین براي جامعه محدود باید در صورت سؤال به،فرض انتخاب بدون جایگذاري است  در سؤالات به طور پیش،اولاً
  . احتمال ثابت نخواهد بود، در غیر این صورت ذکر شود»باجایگذاري بودن انتخاب«

گیري بدون جایگذاري انجام شود، احتمال معیوب یا سالم بودن در هر بار آزمایش   اگر از جامعه محدود مانند مثال بالا نمونه،ثانیاً
  .تواند به عنوان آزمایش برنولی در نظر گرفته شود هاي قبلی است و دیگر نمی  و وابسته به آزمایشنیستدیگر ثابت 

  )بدون جایگذاري(انتخاب در بار اول     )گذاريبدون جای(انتخاب در بار دوم 
4
9

5 سالم و=
9

  خارج کردن معیوب   معیوب=
  در انتخاب اول

6
10

   احتمال معیوب بودن=

3
9

6سالم و =
9

  خارج کردن سالم   معیوب=
  در انتخاب اول

4
10

   احتمال سالم بودن=

  :براي مثالداریم؛  احتمال ثابتی ، در هر بار پرتاب سکه یا تاس-3

  1
2

1 خط آمدن سکه =
2

   شیر آمدن سکه=

  3
6

3دن تاس آم  فرد=
6

   زوج آمدن تاس=

  .افتد  پیشامد به دنیا آمدن پسر یا دختر در هر بار زایمان مادر با احتمال ثابتی اتفاق می-4
1  )شانس دختر و پسر هم(

2
1 دختر =

2
  فرض پیش:    پسر=

1  ) برابر دختر3پیشامد پسر(
4

3 دختر =
4

     پسر=
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  (Bernoulli Distribution)توزیع برنولی 
:«گاه متغیر تصادفی   را یک بار انجام دهیم، آنpهرگاه آزمایش برنولی با احتمال موفقیت :تعریف X تعداد

)» آزمایش برنولیبار 1در انجامموفقیت  )x   . است برنولی داراي توزیع=0,1
  

  پارامترهاي توزیع
)است و به صورت pداراي توزیع برنولی باشد، پارامتر آن Xهرگاه متغیر تصادفی )X ~ Bin 1, p یا( )X ~ B 1,p شود نمایش داده می.  

)که در توزیع برنولی، تعداد موفقیت ازآنجا :نکته )Xصفر «تواند یکی از دو وضعیت   بار آزمایش برنولی فقط می1 در انجام
 :گویند اي نیز می را داشته باشد، به آن توزیع دونقطه»  موفقیت1«یا » موفقیت

  

1  0  : Xبار انجام آزمایش برنولی1تعداد موفقیت در   
p  q 1 p= −  ( ) ( )f x P x=  

  

)   موفقیت در یک آزمایش برنولیxاحتمال   ) ( ) x 1 xf x P x p q ; x 0,1−= =   تابع احتمال=
)  تعداد موفقیت در یک آزمایش برنولی) امید( میانگین   )E X p= µ   )میانگین(مید ریاضی ا=
2  واریانس تعداد موفقیت در یک آزمایش برنولی  

X pqσ   واریانس=
  X pqσ   انحراف معیار=
  ( ) t

XM t pe q=   تابع مولد گشتاور+
 

ü دقت کنید!  
pکه  ازآنجا-1 q 1+ )توان  می، است= ) ( )1 xxf x p 1 p −=   .در نظر گرفترا  −
): داریم درنتیجه،دهند  نمایش میθ احتمال موفقیت را با نمادمنابع، در بعضی -2 ) ( )1 xxf x 1 −= θ − θ.  

 :وزیع شده باشداي با تابع احتمال زیر ت  بر طبق قانون دونقطهXاگر کمیت تصادفی مثال

  ( ) x 1 x
XP x p q , x 0 , 1 ; q 1 p−= = = −  

  )72اقتصاد ـ (  امید ریاضی آن کدام است؟

1 (pq
n

  2 (( )p 1 p−  3 (p  4 (np  

  .  درست است3گزینه  : حل
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 (Binominal Distribution)اي  توزیع دوجمله
کالاي  3 احتمال آنکه از.) کالا معیوب20 کالا،100از هر. (اي معیوب است  از محصولات کارخانه0.20):درك مطلب (1مسئله 
  لم باشد، چقدر است؟شده از این کارخانه یک کالا سا خریداري
   فرزند پسر باشد، چقدر است؟1 فرزند، احتمال آنکه حداقل3اي با در خانواده): درك مطلب (2مسئله
   ظاهر شود، چقدر است؟6 یا4 بار عدد1 بار پرتاب یک تاس سالم، احتمال آنکه حداکثر3در): درك مطلب (3مسئله
 کالا 1 احتمال آنکه.کنیم انتخاب میایگذاري با ج کالا 3 کالاي معیوب،2 کالاي سالم و8اي با از جعبه): درك مطلب (4مسئله

  معیوب باشد، چقدر است؟
و یا ) pبا احتمال(هاي مستقل برنولی که نتیجه هر آزمایش در آن به یکی از دو وضعیت موفقیت   در هنگام انجام آزمایش:مقدمه

آزمایش باشیم، باید به ) نمونه (بار تکرار n درموفقیت xشود، اگر به دنبال محاسبه احتمال منجر می) qبا احتمال(شکست 
  :صورت زیر عمل کنیم

xبراي مثال، اگر بخواهیم احتمال وقوع n موفقیت را در=2   : بار تکرار آزمایش مستقل برنولی بررسی کنیم=3
  

  
  اول    دوم    سوم

  آزمایش
  هاي ممکن  وضعیت             

2 1p q=  q  ×  p  ×  p  وضعیت اول  

+         
2 1p q=  p  × q  × p  وضعیت دوم  

+         

2 13p q




 →





  

2 1p q=  p  × p  × q  وضعیت سوم  
  
  

  :شود طور که دیده می همان

nتوانیم از  کار می  حالت دارد که باید آن را محاسبه کنیم، براي این3 آزمایش،3 موفقیت در2 وقوع-1 3
3

x 2
   

= =   
   

، که 

  .به دست آوریم آزمایش را n موفقیت درx است، استفاده کنیم تا تعداد حالات وقوعn ازxهمان ترکیب
x احتمال وقوع-2 x با است موفقیت در هر حالت برابر=2 n x 2 1p q p q−  که براي محاسبه احتمال کل باید در تعداد حالات =

  : بنابراین،ضرب شود

  x n x 2 1 2n 3
X 2) p q p q 3p q

x 2
−   

= = = =   
   

nموفقیت در P آزمایش=3 (  
  

تایی از آزمایش برنولی nتقلیک نمونه مس( کنیم، بار تکرار nهرگاه یک آزمایش مستقل برنولی را :تعریف
:«گاه متغیر تصادفی  آن) انتخاب کنیم Xتعداد موفقیت در nبار آزمایش مستقل برنولی « ( )x 0,1, , n=  
  .  خواهد بود)باینم(اي   دوجملهداراي توزیع
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  مترهاي توزیعپارا
) است و به صورتp وnاي باشد، پارامترهاي آن  داراي توزیع دوجملهXهرگاه متغیر تصادفی )X ~ Bin n , p 

)یا )X ~ B n ,pشود  نمایش داده می.  
  

)   بار آزمایش برنولی n بار موفقیت درxاحتمال ) x n xn
P x p q

x
x 0 , 1, 2,... , n

− 
=  

 
=

  تابع احتمال  

)   بار آزمایش مستقل برنولیnانتظار در تعداد موفقیت موردمیانگین  )E X np=  انگینمی( امید ریاضی(  
2   بار آزمایش مستقل برنولیnواریانس تعداد موفقیت در

X npqσ   واریانس  =
  X npqσ   انحراف معیار  =
  ( ) ( )nt

XM t pe q=   تابع مولد گشتاور  +
 

xطورکه در ابتدا مطرح شد، همان :نکته
n

n
C

x
 

=  
 

 :کند که برابر است با  آزمایش را محاسبه میn موفقیت درx حالات وقوع

  
( )

x
n

n n!C
x x! n x !

 
= =  − 

 

ü دقت کنید!  
n بار آزمایش مستقل برنولی به مفهوم داشتنnدر) pهر موفقیت با احتمال( موفقیت xاحتمال وقوع دقیقاً x− هر ( شکست
  :که طوريه  ب،نیز است) qشکست با احتمال 

  ( ) ( )
x n x x n xn n!P x p q p q

x x! n x !
− − 

= =  − 
 

pاي خاص با در یک توزیع دوجمله 1 مثال )، مقدار=0.4 ) ( )3 47!
0.4 0.6

3!4!
 یک از این حالات است؟ دهنده احتمال کدام  نشان

   آزمایش7 موفقیت یا بیشتر در3)2   آزمایش7 موفقیت در4دقیقاً) 1
   آزمایش7 موفقیت یا کمتر در4)4   آزمایش7 موفقیت در3دقیقاً) 3

 .  درست است3گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 3 47 7!P X 3 0.4 0.6 0.4 0.6
3 3!4!

n 7 , x 3 , p 0.4 , q 0.6

  
= = =  

  
 = = = =

  

  . بار تکرار آزمایش است7 شکست در4 موفقیت یا دقیقا3ًدهنده احتمال دقیقاً احتمال نشاناین 

  محاسبه احتمال
به صورت زیر عمل ) q، شکست و احتمالp،موفقیتاحتمال ( بار آزمایش مستقل برنولی n موفقیت درxبراي محاسبه احتمال

  :کنیم می
  :کنیم  را مشخص میx وn ،p)الف

nتعداد کل آزمایش   :  
p)موفقیت(وضعیت مطلوب در هر آزمایش احتمال وقوع    :  

x بار آزمایشnتعداد مورد نظر وقوع براي وضعیت مطلوب در   :  



 آمار و احتمال
 

  

 

398  
 

  :کنیم احتمال را محاسبه می) بسط نیوتن(با استفاده از رابطه زیر ) ب

  ( ) ( )n x n xn
P x p q p q

x
− 

= + =  
 

  
)با توجه به آنکه همواره )P x براي تابع احتمال  ،)است 1مجموع مقادیر تابع احتمال متغیر تصادفی گسسته برابر با (∑=1

) رابطه ،اي دوجمله )
n n

x n x

x 0 x 0

n
P x p q 1

x
−

= =

 
= = 

 
∑   :داریم و است برقرار ∑

  

( ) ( ) ( ) ( )

0 n 1 n 1 2 n 2 n 0

P X 0 P X 1 P X 2 P X n

n n n n
p q p q p q p q 1

0 1 2 n
− −

= = = =

       
+ + + + =       

       


   
  

  :تیجه براي مثالدرن

)  ) بار آزمایشnاحتمال عدم موفقیت در( ) 0 n 0 nn
P X 0 p q q

0
− 

= = = 
 

  

)  ) بار آزمایشn موفقیت در1احتمال وقوع( ) 1 n 1 n 1n
P X 1 p q npq

1
− − 

= = = 
 

  

)  ) بار آزمایشn بار موفقیت در2احتمال وقوع( ) 2 n 2n
P X 2 p q

2
− 

= =  
 

  
)  ) بار آزمایشn موفقیت در1احتمال وقوع حداکثر( ) ( ) ( )P X 1 P X 0 P X 1≤ = = + =  
)  ) بار آزمایشn موفقیت در1احتمال وقوع بیش از( ) ( ) ( ) ( )P X 1 1 P X 1 1 P X 0 P X 1> = − ≤ = − = − =  
)  ) بار آزمایشn موفقیت در1احتمال وقوع حداقل( ) ( ) ( ) nP X 1 1 P X 1 1 P X 0 1 q≥ = − < = − = = −  

  ):درك مطلب (1 حل مسئله
nدر این سؤال به ترتیب 3=،p xو) سالم( =0.80   :داریم و است =1

  ( ) ( ) ( )1 2x n xn 3
P X 1 p q 0.8 0.2 0.096

x 1
−   

= = = =   
   

  
  ):درك مطلب (2 حل مسئله

nدر این سؤال به ترتیب 3=،1p
2

xو) پسر (=   :داریم و است ≤1

  ( ) ( )
0 3

0 n 0n 3 1 1 1 7P X 1 1 P X 0 1 p q 1 1
0 0 2 2 8 8

−      ≥ = − = = − = − = − =      
      

  
  ):درك مطلب(  3حل مسئله 

nدر این سؤال به ترتیب 3=،2 1p
6 3

= x و=   :داریم و است ≥1

 ( ) ( ) ( )
0 3 1 2

0 n 0 1 n 1n n 3 31 2 1 2 8 12 20P X 1 P X 0 P X 1 p q p q
0 1 0 13 3 3 3 27 27 27

− −              ≤ = = + = = + = + = + =              
              

  
  ):درك مطلب (4حل مسئله 

8احتمال وقوع سالم یا معیوب بودن کالا در هر بار انتخاب ثابت و به ترتیب برابر ) جایگذاري با(اب با توجه به نوع انتخ
10

2 و
10

 
  :و داریم دارداست، بنابراین شرایط آزمایش برنولی وجود 

( )
1 23 2 8P X 1 0.384

1 10 10
    = = =    

    
  

2 8) , q , n 3
10 10

= = pمعیوب= P(=  
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هاي   تعداد جوابXاگر. دهد فردي به صورت تصادفی به همه سؤالات پاسخ می. اي است  گزینه3 سؤال4امتحانی شامل 2 مثال
 :است طلوب درست باشد، م

   Xتابع احتمال) الف
  Xامید ریاضی و واریانس) ب
Yاگر معلمی مقیاس نمره را طبق تبدیل) ج 22.5X 10=    چقدر است؟Y عوض کند، امید ریاضی و واریانس+
  : حل

1اي، احتمال درست جواب دادن،  گزینه3در یک سؤال
3

2 غلط جواب دادن، احتمال و
3

n بهحال اگر.  است  سؤال پاسخ =4

nاي با پارامترهاي  داراي توزیع دوجمله، سؤال4در یعنی تعداد پاسخ درست Xداده شود، متغیر تصادفی 1p و =4
3

  .است =
  )الف

  
( )

x 4 x
x n xn 4 1 2P x p q

x x 3 3
1 2p , q , n 4
3 3

−
−

        = =             


= = =

  

  )ب

  

( )

2
X

1 4E X np 4
3 3

1 2 8npq 4
3 3 9

1 2p , q , n 4
3 3

 = = × =

σ = = × × =



= = =

  

  )ج

  
( ) ( ) ( )

2 2
Y

4E Y E 22.5X 10 22.5E X 10 22.5 10 40
3

22.5X 10

= + = + = × + =

σ = σ +( ) ( ) ( )
0

2 22
X

822.5 22.5 450
9




 = σ = × =

  

nکه یک نمونه درصورتی.  از کارمندان یک کارخانه، قراردادي و بقیه رسمی هستند0.40 3 مثال  نفري از کارمندان =100
:«انتخاب کرده باشیم و  Xباشد، تابع احتمال» تعداد کارمندان قراردادي در نمونهXکدام است؟  

1 (( ) ( )x 100 x0.4 0.6 −    2 (( ) ( )x 100 xx
100C 0.4 0.6 −  

3 (( ) ( )100 xx
100C 0.6 0.4−   4 (( ) ( )x 100 x0.6 0.4 −  

 .  درست است2گزینه  : حل
pدر این سؤال به ترتیب احتمال موفقیت nو تعداد نمونه) کارمند قراردادي (=0.4  : است=100

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x 100 x x 100 xxx n x
100

n 100
P x p q 0.4 0.6 C 0.4 0.6

x x
− −−   

= = =   
   

  

) qرسمی=0.60 P(=) 0.40 nقراردادي=, 100 , p P(= =  
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شده از این کارخانه یک کالا سالم باشد،   کالاي خریداري4 احتمال اینکه از.اي سالم است  از محصولات کارخانه0.80 4 مثال
  چقدر است؟

1 (12
625

  2 (16
625

  3 (24
625

  4(5
16

  

 .  درست است2گزینه  : حل
nؤال به ترتیبدر این س 4=،p xو) سالم بودن کالا (=0.8   . انتخاب یک کالاي سالم است=1

  ( ) ( ) ( )1 3x n xn 4 16P X 1 p q 0.8 0.2 0.0256
x 1 625

−   
= = = = =   

   
  

  بار پرتاب یک تاس سالم چقدر است؟120 آمدن در5 یا4امید و واریانس تعداد 5 مثال

1 (2
X X

8040 ,
3

µ = σ =    2 (2
X X

5020 ,
3

µ = σ =  

3 (2
X X

8020 ,
3

µ = σ =    4 (2
X X

5040 ,
3

µ = σ = 

 .  درست است1گزینه  : حل
 استاي  شود، توزیع احتمال دوجمله  بار تکرار می120به تعداد) 5 یا4ظهور یا عدم ظهور( آزمایش برنولی با دو نتیجه ازآنجاکه
  :و درنتیجه

  

( )

( )

2
X

1E X np 120 40
3

1 2 80npq 120
3 3 3

2 1 2n 120 , p P X 4 or 5 , q 1 p
6 3 3

 = = × =

σ = = × × =



= = = = = = − =

  

) باشد، مقدار2 و انحراف معیار4اي، میانگین اگر در یک توزیع دوجمله 6 مثال )P X   کدام است؟<0

1(1  2 (
811

2
 −  
 

  3 (
81

2
 
 
 

  4 (
411

3
 −  
 

  

 . درست است2گزینه  : حل

2σاگر ،ًاولا 2گاه اشد، آن ب= 2σ npµاي  در توزیع دوجمله،ثانیاً. است = 2 و= npqσ   : است، بنابراین=

  np 42 1 1npq 2 4q 2 q , p
2 2

µ = =σ = = → = → = =  

  
1p
2 1np 4 n 4 n 8

2

=
µ = = → × = → =  

  :اي داریم همواره در توزیع دوجمله
  ( ) ( ) ( )P X 0 P X 1 ... P X n 1= + = + + = =  

  :بنابراین

  ( ) ( ) ( )
8

0 n nn 1P X 0 P X 1 1 P X 0 1 p q 1 q 1
0 2

   > = ≥ = − = = − = − = −   
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)دقت کنید اگر در صورت مسئله احتمال )P X   . بوددرست 1 و گزینه 1گاه مقدار احتمال برابر نظر بود، آن  مد≤0

)تابع چگالی احتمال 7 مثال )f xبه صورت ( )f x 2x ; 0 x 1= < 0اي از فاصله  بار نقطه3اگر.  است> x 1<  انتخاب >

1 بار نقطه در فاصله 2کنیم، احتمال آنکه
0 X

2
< < 

 
 

   باشد کدام است؟

1 (9
64

  2 (3
16

  3 (1
64

  4 (1
3

  

 .  درست است1گزینه  : حل
nدر این سؤال x و=3   : داریم و=2

  
1 1

22 2
00

1 1 3p P 0 X 2x dx x q
2 4 4

   = < < = = = → =     ∫  

  :درنتیجه

  ( )
2

2 13 1 3 9P X 2 p q 3
2 4 4 64

   = = = × × =   
  

  

احتمال اصابت در هر بار .  است0.36 بار پرتاب، حداقل یک پرتاب به هدف اصابت کند، مساوي2دراحتمال اینکه  8 مثال
 پرتاب چقدر است؟

1( 0.2  2 (0.8  3(0.5  4 (0.3  
 .  درست است1گزینه  : حل

)اولاً، ازآنجاکه احتمال اصابت در هر پرتاب )pخواسته شده، احتمال ثابت و آزمایش برنولی است .  
:«ثانیاً،  Xاي و لهداراي توزیع دوجم»  بار پرتاب2 تعداد اصابت در x 0,1,   . است=2

  : شده است، داریم0.36  بار پرتاب2حال با توجه به آنکه احتمال حداقل یک اصابت در

  ( ) ( ) 0 2 22
P X 1 1 P X 0 1 p q 0.36 q 0.64 q 0.8 , p 0.2

0
 

≥ = − = = − = → = → = = 
 

  

  اي نمایش خاص توزیع دوجمله

1p وnاي با پارامترهاي  داراي توزیع دوجملهXهرگاه متغیر تصادفی q
2

=   : باشد، تابع احتمال آن به صورت زیر است=
  

( )
n

n

n
n x1f x ; x 0,1,2, ,n

2x 2

 
 

    = = =  
  

  
  

)  :اثبات )
1p q
2

x n x n
x n x

n

n
n n n x1 1 1f x p q

2 2 2x x x 2

= = −
−

 
 

            = = =          
          

  

اگر تابع . شود  تومان عرضه می400گذشته آن به قیمت هاي تاریخ  تومان و شانه600به قیمتتایی 6هاي مرغ شانه تخم 9 مثال
 گذشته به صورت زیر باشد، احتمال آنکه خرید آن مقرون به صرفه باشد، چقدر است؟ هاي سالم در شانه تاریخ مرغ احتمال تخم

 )84اقتصاد ـ (  

1( 7
64

  2 (16
64

  ( )
6 1f x ; x 0 , 1 , ... , 6
x 64

 
= = 
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3 (28
64

  4 (39
64

)براي سایر مقادیر   )f x 0 ; x=  





  

 .  درست است1گزینه  : حل
 حال اگر یک .ایم  تومان هزینه کرده100عدد تخم مرغ،بخریم، براي هر   تومان600تایی سالم را6 که اگر هر شانهدقت کنید

 تومان 100 تخم مرغ،عددسالم داشته باشد، براي هر تخم مرغ  4که  درصورتی،مان بخریم تو400گذشته را تایی تاریخ6شانه
  .صرفه نیست  و مقرون بهرد خرید یک شانه سالم ندا هزینهفرقی باهزینه ایم که این  هزینه کرده

  :داشته باشد)  سالم5حداقل( تخم مرغ سالم 4رون به صرفه باشد، باید بیش ازپس براي آنکه خرید یک شانه تاریخ گذشته مق
  

( ) ( ) ( ) 6 61 1 6 1 7) P X 5 P X 5 P X 6
5 664 64 64 64 64

   
= ≥ = = + = = + = + =   

   
Pمقرون به صرفه بودن ( 

Xگذشته تاریختعداد تخم مرغ سالم در هر شانه  :  







  

)شوید که تابع با کمی دقت متوجه می )f xاي با پارامترهاي  همان نمایش خاص از توزیع دوجملهn 1pو =6
2

  : است که=
  

( )
x 6 x 66 6 61 1 1 1f x ; x 0,1, 2, ,6

x x x2 2 2 64

−          = = = =          
          

 

Xگذشته تعداد تخم مرغ سالم در هر شانه تاریخ :  







  

)اگر   10 مثال )
10

10

x
f x ; x 0,1, ,10

2
= =

 
 
  باشد، ضریب تغییرات کمیت Xچند درصد است؟  

1( 5  2 (5
2

  3 (20 2  4 (520
2

  
 .  درست است4گزینه  : حل

)شویم که تابع با کمی دقت متوجه می )f x1اي با پارامترهاي  همان نمایش خاص از توزیع دوجملهp
2

n و=   . است=10
  :کنیم  ضریب پراکندگی توزیع به صورت زیر عمل میحال براي محاسبه

  X

5
52CV 100 100 100 20

5 2

1np 10 5
2

1 1 5npq 10
2 2 2


 σ × = × = × =

µ

µ = = × =



σ = = × × =
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  احتمال موفقیت و نمودار توزیع 
اي  گاه تأثیر این احتمال بر نمودار توزیع دوجمله  باشد، آنpاي برابر که احتمال وقوع موفقیت در هر بار آزمایش دوجمله درصورتی
  :استرت زیر به صو

  
p) الف   .است چوله به چپباشد، نمودار توزیع،  0.5بیشتر از احتمال موفقیت در هر آزمایش اگر: <0.5
p) ب   .است متقارنباشد، نمودار توزیع،  0.5برابر با احتمال وقوع موفقیت در هر آزمایش اگر: =0.5







  
p) ج   .است چوله به راستباشد، نمودار توزیع،  0.5کمتر از احتمال وقوع موفقیت در هر آزمایش اگر: >0.5

pاي اگر در توزیع دوجمله   11 مثال  )81اقتصاد ـ (  باشد، نمودار احتمال آن چه شکلی خواهد داشت؟ =0.3
  . بستگی داردnبه) 4  چوله به راست) 3  چوله به چپ) 2  متقارن) 1
 .  درست است3گزینه  : حل

pازآنجاکه 0.3 0.5=   .اي، چوله به راست خواهد بود ، نمودار توزیع احتمال دوجملهاست >
  ترین پیشامد محتمل
 بار تکرار آزمایش برنولی nحال در. ترین پیشامد گویند  محتمل، که احتمال وقوع آن از سایر پیشامدها بیشتر باشد راپیشامدي

 زیر رابطه، براي این کار از دارندترین احتمال را  ، بزرگ)تعداد موفقیت (Xیک از مقادیر خواهیم بدانیم کدام ، میpبا احتمال ثابت
  :کنیم استفاده می

  

np q x np p− ≤ ≤ +  
  

npاگر مقدار) الف p+،گاه  عدد صحیح شود، آنnp q− دد براي مقادیر در این حالت دو ع.نیز عدد صحیح خواهد شدX وجود 
  .دارندترین احتمال را   که بزرگدارد
npاگر مقدار) ب p+،گاه  عدد اعشاري شود، آنnp q−دو  این در این حالت تنها عدد صحیح بین. نیز عدد اعشاري خواهد شد 

  .دارد احتمال را ترین عدد اعشاري، بزرگ
))موفقیت (Xترین تعداد براي وقوع پیشامد محتمل :نکته )p n 1+   عدد اعشاري ) حد پایین( است، یعنی جزء صحیح

( )p n 1+. 
nاگر در این توزیع.  استFحتمال وقوع، سه برابر اSاي احتمال وقوع در یک توزیع دوجمله مثال ترین   باشد، محتمل=10

  :دهد برابر است با  رخ میSتعداد دفعاتی که
1 (4  2 (8  3 (5  4 (2  
  .  درست است2گزینه  : حل

  :راه حل اول

  
3 1 3 3 29 33np q x np p 10 x 10 x
4 4 4 4 4 4

3 1n 10 , p , q
4 4

 − ≤ ≤ + → × − ≤ ≤ × + → ≤ ≤

 = = =


  

npهر دو عدد» ب«بر قسمت  بنا p+و np q−اعشاري هستند و تنها عدد صحیح بین آن دو x xراین  بناب، است=8 8= 
  .است) پیروزي (Sترین وقوع پیشامد محتمل

  :راه حل دوم

  ( ) ( ) [ ]3 33p n 1 10 1 8.25 8
4 4

   = + = + = = =         
  xترین تعداد محتمل
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  (Multinomial Distribution)اي  توزیع چندجمله
 برد، باخت و مساويتواند  می 0.5 و0.1،0.4هاي احتمالبقه براي یک تیم به ترتیب با نتیجه هر مسا): درك مطلب(مسئله 

   مساوي شود کدام است؟1 باخت و2 برد،2مسابقه داراي 5باشد، احتمال آنکه این تیم در
برد یا باخت، شیر یا (شد  می» شکست«یا » موفقیت«اي انجام هر آزمایش منجر به یکی از دو نتیجه   در توزیع دوجمله:مقدمه

شته باشد، به طوري که احتمال هر یک از نتایج در هر هرگاه انجام آزمایشی بتواند بیش از دو نتیجه ممکن دا). خط، پسر یا دختر
برد، باخت یا مساوي؛ (اي خواهد بود  ها از هم مستقل باشند، توزیع مربوط به این آزمایش، چندجمله آزمایش ثابت باشد و آزمایش

  ).خوب، عالی، متوسط یا ضعیف؛ شاغل، بازنشسته یا بیکار
  

kهاي ثابت  نتیجه مجزا با احتمالkهرگاه انجام آزمایشی منجر به یکی از :تعریف 2 1p ,..., p , p ،شود 
1اي که  گونه به 2 kp p ... p 1+ + +  بار به طور مستقل انجام دهیم، احتمال n باشد، اگر آن آزمایش را=

)امk بار از نتیجهkxو...  بار از نتیجه دوم و 2xیجه اول و بار از نت1xوقوع )1 2 kx x ... x n+ + +  داراي =
 :شود  است و به صورت زیر محاسبه میاي چندجملهتوزیع 

( ) 1 2 k 1 2 kx x x x x x
1 2 k 1 2 1 2k k

1 2 k 1 2 k

n n!P x , x ,..., x p p ...p p p ...p
x , x ,..., x x !x ! ... x !

 
= =  

 
  

  

  زیعپارامترهاي تو
1اي باشد، پارامترهاي آن  داراي توزیع چندجملهXهرگاه متغیر تصادفی 2n , n 1 و..., 2p , p  و به صورت هستند ...,

( )1 2 1 2X MN n , n ,..., p ,p ,...شود  نمایش داده می.  

  اي در توزیع چندجملهمیانگین و واریانس 
 استفاده اي توزیع دوجملهاز » اي ام در آزمایش چندجملهiتعداد دفعات تکرار مربوط به نتیجه«حاسبه میانگین و واریانس براي م
  .کنیم می

 

  1x و...  بار از نتیجه اول وkxبار از نتیجه kام
  ( )1 kx ... x n+ + =  ( ) 1 kx x

1 k 1 k
1 k

n!P x ,..., x p ...p
x !...x !

  تابع احتمال=

)  اي  ام در توزیع چندجملهiمیانگین نتیجه   )E X np= میانگین(امید ریاضی(  
2  اي چندجملهام در توزیع iواریانس نتیجه  

X npqσ   واریانس=
  X npqσ   انحراف معیار=
  i ip p , q 1 p= = −  

 :)درك مطلب(حل مسئله 
  :شود  احتمال مورد نظر به صورت زیر محاسبه می،اي در این مسئله با توجه به شرایط توزیع چندجمله

( ) ( ) ( ) ( )2 2 1
1 2 3

1 2 3

1 2 3

5!P X 2 , X 2 , X 1 0.1 0.4 0.5
2!2!1!

p 0.1 , p 0.4, p 0.5
x 2 , x 2 , x 1

n 5

 = = = =
 = = =
 = = =


=
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 نفر از مردم 6که درصورتی.  از مردم، شاغل، بیکار و بازنشسته هستند0.30 و0.40،0.30در یک شهر بزرگ به ترتیب 1 مثال
  نفر بازنشسته باشند، چقدر است؟2 نفر بیکار و2 نفر شاغل،2این شهر را انتخاب کنیم، احتمال اینکه به ترتیب

1 (0.6  2 (0.4  3 (0.1166  4 (0.2  

 .  درست است3گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 3

6!P X 2 , X 2 , X 2 0.4 0.3 0.3 0.1166
2!2!2!

= = = = =  
آموزان   نفر از دانش4اگر.  کلاس سوم هستند0.50 کلاس دوم و0.30 کلاس اول،0.20آموزان یک مدرسه از دانش 2 مثال

 :، مطلوب است احتمال آنکهمدرسه انتخاب شده باشند
  . نفر کلاس سوم باشند1 نفر کلاس دوم و2 نفر کلاس اول،1)الف
  . نفر کلاس دوم باشند3 نفر کلاس اول و1)ب
  . نفر کلاس اول و بقیه کلاس دوم یا سوم باشند1)ج
   : حل
  )الف

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
1 2 3

1 2 3

4!P X 1 , X 2 , X 1 0.2 0.3 0.5 0.108
1!2!1!

x 1, x 2, x 1

 = = = = =

 = = =

  

  )ب

  ( ) ( ) ( ) ( )1 3 0
1 2 3

1 2 3

4!P X 1, X 3,X 0 0.2 0.3 0.5 0.0216
1!3!0!

x 1, x 3, x 0

 = = = = =

 = = =

  

  )ج

( ) ( ) ( )1 3
1 2

4!P X 1, X 3 0.2 0.8 0.4096
1!3!

= = = =  

2: p 0.3 0.5 0.8= + :1کلاس دوم یا سوم= p 0.2   کلاس اول=,
1 2x 1 , x 3= =  








  

در سال . هاي شرکتی ممکن است قبول، مردود، عدم اظهار نظر یا اظهار نظر مشروط باشد نظر حسابرسان درباره حساب 3 مثال
اگر فرض .  نظرها به ترتیب قبول، مردود، عدم اظهار نظر و اظهار نظر مشروط بوده است0.25 و0.20،0.15،0.40پیش
شرکت مردود  2هاي  شرکت قبول و حساب2هاي اند، احتمال اینکه حساب  شرکت به صورت تصادفی انتخاب شده6کنیم

 باشد، چقدر است؟
1 (0.00038  2 (0.082  3 (0.0342  4 (0.2737  
 .  درست است3گزینه  : حل

  :شود  احتمال مورد نظر به صورت زیر محاسبه می،اي در این مثال، با توجه به شرایط توزیع چندجمله

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 3

6!P X 2,X 2, X 2 0.2 0.15 0.4 0.25 0.0342
2!2!2!

= = = = + =  

( )2 3: p 0.15 , p 1 0.2 0.15 0.65= = − + :1مردود= p 0.2   قبول=,
( )1 2 3x 2 , x 2 , x 6 2 2 2= = = − + =  
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 2 بنابراین،مانده صحبتی نشده است  شرکت باقی2استه شده و در مورد مردود خو2 قبول و2 در این مثال فقط احتمال:توجه
 برابر است بامانده   شرکت باقی2دانیم و احتمال مربوط به نظر می مانده را یا مشروط و یا عدم اظهار شرکت باقی

0.4 0.25 0.65+ =.  

 کالا انتخاب 100اگر. شوند هاي صبح، عصر و شب تولید می  کالاها در شیفت0.4 و0.2،0.4در یک کارخانه به ترتیب 4 مثال
 بح در این نمونه کدام است؟کنیم، امید و واریانس تعداد کالاهاي شیفت ص

1 (20 , 16  2 (8 , 64  3 (4 , 16  4 (9 , 25  

 .  درست است1گزینه  : حل
pبا در نظر گرفتن   :داریماي  دوجمله براي کالاهاي شیفت صبح و با استفاده از توزیع =0.2

  

( )
2
X

E X np 100 0.2 20

npq 100 0.2 0.8 16

n 100, p 0.2,q 1 p 0.8

= = × =

σ = = × × =

 = = = − =

  

ـ شامل خطاهایی به 2ـ درست پر شود، 1تواند   می0.1 و0.4،0.3،0.2هاي یک اظهارنامه مالیاتی به ترتیب با احتمال 5 مثال
 10که درصورتی. ـ شامل خطاهایی از هر دو نوع باشد4دهنده باشد،  ـ شامل خطاهایی به نفع مالیات3اشد، نفع دولت ب

 :آوري کرده باشیم اظهارنامه را جمع
  هایی که درست پر شده باشند چقدر است؟ امید و واریانس تعداد اظهارنامه) الف
  دهنده باشند، چقدر است؟ هایی که شامل خطاهایی به نفع دولت یا مالیات مهامید و وایانس تعداد اظهارنا) ب
  هایی که شامل هر دو نوع خطا هستند، چقدر است؟ امید و واریانس تعداد اظهارنامه) ج
  : حل
pبا در نظر گرفتن) الف   :داریماي   دوجملهاند و با استفاده از توزیع  پر شدهدرستهایی که   براي اظهارنامه=0.4

  

( )
2
X

E X np 10 0.4 4

npq 10 0.4 0.6 2.4

p 0.4 , q 1 p 0.6 , n 10

= = × =

σ = = × × =

 = = − = =

  

pبا در نظر گرفتن) ب 0.3 0.2 0.5= +  و هستنددهنده  مالیاتخطا به نفع هایی که شامل خطا به نفع دولت یا   براي اظهارنامه=
  :داریماي  با استفاده از توزیع دوجمله

  

( )
2
X

E X np 10 0.5 5

npq 10 0.5 0.5 2.5

p 0.2 0.3 0.5, q 1 p 0.5 , n 10

= = × =

σ = = × × =

 = + = = − = =

  

pبا در نظر گرفتن) ج   :داریماي  هایی که شامل هر دو نوع خطا هستند و با استفاده از توزیع دوجمله  براي اظهارنامه=0.1

  

( )
2
X

E X np 10 0.1 1

npq 10 0.1 0.9 0.9

p 0.1 , q 1 p 0.9 , n 10

= = × =

σ = = × × =

 = = − = =
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  (Negative Binomial Distribution)) پاسکال(اي منفی  توزیع دوجمله
2 به هدف بخورد، احتمال آنکه هر پرتاب بازیکنی):درك مطلب (1مسئله 

3
سومین پرتابی که به هدف احتمال اینکه .  است

   وي باشد، چقدر است؟خورد، پنجمین پرتاب می
 با جایگذاري انتخاب یک توپ به طور تصادفی.  توپ سیاه داریم5 توپ سفید و10در یک ظرف، ):درك مطلب (2مسئله 

  چقدر است؟) تکرار(متوسط تعداد انتخاب . کنیم تا چهارمین توپ سیاه انتخاب شود قدر تکرار می این عمل را آن. کنیم می
و یا ) pبا احتمال(هاي مستقل برنولی که نتیجه هر آزمایش در آن به یکی از دو وضعیت موفقیت   در هنگام انجام آزمایش:مقدمه

 بار تکرار آزمایش برنولی با استفاده از توزیع n موفقیت درxشود، محاسبه احتمال وقوع منجر می) qبا احتمال(شکست 

xاي برابر است با  دوجمله n xn
p q

x
− 

 
 

.  

) باشدمورد نظر» امین آزمایشxامین موفقیت درrپیشامد وقوع«گر حال ا )x r≥، پیشامداین  براي محاسبه احتمال: 

x باید در،اولاً r به آزمایش قبلی دقیقاً−1 r: موفقیت برسیم−1 1 x rx 1
p q

r 1
− −− 

 − 
  






  
  p:  ام برسیمrام به موفقیتx در آزمایش،ثانیاً

  :به عبارت دیگر
x          ام xآزمایش        آزمایش قبلی −1

( ) r 1 x r r x rx 1 x 1
P x p q p p q

r 1 r 1
− − −− −   

= ⋅ =   − −   

 



  

r              ام  rموفقیت                                     امین موفقیتr          موفقیت  −1
  امین آزمایشxدر

 

امین rقدر تکرار کنیم تا به  را به طور مستقل، آنpهرگاه یک آزمایش برنولی با احتمال موفقیت :تعریف
:«گاه متغیر تصادفی  برسیم، آنموفقیت Xراي رسیدن بهتعداد آزمایشات لازم بrامین موفقیت «

( )x r , r 1,= +  خواهد بود» زمان انتظار«یا توزیع ) پاسکال(اي منفی  دوجمله داراي توزیع. 
  

  پارامترهاي توزیع
) و به صورت هستندp وrي آنمنفی باشد، پارامترها اي  داراي توزیع دوجملهXهرگاه متغیر تصادفی )X NB r,p نمایش 

  .شود داده می

   امین آزمایشxامین موفقیت درrاحتمال وقوع
  )امxام در آزمایشrاحتمال وقوع موفقیت(

( ) r x rx 1
P x p q

r 1
x r , r 1,...

−− 
=  − 

= +

  تابع احتمال  

)  امین موفقیتrانتظار براي رسیدن به تعداد آزمایش مورد میانگین ) rE X
p

  )میانگین(امید ریاضی   =

2  امین موفقیتrسیدن بهواریانس تعداد آزمایش لازم براي ر
X 2

rq
p

σ   واریانس  =

  X 2
rq
p

σ   انحراف معیار  =

  ( )
rt

X t
peM t

1 qe

 
=   − 

  گشتاور مولد تابع  
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  محاسبه احتمال
  .گیریم در نظر می) pبا احتمال(  به عنوان موفقیت،امین وقوع آن هستیمrابتدا وضعیتی را که به دنبال) الف






r) ب   x rx 1
p q

r 1
−− 

 − 
  .استامین آزمایش xامین موفقیت درr؛ احتمال وقوع

 ):ك مطلبدر (1حل مسئله 

2pدر این مسئله) الف
3

  . است)احتمال به هدف خوردن (=
  )ب

3 2 3 2
r x rx 1 5 1 42 1 2 1) p q

r 1 3 1 23 3 3 3
−− −            = = =            − −             

Pسومین هدف، پنجمین پرتاب ( 

r 3 , x 5= =  
2 1p , q
3 3

= =  









  

  ):درك مطلب (2ئله حل مس
ثابت بوده و توزیع تعداد تکرار براي رسیدن به چهارمین ) سیاه بودن( احتمال موفقیت ،با توجه به اینکه انتخاب با جایگذاري است

  .اي منفی است موفقیت، دوجمله

( ) r 4E X 12
5p

15

= = =  

10)
15

(5سفید= , q P (
15

= pسیاه= P(=  









  

 شده دومین کالاي معیوب باشد، چقدر است؟ احتمال آنکه سومین کالاي انتخاب. اي معیوب است  تولیدات کارخانه0.20 1 مثال
1 (0.08  2 (0.064  3 (0.128  4 (0.032  

 .  درست است2گزینه  : حل

p) الف   )معیوب (=0.2

)  )ب ) ( )2 1r x rx 1 3 1
) p q 0.2 0.8 0.064

r 1 2 1
−− −   

= = =   − −   
Pکالا سومین معیوب،  دومین (  

r 2 , x 3 , p 0.2 , q 0.8= = = =  







  

) تعداد آزمایش برنولی در این توزیع باشد،Xاگر.  است0.8 یک توزیع پاسکال احتمال شکستدر 2 مثال )E X براي پیشامد 
 بیستمین موفقیت کدام است؟

1 (100  2 (25  3 (30  4 (45  
 .  درست است1گزینه  : حل

pدر این مثال rو) موفقیت (=0.2   :بنابراین ،)بیستمین موفقیت (=20

  ( ) r 20 200E X 100
p 0.2 2

= = = =  
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p گاه  آنمطرح شده بود،مین شکست  اگر در صورت سؤال پیشامد بیستدقت کنید که r و=0.8  و گرفتیم می را در نظر =20
 . بوددرست 2گزینه 

  ( ) r 20E X 25
p 0.8

= = =  

راي رسیدن به دهمین کالاي شده ب متوسط و واریانس تعداد کالاهاي انتخاب.  تولیدات یک کارخانه معیوب است0.20 3 مثال
 معیوب کدام است؟

1(  20.02 , 200µ = σ =  2(250 , 4µ = σ =  3 (20.02 , 4µ = σ =  4(250 , 200µ = σ =  

 .  درست است4گزینه  : حل
pهبا توجه ب r و=0.2   :داریم) کالاي معیوبدهمین  (=10

  

( )

( )
2
X 2 2

r 10E X 50
p 0.2

rq 10 0.8 200
p 0.2

r 10 , p 0.2 , q 0.8

 = = =
 ×σ = = =


 = = =
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 (Geometric Distribution)توزیع هندسی 
 احتمال .کند  با اصابت یک موشک، جنگنده سقوط می. است0.4احتمال اصابت موشکی به یک جنگنده): درك مطلب (1مسئله
   چقدر است؟جنگنده در پرتاب پنجمین موشک سقوط کندآنکه 

اولین کالاي معیوب شده،   کنترلسومین کالايند، احتمال اینکه ا اي معیوب درصد تولیدات کارخانه 10):درك مطلب (2مسئله
  ، چقدر است؟باشد

یک توپ به طور تصادفی با جایگذاري انتخاب .  توپ سیاه داریم5 توپ سفید و10در یک ظرف،): درك مطلب (3مسئله
  کدام است؟) تکرار(متوسط تعداد انتخاب . کنیم تا توپ سیاه انتخاب شود قدر تکرار می آناین عمل را . کنیم می

و یا ) pتمالبا اح(هاي مستقل برنولی که نتیجه هر آزمایش در آن به یکی از دو وضعیت موفقیت   در انجام آزمایش:مقدمه
)مورد نظر باشد» امین آزمایشxپیشامد وقوع اولین موفقیت در«شود، اگر  منجر می) qبا احتمال(شکست  )x ، براي ≤1

  :محاسبه احتمال این پیشامد
x باید در تمام ،اولاً x: آزمایش قبلی با شکست مواجه شده باشیم−1 1q −  




  
  p):اولین موفقیت(ام به موفقیت برسیم x در آزمایش،ثانیاً

  :به عبارت دیگر
xام   xزمایشآ            آزمایش قبلی−1

x 1 x 1q p q p− −= ⋅ =
 

 احتمال وقوع اولین موفقیت در xامین آزمایش  

xاولین موفقیت         شکست−1

اولین قدر تکرار کنیم تا به   را به طور مستقل آنpموفقیتهرگاه یک آزمایش برنولی با احتمال  :تعریف
:«گاه متغیر تصادفی ، آن)بالاخره موفق شویم( برسیم موفقیت Xاولین  لازم براي رسیدن به تعداد آزمایشات
)» موفقیت )x 1,2,=  واهد بود خهندسی داراي توزیع. 

  پارامترهاي توزیع
)است و به صورت p داراي توزیع هندسی باشد، پارامتر آنXهرگاه متغیر تصادفی )X G pیا ( )X Ge pشود  نمایش داده می.  

  امین آزمایشxاحتمال وقوع اولین موفقیت در
  )ام بالاخره موفق شویمxاحتمال آنکه در آزمایش(

( ) x 1P x q p−= ⋅  
x 1,2,...=  

  تابع احتمال

)  انتظار براي رسیدن به اولین موفقیت تعداد آزمایش مورد میانگین ) 1E X
p

  )میانگین(امید ریاضی   =

2  واریانس تعداد آزمایش لازم براي رسیدن به اولین موفقیت
X 2

q
p

σ   واریانس  =

  X 2
q

p
σ   انحراف معیار  =

  ( )
t

X t
peM t

1 qe
=

−
  مولد گشتاور تابع  

 

)اي منفی در حالت خاص توزیع دوجمله :نکته )r  همان توزیع هندسی است، بنابراین توزیع هندسی حالت خاصی از توزیع =1
)اي منفی است زمانی که به دنبال اولین موفقیت دوجمله )r   . هستیم=1
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  )هندسی(محاسبه احتمال 
  .گیریم در نظر می) pلبا احتما(  هستیم، به عنوان موفقیتابتدا وضعیتی را که به دنبال اولین وقوع آن )الف






  
)) ب ) x 1P x q p−=،احتمال وقوع اولین موفقیت در x استامین آزمایش.  

)با توجه به آنکه همواره )P x براي تابع احتمال ، ) است1حتمال متغیر تصادفی گسسته برابر بامجموع مقادیر تابع ا (∑=1

)هندسی رابطه  ) x 1

x 1 x 1
P x p q 1

∞ ∞
−

= =
= =∑   :داریم و است برقرار ∑

  
( ) ( ) ( ) ( )

2 3

P X 1 P X 2 P X 3 P X 4

p q p q p q p 1
= = = =

+ + + + =     

  :براي مثال
)  .)سومین آزمایش، اولین موفقیت ( لازم باشدسه آزمایش براي اولین موفقیت) 1 ) 2P X 3 q p= =  
)  . آزمایش براي اولین موفقیت لازم باشد2حداکثر) 2 ) ( ) ( )P X 2 P X 1 P X 2 p qp≤ = = + = = +  
  . آزمایش براي اولین موفقیت لازم باشد2حداقل) 3

  :روش اول
( ) ( )P X 2 1 P X 1 1 p q≥ = − = = − =

  

 :روش دوم

qp  جمله اول q
1 q

= =
−

 −1قدر نسبت  
( ) ( ) ( ) 2P X 2 P X 2 P X 3 ... qp q p ...≥ = = + = + = + + =  

  

  . آزمایش براي اولین موفقیت لازم باشد2بیش از) 4
2  جمله اول

2q p q
1 q

= =
−

  
 −1قدر نسبت

( ) ( ) ( ) 2 3P X 2 P X 3 P X 4 ... q p q p ...> = = + = + = + + =  
  
  

  .تعداد آزمایش لازم براي رسیدن به اولین موفقیت، فرد باشد) 5
  جمله اول

2
p

1 q
=

−
 −1قدر نسبت  

( ) ( ) ( ) 2 4X) P X 1 P X 3 P X 5 ... p q p q p ...= = + = + = + = + + + Pفرد= ( 

  : یادآوري
  :هر تصاعد هندسی به صورت زیر است

2 n 1
1 2 n 1 1 1 1a ,a ,..., a a , a q , a q , ...a q −→  
qقدرنسبت : 





  

  :توان به فرم زیر در نظر گرفت و مجموع هر تصاعد هندسی را می
  جمله اول
 −1قدر نسبت

( )n
1 1n2 n 1

1 1 1 1 0 q 1

a 1 q a
a a q a q ... a q

1 q 1 q
→∞−

< <

−
+ + + + = → = =

− −
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 ):درك مطلب (1حل مسئله 
pدر این مسئله)  الف   ) خوردنهدفبه  (=0.4
  )  ب









  
     ( ) ( ) ( )4 1x 1P x q p 0.6 0.4 0.05184

x 5 , p 0.4 , q 0.6

− = = =


= = =
  

 ):درك مطلب (2حل مسئله 
pدر این مسئله)  الف   )معیوب بودن (=0.1
  ) ب









  
     ( ) ( ) ( )2 1x 1P x q p 0.9 0.1 0.081

x 3 , p 0.1 , q 0.9

− = = =


= = =
  

  ):درك مطلب (3حل مسئله 
ثابت بوده و توزیع تعداد تکرار براي رسیدن به اولین ) سیاه بودن( احتمال موفقیت ،با توجه به اینکه انتخاب با جایگذاري است

  .موفقیت، هندسی است

( ) 1 1E X 3
5p

15

= = =  

10)
15

(5سفید= , q P (
15

= pسیاه= P(=  









  

1احتمال آنکه دانشجویی یک تست را درست پاسخ دهد 1 مثال
4

دهد،  احتمال آنکه چهارمین تستی که دانشجو پاسخ می.  است
 اولین تست درست او باشد، چقدر است؟

   : حل

1pدر این مسئله ) الف
4

  ) دادنپاسخ درست (=
  )ب











  
( )

3 1
x 1 3 1 27P x q p

4 4 256
1 3x 4 , p , q
4 4

−
     = = =       
 = = =

  

 

1احتمال آنکه یک راننده از چراغ قرمز عبور کند و پلیس متوجه نشود  2 مثال
3

احتمال آنکه در سومین چهارراه براي .  است
 ه شود، چقدر است؟اولین بار پلیس متوج

  : حل

2pدر این مسئله)  الف
3

  )متوجه شدن (=
  ) ب













  

       
( )

2 1
x 1 1 2 2P x q p

3 3 27
2 1x 3 , p , q
3 3

−
     = = =       
 = = =
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.  است0.4هنگام تهیه یک فیلم سینمایی، احتمال اینکه بازیگري نقش خود را در هر دور فیلمبرداري درست بازي کند 3 مثال
 احتمال اینکه در چهارمین دور فیلمبرداري براي اولین بار نقش خود را درست بازي کند، چقدر است؟

  : حل
pدر این مسئله ) الف   )درست بازي کردن (=0.4
   )ب









  
     ( ) ( ) ( )3x 1P x q p 0.6 0.4 0.0864

x 4 , p 0.4 , q 0.6

− = = =


= = =
  

 

 تعداد آزمایش مورد نیاز براي رسیدن به اولین کالاي معیوب باشد، Xاگر. اي معیوب است  محصولات کارخانه0.20 4 مثال
 تعداد انتخاب کدام است؟) امید(متوسط 

1 (5  2 (4  3 (2.5  4 (3  
 .  درست است1گزینه  : حل

pتعداد انتخاب براي رسیدن به اولین کالاي معیوب داراي توزیع هندسی با پارامتر نیاز   بوده و متوسط تعداد آزمایش مورد=0.2

)  :برابر است با ) 1 1E X 5
p 0.2

= = =  

امید و . کنیم تا به اولین مهره قرمز برسیم ها را با جایگذاري خارج می  مهره آبی، مهره15 مهره قرمز و5در یک جعبه با 5 مثال
 هاي انتخابی کدام است؟ واریانس تعداد مهره

1 (3 , 4  2 (12 , 4  3 (43 ,
3

  4 (412 ,
3

  

 .  درست است2گزینه  : حل
برقرار است ) داشتن احتمال ثابت( شرایط قانون برنولی ،شود گیري با جایگذاري از جامعه محدود انجام می که نمونه ازآنجا

)5
20

15احتمال قرمز بودن و =
20

  .)احتمال آبی بودن=

5pاز طرفی تعداد انتخاب براي رسیدن به اولین مهره قرمز داراي توزیع هندسی با پارامتر
20

  . است=

( ) 1 1E X 4
1p
4

= = =  

2
X 2 2

3
q 4 12
p 1

4

σ = = =
 
 
 

  

15 3) 0.75
20 4

= = qآبی= P(=
5 1) 0.25 ,

20 4
= = pقرمز= P(=  














  

 

)کنیم تا براي اولین بار نتیجه زوج ظاهر شود قدر پرتاب می یک تاس سالم را آن 6 مثال )6,  :مطلوب است احتمال آنکه. 4,2
  .رسیدن به اولین نتیجه زوج لازم باشد پرتاب براي 2حداقل) الف
  . باشد3هاي لازم براي رسیدن به اولین نتیجه زوج مضربی از تعداد پرتاب) ب
  .هاي لازم براي رسیدن به اولین نتیجه زوج، عددي فرد باشد تعداد پرتاب) ج
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   : حل
:«در این مثال  X داریم و است داراي توزیع هندسی »لازم براي رسیدن به اولین نتیجه زوجتعداد پرتاب:  

( ) ( ) x 1f x P x q p ; x 1, 2,...−= = =  
3 1 1) , q
6 2 2

= = pنتیجه زوج= P(=  







  

  )الف

  ( ) ( ) ( ) 2 qp qp 1P X 2 P X 2 P X 3 ... qp q p ... q
1 q p 2

≥ = = + = + = + + = = = =
−

  

  )ب

  ( ) ( ) ( )

2

2
2 5 8

3 3

1 1
q p 12 2X) P X 3 P X 6 P X 9 ... q p q p q p ...

71 q 11
2

   
   
   = = + = + = + = + + + = = =

−  −  
 

Pضربم (3  

  )ج

  ( ) ( ) ( ) 0X) P X 1 P X 3 P X 5 ... q= = + = + = + = 2 4
2 2

1

1
p 22p q p q p ...

31 q 11
2

+ + + = = =
−  −  

 

Pفرد ( 
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 (Hypergeometric Distribution)توزیع فوق هندسی 
 احتمال .تصادف انتخاب شده است ه کالا ب3تا معیوب است،8تاي آن سالم و4 کالا که12اي با از جعبه): درك مطلب(مسئله 
   کالا سالم باشد چقدر است؟2آنکه

Nوفقیت وتاي آن مkتایی را در نظر بگیرید کهN جامعه محدود:مقدمه k−حال اگر یک . تاي دیگر شکست تلقی شود
با «یا » بدون جایگذاري«گیري  بسته به آنکه نمونه» تعداد موفقیت در نمونه« توزیع ،تایی را از جامعه انتخاب کنیمnنمونه

  .باشد با هم متفاوت است» جایگذاري

kpگیري مستقل، ثابت و برابر با در این وضعیت احتمال موفقیت در هر بار نمونه : با جایگذاري-1
N

 ، است، درنتیجه آزمایش=
  .اي است  دوجمله،طورکه قبلاً بررسی شده بود همان» تعداد موفقیت در نمونه«برنولی و توزیع 

    بار اول   بار دوم  

p p

k k
N N

= × ×
 

  احتمال موفقیت  
  

 در هر ا زیر، وابسته به دفعات قبل است،گیري در این وضعیت احتمال موفقیت در هر بار نمونه): فرض پیش( بدون جایگذاري -2
  . و احتمال موفقیت، دیگر ثابت نیستشود می واحد کم 1 حجم جامعه،بار انتخاب

       بار اول بار دوم   
k k k 1
N N 1

−
= × ×

−
  احتمال موفقیت  

  :در چنین شرایطی براي محاسبه احتمال از همان رابطه کلاسیک فصل احتمال یعنی
  حالات مساعد
  احتمال=   حالات ممکن

  .کنیم حال براي محاسبه حالات مساعد و ممکن از ترکیب استفاده می  درعین.کنیم استفاده می
  :یادآوري

  .شود  در نظر گرفته میفرض بدون جایگذاري پیشیان، نوع انتخاب به طور  در صورت عدم ب-1

N ترکیب-2
n

 
 
 

  .تایی استNاز یک جامعه) بدون جایگذاري(تایی n حالات انتخاب یک نمونه

12 با است کالا برابر12 کالا از بین3اي انتخاببراي مثال در مسئله بالا حالات ممکن بر
3

 
 
 

 8 کالاي سالم و4 که با توجه به
  :وجود داردهاي متفاوتی براي انتخاب به شرح زیر  کالاي معیوب، وضعیت

12 4 8 4 8 4 8 4 8
3 3 0 2 1 1 2 0 3

             
= + + +             

             
  

  حالات ممکن          کالا سالم3هر       معیوب1سالم و 2     معیوب2سالم و 1     کالا معیوب3هر   

  : کالاي سالم در نمونه به صورت زیر است2در این وضعیت احتمال

 :)درك مطلب(حل مسئله 

  ( )

4 8
2 1

P X 2
12
3

  
  
  = =

 
 
 

  

 یا
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N آن موفقیت وتايKتایی کهNجامعه محدودهرگاه از یک  :تعریف K− تاي آن شکست است، یک
:«گاه   انتخاب کنیم، آنبدون جایگذاريتایی nنمونه Xتعداد موفقیت در نمونهnفوق داراي توزیع » تایی

  . استهندسی

  پارامترهاي توزیع
) و به صورت هستندn وN،kهندسی باشد، پارامترهاي آن  داراي توزیع فوقXهرگاه متغیر تصادفی )X HG N, k, n 

  .شود نمایش داده می

تا متعلق به x،)بدون جایگذاري(تایی nونهاحتمال آنکه در یک نم  
  .باشد) موفقیت(kمجموعه   

( )

k N k
x n x

P x
N
n

−  
  −  =

 
 
 

( )x 0,1, 2,...., min n , k=

  تابع احتمال

  تاییnمتوسط تعداد موفقیت در نمونه  

Kpاحتمال موفقیت با  
N

=  ( )E X n p=   )میانگین(امید ریاضی⋅

  تاییn واریانس تعداد موفقیت در نمونه  

Kpبا احتمال موفقیت  
N

=  

Nضریب تصحیح واریانس   n
N 1

−
=

−
  

2
X

N n n p q
N 1

−
σ = ⋅ ⋅ ⋅

−
  واریانس

  X
N n n p q
N 1

−
σ = ⋅ ⋅ ⋅

−
  انحراف معیار

 

 تعداد Xتصادفی اگر متغیر .  نفري انتخاب کنیم3 معلم زن یک کمیته4 معلم مرد و5خواهیم در یک مدرسه با می 1 مثال
  معلم زن در کمیته مورد نظر باشد، تابع توزیع احتمال آن کدام است؟

1 (( )
x 9 x9 4 5f x

x 9 9

−    =     
    

  2 (( )

4 5
x 3 x

f x
9
3

  
  −  =

 
 
 

  

3 (( )

4 5
x 3

f x
9
3

  
  
  =

 
 
 

  کدام هیچ) 4    

 .  درست است2گزینه  : حل

  :داراي توزیع فوق هندسی است و داریم) تاییN(بدون جایگذاري از جامعه محدود ) تاییn(انتخاب نمونه 

  ( )

k N k 4 5
x n x x 3 x

f x
N 9
n 3

N 9 , n 3 , k 4 , N k 5

 −     
      − −      = =

   
       

 = = = − =
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. شود ها برداشته می  کالا به طور تصادفی از بین آن4. عدد معیوب است3 عدد کالاي یکسان موجود در یک کارتن،9از 2 مثال
 )84حسابداري ـ (  شده، سالم است؟ با کدام احتمال لااقل سه کالاي برداشته

1 (8
21

  2 (13
21

  3 (17
42

  4 (25
42

  

 .  درست است4 گزینه  : حل

) استدر این مثال جامعه محدود )N kداریم و =9 nو) سالمکالاي  (=6 ، درنتیجه )فرض بدون جایگذاري  پیش نمونه (=4
  :داریم و استهندسی  توزیع فوق

( ) ( ) ( )

6 3 6 3
3 1 4 0 60 15 25P X 3 P X 3 P X 4

9 9 126 42
4 4

      
       +     ≥ = = + = = + = =

   
   
   

  

N 9 , n 4 , k 6= = = 









  

 عدد را 4یک مشتري به طور تصادفی.  عدد معیوب است3 عدد سالم و9اي شده در جعبه بندي هاي بسته از جوراب 3 مثال
 هاي معیوب در این خرید به ترتیب از چپ به راست چقدر است؟ انگین و واریانس تعداد جورابمی. کند خریداري می

  )73اقتصاد ـ (  

1 (61 ,
11

  2 (31 ,
4

  3 (271 ,
12

  4 (92 ,
12

  

  . درست است1گزینه  : حل
)استه محدود در این مثال جامع )N k داریمو =12 nو ) معیوبکالاي  (=3 ، )فرض بدون جایگذاري نمونه پیش (=4
  : داریم واستهندسی  درنتیجه توزیع فوق

  

( )

( )

3E X np 4 1
12

N n 3 9 12 4 6Var X npq 4
N 1 12 12 12 1 11

k 3N 12 , n 4 , k 3 , p
N 12

 = = × =


− −  = = × × × =  − − 


= = = = =


 

تایی از محصولات این ماشین، انتخاب 2یک نمونه.  واحد آن معیوب است3ي به وسیله یک ماشین، محصول تولید10از 4 مثال
 )79مدیریت ـ (  کدام سالم نباشد، چقدر است؟ احتمال اینکه هیچ. شده است

49) 2  صفر) 1
90

  3 (9
100

  4 (1
15

  

 .  درست است4گزینه  : حل
) استدر این مثال جامعه محدود )N k داریم و=10 nو) معیوبکالاي  (=3 ، )فرض بدون جایگذاري نمونه پیش (=2

  : داریم وتاسهندسی  درنتیجه توزیع فوق

  ( )

3 7
2 0 3 1P X 2
10 45 15
2

N 10 , n 2 , k 3

   
   

   = = = =
 
 
 

 = = =
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 کالا 3احتمال آنکه حداقل. ایم تایی انتخاب کرده4 کالاي سالم، یک نمونه7 کالاي معیوب و3از یک مجموعه شامل 5 مثال
  چقدر است؟سالم باشد، 

  : حل
  :دقت کنید کل حالات انتخاب به شرح زیر است

10 7 3
4 0 4

    
=    

    

7 3 7 3 7 3 7 3
1 3 2 2 3 1 4 0

           
+ + + +           

           

  

     غیرممکن                  سالم                                 3حداقل

7 به هیچ وجه امکان انتخابشود شاهده میطورکه م همان 3
0 4

  
  
  

 وجود ندارد و جواب سؤال

7 3 7 3
3 1 4 0

10
4

     
+     

     
 
 
 

  است 

  ضریب تصحیح واریانس

Nکمیت n
N 1

−
−

طور که در ادامه خواهیم  شود و همان  به عنوان ضریب تصحیح براي واریانس توزیع فوق هندسی به کار برده می

n در بعضی شرایط،دید 0.05
N

 ≤ 
 
  .شود میپوشی   از این ضریب چشم،

  اي تقریب توزیع فوق هندسی به دوجمله
، تفاوت ) تجاوز نکندN درصد5 ازnبر قانون سرانگشتی بنا(کوچک شود ) حجم نمونه (nبزرگ و) حجم جامعه (Nزمانی که

هاي  توان براي تقریب احتمال  در این وضعیت می؛ با جایگذاري وجود نداردگیري  نمونهگیري بدون جایگذاري و چندانی بین نمونه

Kpاي پارامترهاي توزیع فوق هندسی از توزیع دوجمله , n
N

 بدیهی است در این شرایط از ضریب .اده کرد استف=

Nصحیحت n
N 1

−
−

  .شود پوشی می  براي واریانس نیز چشم

) حجم نمونه، هرگاه در یک توزیع فوق هندسی:قضیه )nرا کاهش و حجم جامعه ،( )Nطوري ه  را افزایش دهیم ب

nکه 0.05
N

N و از ضریب تصحیح واریانس استاي تقریب مناسبی براي توزیع فوق هندسی  گاه توزیع دوجمله آن ≥ n
N 1

−
−

 

  :واضح است در این شرایط روابط زیر برقرار است. کنیم پوشی می چشم
  .کند  جامعه تجاوز نمی5%نمونه از

  . برابر نمونه است20جامعه حداقل
n %5Nn 5

N 100 20n N

≤≤ → 
≤

  

ü دقت کنید!  

nهرگاه 0.05
N

n یا< 0.05N>اي دیگر مناسب نیست و از ضریب تصحیح   تقریب دوجمله، باشدN n
N 1

−
−

 در واریانس 

  .شود پوشی نمی چشم
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  :نتیجه
  : همواره»تعداد موفقیت در نمونه«براي تعیین توزیع 

      )فرض پیش(بدون جایگذاري     
  تاییnنمونه  فوق هندسی

  →  n 0.05
N

≤  
  اي دوجمله

→

→

  
  

  تاییNجامعه محدود

      با جایگذاري    

 اي براي تقریب توزیع فوق هندسی استفاده کرد؟ توان از توزیع دوجمله یک از موارد زیر می در کدام 1 مثال
1 (Kو N2  . هر دو بزرگ باشند(K بزرگ ولیNکوچک باشد .  
3(Nبزرگ و n4   . کوچک باشد(Kو Nهر دو کوچک باشند .  

 .  درست است3گزینه  : حل

، Xدر این حالت تابع احتمال متغیر تصادفی. تایی انتخاب شده است40 نفره یک نمونه تصادفی4000از یک جامعه 2 مثال
  )81حسابداري ـ (  کدام است؟

  اي  دوجمله) 2    هندسی) 1
  اي هم فوق هندسی و هم دوجمله) 4    فوق هندسی) 3

 .  درست است4گزینه  : حل
)استازآنجاکه جامعه محدود  ،اولاً )N ) و نمونه=4000 )n توزیع فوق   جایگذاري انتخاب شده، فرض بدون طور پیشه  ب=40

  .هندسی است

n با توجه به آنکه،ثانیاً 40 0.01 0.05
N 4000

= =   . استاي تقریب مناسبی براي توزیع فوق هندسی   است، توزیع دوجمله≥
اي تقریب فوق هندسی است و در شرایط تقریب،  کردیم زیرا دوجمله  را انتخاب می2 وجود نداشت گزینه 4ثالثاً، اگر گزینه 

  .تر است محاسبه تقریب توزیع آسان

n اگردقت کنید که  0.05
N

  . بوددرست پاسخ 3اي مناسب نبود و گزینه  گاه تقریب دوجمله  بود، آن<

در این حالت . کنیم خارج می) بدون جایگذاري(تایی 3 کالاي معیوب، یک نمونه6 کالاي سالم و4از یک جعبه محتوي 3 مثال
  ، تعداد کالاهاي سالم در نمونه، کدام است؟Xتوزیع 

  اي منفی دوجمله) 4  هندسی) 3  فوق هندسی) 2  اي  دوجمله)1

 .  درست است2گزینه  : حل
البته اگر در سؤال کلمه  (.داراي توزیع فوق هندسی است) تاییN(بدون جایگذاري از جامعه محدود ) تاییn(انتخاب نمونه 

فرض در این سؤالات انتخاب بدون  د باز هم پاسخ سؤال، توضیح فوق هندسی بود چون پیشش بدون جایگذاري عنوان نمی
  .)جایگذاري است

  . بودپاسخ درست 1شد، گزینه   میانجامگیري با جایگذاري  اگر نمونهدقت کنید 
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 (Poisson Distribution)توزیع پواسون 
 15احتمال اینکه در . کنند  اتومبیل به یک پمپ بنزین مراجعه می12به طور متوسط در هر ساعت،): درك مطلب (1 مسئله
  اتومبیل مراجعه کنند، چقدر است؟3دقیقه
 1 متري600احتمال آنکه در یک بسته.  زدگی وجود دارد3 متر پارچه،200به طور متوسط در هر): درك مطلب ( 2 مسئله

 زدگی وجود داشته باشد، چقدر است؟
  : مانند، مطرح استمکانی یا زمانیدر یک بازه )  رخداد،رویداد(تعداد اتفاقات  گاهی :مقدمه

  یک ساعت در هاي تلفنی تماستعداد 
  یک روز مشتریان در تعداد
  یک سالهاي اتومبیل در   خرابیتعداد

  تعداد اتفاقات در واحد زمان







  

  شش ماه مسافران هواپیما در تعداد
  کیلومتر 2 درها  اتومبیلتعداد
   پارچهمتر 100ها در  زدگیتعداد
   صفحه10هاي املایی در غلط تعداد

  تعداد اتفاقات در واحد مکان







  

  متر سانتی 100 درها  نقطهتعداد
  .پردازیم یل میدر این وضعیت با استفاده از توزیعی به نام پواسون به تشریح احتمال مسا

فرض کنید تعداد اتفاقات در یک فاصله مشخص از زمان یا مکان مورد نظر باشد؛ در این صورت  :تعریف
»: X مکانی یازمانیدر یک بازه تعداد اتفاقات «( )x 0,1, 2,=  استتوزیع پواسون داراي .  

  پارامترهاي توزیع
) است و به صورتλ داراي توزیع پواسون باشد، پارامتر آنXهرگاه متغیر تصادفی )X P λشود  نمایش داده می.  

  

)   λ اتفاق در یک بازه زمانی یا مکانی با متوسطxاحتمال )
xeP x

x!
x 0,1, 2,...

−λλ
=

=
  تابع احتمال  

)  تعداد اتفاقات در بازه زمانی یا مکانی متوسط  )E X = λ   میانگین(امید ریاضی(  
2   تعداد اتفاقات در بازه زمانی یا مکانیواریانس

Xσ = λ  واریانس  
  Xσ = λ  انحراف معیار  
  ( ) ( )t1 e

XM t e
−λ −

  گشتاور تابع مولد  =

) توزیع پواسون تنها توزیعی است که در آن میانگین و واریانس توزیع با هم برابرند و هر دو مساوي پارامتر توزیع:توجه )λهستند .  

  پارامتر پواسون
  .شود  نمایش داده میλنوان پارامتر توزیع پواسون شناخته شده و با نماد  به عبازه زمانی یا مکانی تعداد اتفاقات در هر متوسط

0اگر 10≤ λ ) باشد، امکان استفاده از توزیع پواسون براي حل مسایل مناسب است، در غیر این صورت≥ )10λ  بهتر است از <
  .شود، استفاده شود بعداً در توزیع نرمال بررسی میتقریب نرمال که 
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  محاسبه احتمال در پواسون
که زمان یا مکان تغییر کند، با استفاده از  ؛ درصورتیکنیم را با توجه به زمان یا مکان مشخص می) پارامتر پواسون (λ  مقدار)الف

  .آوریم  را به دست میλتناسب مقدار 
2λبراي مثال، اگر   : ثانیه داریم20 مشتري در دقیقه باشد، در=

)متوسط تعداد مشتري   )λ  زمان  
60 دقیقه1  2 2   ثانیه= 20 2

60 3
×

⇒ λ = =  
   ثانیه20  ?

  

  : دقیقه خواهیم داشت5و در
)متوسط تعداد مشتري   )λ  زمان  

2   دقیقه1  2 5 10
1
×

⇒ λ = =  
   دقیقه5  ?

  

))ب )
xeP x

x!
x 0,1,2,...

−λ λ =

 =

  . اتفاق در واحد زمان یا مکان استx، احتمال وقوع 

)با توجه به آنکه همواره  )P x براي تابع احتمال ، ) است1مجموع مقادیر تابع احتمال متغیر تصادفی گسسته برابر با (∑=1

) رابطه پواسون )
x

x 0 x 0

eP x 1
x!

−λ∞ ∞

= =

λ
= =∑   :داریم و است برقرار ∑

  
( ) ( ) ( )

0 1 2

P X 0 P X 1 P X 2

e e e 1
0! 1! 2!

−λ −λ −λ

= = =

λ λ λ
+ + + =

  
  

( )
0eP X 0 e

0!

−λ
−λλ

= = =   ق احتمال عدم وقوع اتفا=

( )
1eP X 1 e

1!

−λ
−λλ

= = = = λاتفاق1 احتمال وقوع   

( ) ( ) ( ) ( )P X 1 P X 0 P X 1 1 e−λ= ≤ = = + = = λ    اتفاق1 احتمال وقوع حداکثر+
( ) ( )P X 1 1 P X 0 1 e−λ= ≥ = − = =    اتفاق1 احتمال وقوع حداقل−
( ) ( ) ( ) ( )P X 1 1 P X 0 P X 1 1 1 e−λ= > = − = − = = − λ    اتفاق1 احتمال وقوع بیش از+

  

















  

  ):درك مطلب (1 حل مسئله
12λبه طور متوسط  ؛ دقیقه خواسته شده است15 ولی احتمال در،کنند ساعت به پمپ بنزین مراجعه میهر  اتومبیل در =

  :بنابراین
)متوسط تعداد اتومبیل   )λ  زمان  

60 ساعت1  12 12   دقیقه= 15 3
60
×

⇒ λ = =  
   دقیقه15  ?
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3λبه طور متوسطیعنی    :؛ درنتیجهکنند  دقیقه به پمپ بنزین مراجعه می15 اتومبیل در=

( ) ( )
x 3 3 3

x 3 3 3
3

e e 3 27e 9P x P X 3 e 4.5e
x! 3! 6 2

−λ − −
= − −

λ =
λ

= → = = = = =  
, 3λ Xکنند  دقیقه به پمپ بنزین مراجعه می15هایی که در  اتومبیلتعداد = : 







  

  ):درك مطلب (2حل مسئله 
3λبه طور متوسط   : بنابراین؛ شده استخواسته متري 600هاي شود، ولی احتمال در بسته  متر پارچه دیده می200 زدگی در=

)متوسط تعداد زدگی   )λ  زمان  
3   متر200  3 600 9

200
×

⇒ λ = =  
   متر600  ?

  

9λبه طور متوسطیعنی    :؛ درنتیجه متر پارچه خواهد بود600 زدگی در=

( ) ( )
x 9 1

x 1 9
9

e e 9P x P X 1 9e
x! 1!

−λ −
= −

λ =
λ

= → = = =  
, 9λ X متري600ها در یک بسته تعداد زدگی = : 







  

مطلوب است . نفر در ساعت است4تعداد مشتریان یک فروشگاه در ساعت خاصی از روز داراي توزیع پواسون با متوسط 1 مثال
 : محاسبه
  .احتمال آنکه در یک ساعت هیچ مشتري وارد نشود) الف
  . مشتري وارد فروشگاه شود3احتمال آنکه در نیم ساعت) ب
  . ساعت حداکثر یک مشتري وارد فروشگاه شود5احتمال آنکه در) ج
  .احتمال آنکه در یک ربع ساعت حداقل یک مشتري وارد فروشگاه شود) د
  . ساعت10تابع احتمال تعداد مشتریان در) ه
   : حل
4λ)الف   : بنابراین؛کند  تغییري نمیλ شده،خواسته و با توجه به آنکه احتمال در ساعت است نفر در ساعت =

( ) ( )
x 4 0

x 0 4
4

e e 4P x P X 0 e
x! 0!

−λ −
= −

λ =
λ

= → = = =  
, 4λ Xشوند رد میهایی که در یک ساعت وا تعداد مشتري = : 







  
  

4λ)ب   : بنابراین؛ شدهخواسته ولی احتمال در نیم ساعت است نفر در ساعت =
)متوسط تعداد مشتري   )λ  زمان  

14   ساعت1  4
2 2

1

×
⇒ λ = =  

?  1
2

   ساعت
  

2λیعنی به طور متوسط   :شود؛ درنتیجه وارد میساعت  نفر در نیم =

( ) ( )
x 2 3

x 3 2 2
2

e e 2 8 4P x P X 3 e e
x! 3! 6 3

−λ −
= − −

λ =
λ

= → = = = =  
, 2λ Xشوند ساعت وارد می هایی که در نیم مشتريتعداد  = : 







  
  

4λ)ج   : بنابراین؛ شدهخواسته ساعت 5 اما احتمال دراست نفر در ساعت =
)متوسط تعداد مشتري   )λ  زمان  

4   ساعت1  4 5 20
1
×

⇒ λ = =  
   ساعت5  ?
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20λیعنی به طور متوسط   :شود؛ درنتیجه وارد می ساعت 5نفر در =

( ) ( ) ( )
0 1

20 20 20e eP X 1 P X 0 P X 1 e 20e 21e
0! 1!

−λ −λ
− − −λ λ

≤ = = + = = + = + =  

, 20λ Xشوند  ساعت وارد می5هایی که در تعداد مشتري = : 







  

4λ)د   :ن نفر در ساعت است اما احتمال در یک ربع ساعت خواسته شده؛ بنابرای=
)متوسط تعداد مشتري   )λ  زمان  

14   ساعت1  4
4 1

1

×
⇒ λ = =  

?  1
4

   ساعت
  

1λیعنی به طور متوسط   :شود؛ در نتیجه ر در یک ربع ساعت وارد می نف=

( ) ( )
0

1eP X 1 1 P X 0 1 1 e
0!

−λ
−λ

≥ = − = = − = −  

, 1λ Xشوند هایی که در یک ربع ساعت وارد می تعداد مشتري = : 







  

  

4λ)ه   : ساعت خواسته شده؛ بنابراین10احتمال در نفر در ساعت است و تابع =
)متوسط تعداد مشتري   )λ  زمان  

4   ساعت1  4 10 40
1

×
⇒ λ = =  

   ساعت10  ?
  

40λیعنی به طور متوسط   :شود؛ در نتیجه  ساعت وارد می10 نفر در=

( ) ( )
x 40 xe e 40f x P x

x! x!

−λ −λ
= = =  

, 40λ Xشوند ساعت وارد می 10هایی که در تعداد مشتري = : 







  

 سطر اول 100احتمال اینکه در.  اشتباه است2 سطري500چینی یک متن چین در حروف تعداد اشتباهات یک حروف 2 مثال
 اشتباهی وجود نداشته باشد، چقدر است؟

1 (2e−  2 (
2
5e

−
  3 (

2
51 e

−
−  4 (

5
2e

−  

 .  درست است2گزینه  : حل
2λ   :واسته شده؛ بنابراین سطر خ100 سطر است و احتمال در500 اشتباه در=

)متوسط تعداد اشتباهات   )λ  مکان  
2   سطر500  2 100 2

500 5
×

⇒ λ = =  
   سطر100  ?

  

2یعنی به طور متوسط
5

λ   : سطر وجود دارد؛ درنتیجه100 اشتباه در=

( ) ( )

2 0
5 2x

x 0 5
2
5

2ee 5P x P X 0 e
x! 0!

−
−λ −=

λ =

λ
= → = = =  

2,
5

λ X سطر100چینی در تعداد اشتباهات حروف = : 
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) توزیع پواسون در یک 3 مثال ) ( )P X 1 P X 2= =   چند درصد است؟Xضریب تغییرات متغیر تصادفی.  برقرار است =
1 (50  2 (50 2  3 (200 2  4 (100  
 .ست است در2گزینه  : حل

)ابتدا با توجه به تابع احتمال پواسون )
xeP x

x!

−λ λ
  :داریم =

  ( ) ( ) eP X 1 P X 2
−λ

= = = →
1 e

1!

−λλ
=

2
2

2!
λ

→ λ =  
  :کنیم به صورت زیر عمل می) پراکندگی(حال براي محاسبه درصد ضریب تغییرات 

  
2CV 100 100 100 50 2

2
2

2

 σ
× = × = × =

µ
µ = λ =

σ = λ =

 

  اي به پواسون تقریب توزیع دوجمله
) تعداد تکرار آزمایش برنولی  که در آنآید پیش می شرایطی p وnاي با پارامترهاي وجملهگاهی در یک توزیع د )n  زیاد و

)احتمال موفقیت در هر آزمایش )pافتد  اتفاق میکه یکی از حالات زیر طوريه  کم است، ب:  

  I) n 20 , p 0.05
II) n 100 , np 10

≥ ≤
 ≥ ≤

  

اي از توزیع  جاي استفاده از توزیع دوجمله توانیم به در این وضعیت می.  شرایط محاسبه احتمال مشکل است اینبدیهی است در
npλپواسون با پارامتر   .تر انجام شود  گیریم تا محاسبات ساده  بهره=

npλگاه توزیع پواسون با پارامتر  آنبرقرار باشد یکی از شرایط زیر ،p وnاي با پارامترهاي  در یک توزیع دوجمله هرگاه:قضیه = 
  .اي است تقریب مناسبی براي توزیع دوجمله

  ( )
( )

( )
( )

I : n 20, p 0.05
X Bin n , p X P np

II : n 100 ,np 10

≥ ≤
→ λ =

≥ ≤
   

 اي است؟ یک از موارد زیر توزیع پواسون تقریب خوبی براي توزیع دوجمله در کدام 1 مثال
1 (p 0.32, n 40= =    2 (p 0.68 , n 40= =  
3 (p 0.98 , n 200= =    4 (p 0.03 , n 20= =  
 .  درست است4گزینه  : حل

p با توجه به شرط اول 1 در گزینه 0.32 0.05= n و > 40 20=   . تقریب مناسب نیست≤
p با توجه به شرط اول 2در گزینه  0.68 0.05= n و > 40 20=   . تقریب مناسب نیست≤
np با توجه به شرط دوم 3در گزینه  196 10= n و ≥ 200 100=   .تقریب مناسب نیست ≤
p با توجه به شرط اول 4در گزینه  0.03 0.05= n و ≥ 20 20=   . تقریب مناسب است≤

ین توزیع براي تقریب  باشد، بهتر0.01 تکرار داشته باشد و احتمال موفقیت در هر تکرار100اي اگر یک توزیع دو جمله 2 مثال
  هاي آن کدام است؟ احتمال

  یکنواخت) 4  پواسون) 3  نرمال) 2  نمایی) 1

 .  درست است3گزینه  : حل
nبا توجه به شرط دوم 100 100 , np 100 0.01 1 10= ≥ = × =  .اي به پواسون مناسب است  تقریب دوجمله≥
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 کالا حداکثر یک کالاي خراب وجود داشته 100مال آنکه دراحت.  است0.01نسبت خرابی کالا در یک کارخانه برابر 3 مثال
  )79مدیریت ـ (  باشد، چقدر است؟

1 (2e  2 (2e −  3 (2e  4 (12e −  

 . درست است4گزینه  : حل
pبه آنکه احتمال معیوب بودن در هر انتخاب با توجه  تایی از جامعه انتخاب شده است، توزیع 100 ثابت است و نمونه =0.01

  .اي است  تعداد کالاي معیوب در نمونه دوجمله
 .تر است سبه احتمال از طریق آن ساده محااست، بنابرایناما شرایط تقریب پواسون با توجه به شرط دوم برقرار 

  np 100 0.01 1→ λ = = × nتقریب پواسون مناسب است= 100 100 , np 100 0.01 1 10= ≥ = × = ≤ →   

  ( ) ( ) ( )
x 1 0 1 1

1e e 1 e 1P X 1 P X 0 P X 1 2e 0.736
x! 0! 1!

−λ − −
−λ × ×

≤ = = + = = = + = =  

  :یراتر بود ز کردیم، محاسبه بسیار مشکل اي استفاده می در این مسئله اگر به طور مستقیم براي محاسبه احتمال از توزیع دوجمله

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 100 1 99100 100
P X 1 P X 0 P X 1 0.01 0.99 0.01 0.99 0.736

0 1
   

≤ = = + = = + =   
   

  

  .ها یکسان است  آنيبا این حال پاسخ هر دو

 نفر در اثر 3 هزار نفر به طور متوسط100اي که اداره راهنمایی و رانندگی منتشر کرده است، از هر طبق آمار سالیانه 4 مثال
 : هزار نفر جمعیت مطلوب است محاسبه احتمال آنکه200در شهري با. دشون حوادث رانندگی کشته می

  . نفر کشته شوند4)الف
  . نفر کشته شوند3کمتر از) ب
  : حل

  :با توجه به شرط دوم
  np 6→ λ = n.تتقریب پواسون مناسب اس= 200000 100 , np 200000 0.00003 6 10= ≥ = × = ≤ →  

  ( )
x 6 4e e 6P X 4

x! 4!

−λ −λ
= =   الف (=

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 x 2 6

6 6 6

x 0

e 6 eP X 3 P X 0 P X 1 P X 2 e 6e 25e
x! 2!

−λ −
− − −

=

λ
< = = + = + = = = + +   ب( ∑=

  
  

  

)هاي گسسته  در تمام توزیع ) ( )P X a f X a 0= = =   . است≤
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  (Continuous Uniform Distribution)توزیع یکنواخت پیوسته

)  :رو در نظر گرفته شود که تابع چگالی روبه  درصورتی):درك مطلب(مسئله  ) 2 1f x ; 1 x
3 2

= − ≤ <  

1 تا0 در فاصله Xاحتمال آنکه) الف
2

   باشد کدام است؟
   کدام است؟Xامید ریاضی و واریانس) ب

xα به صورت اي را  پیوسته  فاصله:مقدمه < < β در نظر بگیرید که وقوع احتمال در هر نقطه از آن با هر نقطه دیگر در آن برابر 
  :توانیم به صورت زیر نمایش دهیم ه یا فاصله را میصورت احتمال وقوع در هر نقط  در این؛باشد

  xطول بازه
β − α  ( )P x =  

xαاستفاده از رابطه بالا به آن علت است که فاصله  < < βست تا احتمال در تمام  به طور یکنواخت بین تمام نقاط توزیع شده ا
  :نقاط با هم برابر باشد در چنین حالتی طبیعی است که

  ( ) d cP c X d −
< < =

β − α
  

  ( ) e eP X e 0−
= = =

β − α
  

 است اگر و تنها اگر تابع چگالی آن به واختچگالی یکن داراي b تاa در بازهXمتغیر تصادفی پیوسته :تعریف

1 برابر با عدد ثابت xازاي هر مقدار از
b a−

  . باشد

  
  پارامترهاي توزیع
) است و به صورتb وa داراي توزیع یکنواخت پیوسته باشد، پارامترهاي آنXهرگاه متغیر تصادفی )X u a , bشود  نمایش داده می.  

1مقدار ثابت
b a−

)  x به ازاي هر مقداري از ) 1f x ; a x b
b a

= < <
−

  تابع احتمال  

) bا تa در بازهxمتوسط مقادیر ) a bE X
2
+

= µ   )میانگین(امید ریاضی   =

)  b تاaدر بازه xواریانس مقادیر )2
2
X

b a
12
−

σ   واریانس  =

  ( )2

X
b a

12
−

σ   انحراف معیار  =

  ( ) ( )
tb ta

X
e eM t
t b a

−
=

−
  تابع مولد گشتاور  
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)هرگاه تابع چگالی :نکته )f xدر بازه xα < < β ثابت« به صورت( )f x  داراي توزیع یکنواخت Xگاه حتماً باشد، آن» =

)پیوسته با تابع چگالی ) 1f x =
β − α

  : است و برعکس؛ به عبارت دیگر

)ثابت )f x =  ( ) 1f x

x

 =→ β − α←
 α < < β

  
xα < < β  







  
  

  محاسبه احتمال
xαرگاهه < < βداراي توزیع چگالی یکنواخت باشد، براي محاسبه احتمال در بازه دلخواه c x d< که در فاصله  ، درصورتی>

  :کنیم مورد نظر باشد، به صورت زیر عمل می
  
  
  

  ( ) ( )
dd d

c c c

1 x d cP c X d f x dx dx   −
< < = = = = β − α β − α β − α ∫ ∫  

  :بنابراین
  طول بازه
β − α  

) Pبازه= (  

  
( ) ( )

( ) ( )

d c cP c X d , P X c

d c cP X d , P X c 0

− − α < < = < = β − α β − α
 β − − > = = = =
 β − α β − α

  

ü دقت کنید!  
)اگر بازه احتمال خارج از بازه  )xα < < β مانند نقاط( یعنی بازه تابع یکنواخت پیوسته باشدf ,e(،گاه  آن:  

  
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

P f X 0
cP f X c P f X P X c

dP d X e P d X P X e

< < α =


− α < < = < < α + α < < =
β − α

 β − < < = < < β + β < < =
 β − α

  

  ):درك مطلب(مسئله حل 

))ثابت(که  با توجه به نکته، ازآنجا ) 2f x
3

  : است، حتماً تابع یکنواخت پیوسته است، یعنی=

  ( )
( )

1 1 1 2f x
1 3 31
2 2

= = = =
β − α − −

  

  )الف

  
( )

1 01 12P 0 X
12 31
2

− < < = = 
  − −

  

e β d c α f 
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  )ب

  
( )

( ) ( )
2

2
2
X

11 12E X
2 2 4

1 91
32 4

12 12 12 16

 − + α + β
= = = −




  − −  β − α  σ = = = =

 

 : با چگالی یکنواخت زیر را در نظر بگیریدXمتغیر تصادفی 1 مثال

xα < <β  
  صورت  در غیر این

( )
1 ;

f x 8
0 ;


= 


  

β,گاه مقادیر   باشد، آن50 برابرXاگر امید ریاضی متغیر تصادفی αکدام است؟   
1 (56 , 44β = α =  2 (54 , 46β = α =  3 (40 , 22.5β = α =  4 (50 , 46β = α =  

 .  درست است2گزینه  : حل

  
( )

( )

E X 50 100 542
1 1 46f x 8

8

α + β = = → α + β = β = → α = = = → β − α =
 β − α

  

 :تابع چگالی یکنواخت زیر را در نظر بگیرید 2 مثال

2 x 11≤ ≤  
  صورت در غیر این

( )
1 ;

f x 9
0 ;


= 


  

)مقدار میانگین )µو واریانس ( )2σبه ترتیب کدام است؟   

1 (2 27 , 6.5
4

σ = µ =  2 (2 9 , 6.5
2

σ = µ =  3 (2 9 , 8
2

σ = µ =  4 (2 27 , 7
2

σ = µ =  

 .  درست است1گزینه  : حل

  ( ) ( )2 2
2

2 11 6.5
2 2

11 2 81 27
12 12 12 4

a 2 , b 11

α + β +µ = = =


β − α −
σ = = = =


= =

  

  :تابع چگالی یکنواخت زیر را در نظر بگیرید 3 مثال

2 x 10≤ ≤  
  صورت در غیر این

( )
1 ;

f x 8
0 ;


= 


  

  احتمال مربوط به هر یک از حالات زیر کدام است؟
)) الف )P 3 X 7< )) ب  > )P X )) ج  <4 )P X 5<  
)) د )P X )) ه  =3 )P 3 X 10< )) و  > )P 0 X 3< <  
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  : حل

  :روش اول

  :در بازه مورد نظر است) منحنی سطح زیر(احتمال در هر بازه برابر با انتگرال 

  ( )
77

3 3

1 x 7 3 4 1P 3 X 7 dx
8 8 8 8 2

− < < = = = = =  ∫) الف  

  ( )
1010

4 4

1 x 10 4 6P X 4 dx
8 8 8 8

− > = = = =  ∫)  ب  

  ( )
55

2 2

1 x 5 2 3P X 5 dx
8 8 8 8

− < = = = =  ∫)   ج  

  ( )
3

3

1P X 3 dx 0
8

= =   د   (∫=

  ( )
1010

3 3

1 x 10 3 7P 3 X 10 dx
8 8 8 8

− < < = = = =  ∫)  ه  

  ( )
33

2 2

1 x 3 2 1P 0 X 3 dx
8 8 8 8

− < < = = = =  ∫)   و  

  :دومروش 

  ( ) 7 3 4P 3 X 7
10 2 8

−
< < = =

−
  الف (

  ( ) 10 4 6P X 4
10 2 8

−
> = =

−
  ب  (

  ( ) 5 2 3P X 5
10 2 8

−
< = =

−
  ج  (

  ( ) 3 3P X 3 0
10 2

−
= = =

−
  د  (

  ( ) 10 3 7P 3 X 10
10 2 8

−
< < = =

−
  ه (

  ( ) ( ) 3 2 1P 0 X 3 P 2 X 3
10 2 8

−
< < = < < = =

−
  و  (

 

  :تابع چگالی یکنواخت پیوسته زیر را در نظر بگیرید 4 مثال
)تابع چگالی ) الف )f xکدام است؟   
)که  درصورتی) ب )P X C 0.15<    کدام است؟C باشد، مقدار=
   کدام است؟Xو واریانس) میانگین(امید ریاضی ) ج

  
 

10 7 5 4 3 2 0 
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   : حل
a در مبدأ مختصات قرار دارد،aبا توجه به آنکه) الف   :است =0

  ( )
( )
a 0

1f x
2

1 1 1f x b 2
b a 2 b 0

=

=
= → = → =

− −
  

  :در نتیجه

  ( ) 1f x ; 0 x 2
2

= ≤ ≤  
  :روش اول) ب

  ( )
CC

0 0

1 x CP X C 0.15 dx 0.15 0.15 0.15 C 0.3
2 2 2

 < = → = → = → = → =  ∫  

  :روش دوم

  ( ) C C 0P X C 0.15 0.15 0.15 C 0.3
2 0

− α −
< = → = → = → =

β − α −
  

  )ج

  
( )

( ) ( )2 2
2
X

a b 0 2E X 1
2 2

b a 2 0 1
12 12 3

+ + = = =


− − σ = = =

  

)تابع توزیع تجمعی مربوط به تابع چگالی یکنواخت پیوسته  5 مثال ) 1
f x ; x= ≤ ≤

−
α β

β α
 کدام است؟

1 (x − α
β − α

  2 (α
β − α

  3 (x
β − α

  کدام هیچ) 4  

 .  درست است1گزینه  : حل

  ( ) ( )
xx x

X
1 x xF x f x dx dx

α α

  − α
= = = = β − α β − α β − α ∫ ∫  

 . میلیون ریال است5 تا−3سود شرکتی داراي توزیع یکنواخت بین  6 مثال
  .تابع چگالی احتمال را به دست آورید) الف
   باشد، چقدر است؟1.2 تا0احتمال آنکه سود شرکت بین) ب
  متوسط سود مورد انتظار شرکت چقدر است؟) ج
  واریانس سود شرکت چقدر است؟) د
  : حل
  )الف

  
( ) ( )

( )
1 11 f xf x

5 3 8

x 3 x 5

 = ==  − −β − α → 
 α < < β − < < 

  

  :روش اول) ب

  ( ) ( )
1.21.2 1.2

0 0 0

1 x 1.2P 0 X 1.2 f x dx dx 0.15
8 8 8

 < < = = = = =  ∫ ∫  

 حد پایین
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  :روش دوم

  ( ) ( )
1.2 0 1.2P 0 X 1.2 0.15
5 3 8

−
< < = = =

− −
  

))میلیون(  )ج ) 3 5E X 1
2 2

α + β − +
= = =  

)  )د ) ( )( )22
2
X

5 3 64 16
12 12 12 3

− −β − α
σ = = = =  

احتمال آنکه سود .  است300یلیون تومان و واریانس م130سود مورد انتظار شرکتی داراي توزیع یکنواخت با میانگین 7 مثال
  میلیون تومان شود، چقدر است؟120این شرکت بیشتر از

1 (0.33  2 (0.667  3 (0.5  4 (0.2  

 .  درست است2گزینه  : حل

  
( )

( )2
2
X

E X 130
2602

100 , 160
60

300
12

α + β
= =

α + β =
→ → α = β =

β − α =β − α
σ = =

  

  
( ) ( ) 160 120 40 2P X 120 0.667aP X a 160 100 60 3

100 x 160

x

− > = = = =β −  > = → − β − α  < <

α < < β
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  (Exponential Distribution)توزیع نمایی

متوسط . ت نفر اس4 تعداد مشتریان یک فروشگاه در ساعت خاصی از روز داراي توزیع پواسون با میانگین):درك مطلب (1 مسئله
  زمان بین ورود دو مشتري یا ورود اولین مشتري کدام است؟

1 زمان ورود مشتریان به یک بانک داراي توزیع نمایی با میانگین):درك مطلب (2 مسئله
2

احتمال مطلوب است .  ساعت است
  :آنکه
  .عت وارد شود سا1مشتري بعدي دقیقاً رأس) الف
  . وارد شود بعد ساعت3مشتري بعدي تا) ب
  . دقیقه منتظر اولین مشتري شود20دار بیش از صندوق) ج
  . ساعت وارد شود3 تا2مشتري بعدي بین) د

دهند، داراي توزیع پواسون  رخ می» فاصله زمانی یا مکانی«هاي گسسته دیدیم که تعداد وقایعی که در یک  توزیعدر بخش  :مقدمه
در توزیع پواسون را بررسی » فاصله زمانی بین دو اتفاق متوالی یا زمان لازم براي وقوع اولین اتفاق« حال اگر بخواهیم .هستند

  : به مثال زیر توجه کنید.شود  گفته مینماییشویم که به آن  رو می  روبه)زمان(کنیم، با یک متغیر تصادفی پیوسته 
2λ در ساعت به یک بانک داراي توزیع پواسون با متوسطهاي تلفنی تماس، فرض کنید تعداد براي مثال  تلفن در ساعت باشد، =

  :گاه آن
  

  0زمان         ساعت1زمان
  تلفن دوم  

  )تلفن بعدي(

  
1
2

1
=

λ→  1  اولین تلفن
2

1
=

λ→  
  

            

2λمتوسط     تلفن در ساعت=
  

  

1ر شود، انتظار داریم در هر تماس تلفنی در ساعت برقرا2، اگر به طور متوسطدرنتیجه
2

  . تماس داشته باشیم1 ساعت،
  

گاه متغیر   آن  اتفاق باشد،λکه تعداد اتفاقات در واحد زمان داراي توزیع پواسون با میانگین درصورتی :تعریف
:«تصادفی Xلازم براي اولین اتفاقزمان بین دو اتفاق متوالی یا زمان «( )x  با میانگین توزیع نمایی داراي ≤0

1زمان
λ

  . است

  
  

  

 ساعت ساعت



  …هاي گسسته و  توزیع
  

 

433 
 م

  ي توزیعپارامترها
) است و به صورتλ داراي توزیع نمایی باشد، پارامتر آنXهرگاه متغیر تصادفی )X E λشود  نمایش داده می.  

: X زمان لازم براي وقوع اتفاق بعدي  
        زمان لازم براي وقوع اولین اتفاق 
        زمان لازم بین دو اتفاق متوالی

( ) xf x e ; 0 x−λ= λ ≤ <   التابع احتم  ∞

) متوسط زمان لازم براي وقوع اولین اتفاق یا دو اتفاق متوالی ) 1E X = µ =
λ

  )میانگین(امید ریاضی   

2 واریانس زمان لازم براي وقوع اولین اتفاق یا دو اتفاق متوالی
X 2

1
σ =

λ
  واریانس  

  X
1

σ =
λ

  انحراف معیار  

  ( )XM t
t

λ
=

λ −
  گشتاور تابع مولد  

 که در آن میانگین توزیع با انحراف معیار آن برابر است و درنتیجه همواره ضریب تغییرات  است توزیع نمایی تنها توزیعی:توجه
  . استآن یک ) ضریب پراکندگی(

1 و λرابطه بین 
λ

  

  =
1
λ

=متوسط زمان لازم براي وقوع اولین اتفاق یا دو اتفاق متوالی  ←→λمتوسط تعداد اتفاقات در واحد زمان   

 :کنیم براي محاسبه احتمال وقوع اتفاق بعدي یا اولین اتفاق در زمان مشخص به صورت زیر عمل می
  :کنیم و بر اساس آن داریم محاسبه میرا ) متوسط تعداد اتفاقات در واحد زمان (λابتدا
)  :aنوقوع اتفاق بعدي یا اولین اتفاق دقیقاً در زما) الف )P X a 0= =  
)  ):aحداکثر زمان (aوقوع اتفاق بعدي یا اولین اتفاق قبل از زمان) ب ) aP X a 1 e −λ< = −  
)  ):aحداقل زمان (aوقوع اتفاق بعدي یا اولین اتفاق بعد از زمان) ج ) aP X a e −λ> =  
)  :bا تaزمانوقوع اتفاق بعدي یا اولین اتفاق بین ) د ) a bP a X b e e−λ −λ< < = −  

  :براي اثبات روابط بالا با توجه به تابع چگالی نمایی
  ( ) xf x e 0 x−λ= λ ≤ < ∞  

))در تابع چگالی احتمال پیوسته(   )P X a 0=   الف (=

  ( )
a ax x a

00
P X a e dx e 1 e−λ −λ −λ < = λ = − = − ∫) ب  

  ( ) x x a
aa

P X a e dx e e
∞ ∞−λ −λ −λ > = λ = − = ∫) ج  

  ( )
b bx x a b

aa
P a X b e dx e e e−λ −λ −λ −λ < < = λ = − = − ∫ )د  
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  ):درك مطلب( 1حل مسئله 

1 و λبا توجه به رابطه
λ

  : داریم

  1 1
4

=
λ

)→اي ورود مشتري بعدي یا اولین مشتريبر) دقیقه 15( متوسط ساعت  )4λ    متوسط نفر در ساعت=
  ):درك مطلب( 2حل مسئله 

  2λ → متوسط نفر در ساعت=
1 1

2
=

λ
   بعدي یا اولین مشتري متوسط ساعت براي ورود مشتري

2λبر نکته و  حال بنا   :داریم =
  ( ) ( )P X a 0 P X 1 0= = → =   الف (=

  ( ) ( )a 2 3 6P X a 1 e P X 3 1 e 1 e−λ − × −< = − → < = − =   ب (−
  

  ( )
1 22a 3 31P X a e P X e e

3

− × −−λ  > = → > = = 
 

  ج (

  ( ) ( )a b 2 2 2 3 4 6P a X b e e P 2 X 3 e e e e−λ −λ − × − × − −< < = − → < < = − =  د (−
  :تابع چگالی نمایی زیر را در نظر بگیرید 1 مثال

x 0>  
  صورت  این  در غیر

( )
x
21 e ;f x 2

0 ;

−
= 



  

   چقدر است؟Xمیانگین و واریانس) الف

1 مقداري بینXاحتمال اینکه) ب
2

3 و
2

  است؟ را اختیار کند، چقدر 
  : حل

)با توجه به آنکه در توزیع نمایی) الف ) 1E X =
λ

) و )2
2

1Xσ =
λ

  :داریم است، 

  ( )

( )

( )

x
x 2

2
2

1 1E X 2
1

1 1 2f x e e
1 12 2 X 4

1
4

−−λ

 = = = λ
= λ = → λ = → 
 σ = = =
 λ


  

  : راه حل اول)ب
  ): د(بر نکته  بنا

  ( )
1 1 3

a b 2 4 41 3P a X b e e P X e e
2 2

λ = − −−λ −λ  < < = − → < < = − 
 

  
ی پیوسته، احتمال در هر فاصله برابر با انتگرال روي تابع چگالی  محاسبه احتمال در توابع چگالمعمول بنابر روش :راه حل دوم

( )f xکنیم  به صورت زیر عمل می؛ درنتیجه در فاصله مورد نظر است:  

  

3
3 x x 3 1 1 32
2 2 2 4 4 4 4
1 1
2 2

1 3 1P X e dx e e e e e
2 2 2

− − − − − −       < < = = − = − − − = −         
∫  

1 دقیقه معادل 20
3

   ساعت
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  . خرابی است3با میانگینداراي توزیع پواسون )  روز30(هاي ماشین در ماه  تعداد خرابی 2 مثال
  متوسط زمان بین دو خرابی چند روز است؟) الف
   روز اول پس از سرویس، ماشین خراب شود، چقدر است؟10احتمال اینکه در) ب

  : حل

1 وλبا توجه به رابطه) الف
λ

 :  

  1 1
3

=
λ

→3λ متوسط ماه بین دو خرابی یا براي اولین خرابی     متوسط خرابی در ماه=

1بنابراین به طور متوسط 1
3

=
λ

  .ا براي اولین خرابی زمان لازم استبین دو خرابی ی) روز 10( ماه 
3λ به طور متوسطازآنجاکه) ب   :داریم خرابی در ماه است، =

1( روز 10احتمال آنکه قبل از) ب(بر نکته   بنا:راه حل اول
3

  : است با برابرپس از سرویس، ماشین خراب شود) ماه 

  ( )
13.a 131P X a 1 e P X 1 e 1 e

3

−−λ − < = − → < = − = − 
 

  

 با انتگرال روي تابع  است محاسبه احتمال در توابع چگالی پیوسته، احتمال در هر فاصله برابرمعمول با توجه به روش :راه حل دوم
)چگالی )f x3 بنابراین ابتدا تابع چگالی نمایی را با توجه به؛ در فاصله مورد نظرλ   :آوریم میدست   به صورت زیر به=

  ( ) x 3xf x e 3e , 0 x−λ −= λ = < < ∞  
  :کنیم حال احتمال مورد نظر را محاسبه می

  
1 1

3x 3x 13 3
00

1P X 3e dx e 1 e
3

− − −   < = = − = −     ∫  

 که واحد زمانی  در این سؤال ازآنجا. باشدλشده، منطبق بر واحد زمانی هدقت کنید که حتماً باید واحد زمانی احتمال خواست

)3λ 1 روز برحسب ماه10 بنابراین واحد زمانی،ماه است)  خرابی= 10
3 30

  . ماه خواهد بود=

   باشد، تابع توزیع تجمعی آن کدام است؟λ داراي توزیع نمایی با پارامترXاگر متغیر تصادفی 3 مثال
1 (xe−λ  2 (xe−λλ  3 (x1 e−λ−  4 (xe−λ−  

 .  درست است3گزینه  : حل
  : راه حل اول

  ( ) ( ) x
XF x P X x 1 e−λ= ≤ = −  

  :ومراه حل د

  ( ) ( )
xx x x x

X 0 0
F x P X x e dx e 1 e−λ −λ −λ = ≤ = λ = − = − ∫  

  :مطلوب است احتمال آنکه.  ساعت است3زمان تعمیر ماشینی داراي توزیع نمایی با میانگین مدت 4 مثال
  . ساعت تعمیر شود1ماشین کمتر از) الف
  . ساعت طول بکشد3 تا1مدت تعمیر بین) ب
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   : حل

1متوسط (  
3

1) ماشین در ساعت 13
3

= → λ =
λ

  )متوسط در ساعت(
  )ب(بر نکته  بنا) الف

  ( ) ( )
1 11a 3 3P X a 1 e P X 1 1 e 1 e

− × −−λ< = − → < = − = −  
  )د( بر نکته  بنا) ب

  ( ) ( )
1 1 11 3a b 13 3 3P a X b e e P 1 X 3 e e e e

− × − × −−λ −λ −< < = − → < < = − = −  

احتمال اینکه اولین . کند  مشتري با توزیع پواسون به گیشه پرداخت بانکی مراجعه می2 دقیقه0.5به طور متوسط هر 5 مثال
   دقیقه وارد شود چقدر است؟2مشتري بعد از

   : حل

2) دقیقه1مشتري در(   2 2 4λ = → λ = × 1مشتري در(=
2

  ) دقیقه
  ):ج(با توجه به نکته 

  ( ) ( )a 4 2 8P X a e P X 2 e e−λ − × −> = → > = =  

  )حافظه بودن بی(خاصیت عدم حافظه 
  :است» حافظه بودن بی«ترین خصوصیات توزیع نمایی، خاصیت  یکی از مهم

  ( ) ( )P X m n| x n P X m> + > = >  
) اتفاق نیفتاده باشدn با توزیع نمایی تا زمانXاست که اگر متغیر مفهوم ه آن بحافظه بودن بی )X n>درگاه وقوع آن  ، آنm 

 یک توزیع ،nتوان بدون در نظر گرفتن  واحد زمانی را میm بعد ازXوقوعبه عبارت دیگر ،؛ استnواحد زمان بعدي مستقل از
  :شود نمایی مستقل دانست که از زمان صفر در نظر گرفته می

  

  
  کاربرد توزیع نمایی

، محاسبه طول عمر قطعات برقی است، زیرا یک »حافظه بودن بی«بردهاي مهم توزیع نمایی با استفاده از خاصیت یکی از کار
 در 0زمان کارکرد قبلی نداشته و دوباره از مانده آن ربطی به مدت دستگاه برقی هر چقدر هم که عمر کرده باشد، طول عمر باقی

؛ به عبارت دیگر هر دستگاه برقی ممکن است هر لحظه خراب شود، از این رو معمولاً طول عمر قطعات برقی شود نظر گرفته می
 !شود شامل گارانتی نمی

کار کرده باشد،  ساعت 100 ساعت باشد و این لامپ تا به حال20اگر طول عمر یک لامپ داراي توزیع نمایی با میانگین مثال
  ساعت خراب شود چقدر است؟15احتمال آنکه بعد از

1 (4e−  2 (
3
4e

−  3 (
3
41 e

−
−  4 (

1
4e

−  

0 n m +n  ∞ 
x n> 
n 0= 0 m ∞ 
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 .  درست است2گزینه  : حل
  :اریمبا توجه به خاصیت عدم حافظه د

  ( ) ( )
1 15 315
20 20 4P X 15 100 |x 100 P X 15 e e e

1 120
20

− × − −
 > + > = > = = =

 = → λ =
 λ

  

) براي محاسبه:یادآوري )P X   :یما ه در توزیع نمایی استفاده کرد)ج ( از نکته<15
  ( ) aP X a e−λ> =  

  (Gamma Distribution)توزیع گاما 
rاگر 2 1X , , X ,X،rتقل از هم و داراي توزیع نمایی با پارامتر متغیر مسλگاه توزیع مجموع این متغیرها گاما با   باشند، آن

)پارامترهاي )r,λ است.  

)گاما با پارامتر    )
r

i
i 1

x ~ r ,
=

 
 → λ
 
 
iX نمایی با پارامتر ∑ ~ λ  

شود، به این صورت که اگر اتفاقات   اتفاق در نظر گرفته میrزمان انتظار براي ا به عنوان مدتتوزیع گام :تعریف
 اتفاق رخ دهد، داراي rزمانی که فرد باید منتظر باشد تا گاه مدت به طور تصادفی در طول زمان رخ دهند، آن

)مترهايتوزیع گاما با پارا )r ,λاست  .  

  پارامترهاي توزیع
, داراي توزیع گاما باشد، پارامترهاي آنXهرگاه متغیر تصادفی rλاست و به صورت ( )X G r,λیا ( )X r ,Γ λ نمایش 

  .شود داده می
  

: Xزمان انتظار براي  مدتr اتفاق  
( )

( )

( ) ( )

r
r 1 xf x x e ; 0 x , r 1

r

r r 1 !

− −λλ
= < <∞ ≥

Γ

Γ = −

  تابع احتمال  

) اتفاق rزمان انتظار براي متوسط مدت ) rE X =
λ

  )میانگین(امید ریاضی   

2 اتفاق rار برايزمان انتظ واریانس مدت
X 2

r
σ =

λ
  واریانس  

  X
r

σ =
λ

  انحراف معیار  

  ( )
r

XM t
t

λ =  λ − 
  تابع مولد گشتاور  

  حالت خاص
rدر توزیع گاما قرار دهیمهرگاه   : به عبارت دیگراست؛ λ دقیقاً نمایی با پارامترX، توزیع متغیر تصادفی=1

  ( ) ( ) ( ) ( )
r

r 1r 1 x 1 1 x xf x x e f x x e e
r 1

=− −λ − −λ −λλ λ
= → = = λ

Γ Γ
  

)   :یادآوري ) ( )n n 1 !Γ = −  
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  (Normal Distribution)توزیع نرمال
 و داراي کاربردهاي فراوانی استترین توزیع پیوسته   مهم، متقارنبه عنوان یک توزیع) بهنجار( توزیع نرمال یا توزیع زنگی :مقدمه

  :از جمله موارد زیر است
  .هاي طبیعی داراي توزیع نرمال هستند  بسیاري از پدیده-1
  .)ت و فیشراستیودن−t، کاي دو، پواسون،اي دوجمله(ها در شکل حدي داراي تقریب نرمال هستند   بسیاري از توزیع-2

 باشد، تابع چگالی و تابع 2σ و واریانسµ داراي توزیع نرمال با میانگینXاگر متغیر تصادفی پیوسته :تعریف
 :مولد گشتاور آن به صورت زیر است

( )

( )

2

2 2

X

1 x
2

1t t
2

1f x e ; x
2

M t e

− µ −  σ 

µ + σ

= − ∞ < < + ∞
π σ

=

  

  پارامترهاي توزیع
است و از شکل نمادین زیر براي ) واریانس( 2σو) میانگین( µ داراي توزیع نرمال باشد، پارامترهاي آنX متغیر تصادفیاگر

  :شود نمایش آن استفاده می

  

( )2X ~ N ,µ σ  

   روي منحنی نرمال2σ وµتأثیرات 
هاي زیر   وضعیت.توانیم توزیع را مشخص و منحنی آن را ترسیم کنیم ، به راحتی می2σ وµدر صورت معلوم بودن پارامترهاي

  .دهند  را روي منحنی نرمال نشان می2σ وµتأثیرات
)صورتو منحنی نرمال به د )2

1 1N ,µ σو ( )2
2 2N ,µ σ گیریم می را در نظر.  

1 )الف 2 1 2,σ > σ µ = µ  
  )ها برابر و انحراف معیارها متفاوت میانگین(

  

1) ب 2 1 2,σ = σ µ > µ  
  )انحراف معیارها برابر ها متفاوت و میانگین(
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1 )ج 2 1 2,σ > σ µ > µ  
  )ها متفاوت و انحراف معیارها متفاوت میانگین(

  
  :نتیجه

  .دهد  منحنی را به سمت چپ انتقال میمیانگین، منحنی را به سمت راست و کاهش ،افزایش میانگین) 1
کند و کاهش  ، پراکندگی را بیشتر و تمرکز حول میانگین را کمتر می)تر پخ(تر  راف معیار، ارتفاع منحنی را کوتاهافزایش انح) 2

  .کند ، پراکندگی را کمتر و تمرکز حول میانگین را بیشتر می)تر کشیده( انحراف معیار، ارتفاع منحنی را بلندتر
  خصوصیات توزیع نرمال

  . است1 برابر،)پیوسته(جه به تعریف تابع چگالی تو  سطح زیر منحنی نرمال با-1

  

( )f x dx 1
+ ∞

− ∞
=∫  

) پارامترهاي میانگین-2 )µمیانه ،( )Md نما( و مد(( )Moدر توزیع نرمال با هم برابر هستند .  
  Md Moµ = =  

Moµتوجه به برابري  با-3 x حداکثر مقدار تابع در نقطه= = µبه عبارت دیگر؛آید دست می  به :  

  ( ) ( )

21
2

X
1 1f 0 f e

2 2

µ − µ −  σ ′ µ = → µ = =
π σ π σ

  

) با فاصله گرفتن از میانگین، در منحنی توزیع نرمال-4 )µبه محور، در هر دو سمت منحنی xکه طوريه شویم ب ها نزدیک می:  

  

( ) ( ) ( ) ( )
x x
lim f x lim f x 0 f f 0

→ + ∞ →− ∞
= = → −∞ = +∞ =  

  :نتیجه

  
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

X
x

X
x

lim F x P X 1 F 1

lim F x P X 0 F 0

→ + ∞

→ − ∞

= ≤ + ∞ = +∞ =
 → 

= ≤ − ∞ =  −∞ =
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x خط-5 = µ با توجه به برابري (است محور تقارن منحنیMd = µ (و درنتیجه :  

  

( ) ( ) ( )1 1P X P X F
2 2

≤ µ = ≥ µ = → µ =  

) با توجه به پیوسته بودن توزیع نرمال:یادآوري )P X 0= µ   : است، بنابراین=
  ( ) ( ) ( ) ( )P X P X , P X P X≥ µ = > µ ≤ µ = < µ  

µ نقاط -6 ± σ ه  بهستند تنها دو نقطه عطف منحنی نرمال
)که طوري )f 0′′ µ ± σ =.  

  
) باشد،50 داراي توزیع نرمال با میانگینXاگر متغیر تصادفی 1 مثال )P X   کدام است؟≥50

1 (0  2 (3
4

  3 (1
2

  4 (1  

 .  درست است3گزینه  : حل

  ( ) ( ) 1P X P X
2

50

 ≤ µ = ≥ µ =

 µ =

  

) داراي توزیع نرمال به فرم Xاگر متغیر تصادفی 2 مثال )X ~ N 60,   باشد، مقدار مد توزیع کدام است؟25
1 (60  2 (30  3 (25  4 (5  

 .  درست است1گزینه  : حل

)صورتدر توزیع نرمال به  )X ~ N 60, 60µ مقدار،25 2 و= 25σ نه و  است، بنابراین چون در توزیع نرمال میانگین، میا=
  .است 60 مد نیز برابر بامد بر هم منطبق هستند، مقدار

 ، داراي توزیع نرمال باشد، حداکثر مقدار تابع کدام است؟X متغیر تصادفیاگر 3 مثال

1 (µ  2 (1
2π σ

  3 (1
2πσ

  4 (σ  

  .  درست است2گزینه  : حل
  تقارن و سطح زیرمنحنی

x در روابط زیر، به علت تقارن منحنی نسبت به خطk هر نقطه دلخواهيبه ازا = µ داریم :  

  
( )P k X kµ − ≤ ≤ µ + = β  
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( ) ( )1) P k X P X k

2
β

µ − ≤ ≤µ = µ≤ ≤µ + =  

  
( ) ( ) 12) P X k P X k

2 2
β

≤ µ − = ≥ µ + = −  

  
( ) ( ) 13) P X k P X k

2 2
β

≥ µ − = ≤ µ + = +  

  انحرافات حول میانگین
2 احتمال برايمقدار ،در توزیع نرمال ,1   :استانحراف معیار حول میانگین به صورت زیر  3 و0.5,

  
)معیار انحراف 0.5احتمال در فاصله )0.5σحول میانگین :  ( )P 0.5 X 0.5 0.38µ − σ ≤ ≤ µ + σ   
) انحراف معیار 1احتمال در فاصله )σحول میانگین :  ( )P X 0.683 0.68µ − σ ≤ ≤ µ + σ =   
) انحراف معیار2احتمال در فاصله )2σحول میانگین :  ( )P 2 X 2 0.9544 0.95µ − σ ≤ ≤ µ + σ =   
) انحراف معیار3احتمال در فاصله )3σحول میانگین :  ( )P 3 X 3 0.997µ − σ ≤ ≤ µ + σ =  
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2ی مقدار احتمال در فواصلدر حالت کل  انحراف معیار 3و 1,
  :بالاي میانگین به طور تقریبی به صورت زیر است

  
    :نکته

) انحراف معیار حول میانگین3با توجه به احتمال مربوط به ـ1 ا در نظر گرفتن این موضوع که سطح کل زیر منحنی  و ب0.997(
  :توان نتیجه گرفت که  است، می1نرمال

) احتمال یا سطح زیر منحنی خارج از فاصله:اولاً )3 , 3µ − σ µ + σاست0 تقریباً برابر .  
 انحراف 3 درون فواصل بیش از احتمال یا سطح زیر منحنی،:ثانیاً
) یعنیمعیار ) ( )..., 5 , 4µ ± σ µ ± σاست1 تقریباً برابر .  
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)براي هر بازه به صورت ـ2 )k , kµ − σ µ + σتوان  همواره می,µ σو kرا با استفاده از روابط زیر محاسبه کرد :  

  
a b

a b
2k , k

b ak
2

+ µ =   µ − σ µ + σ →   − σ =  

  

با فرض نرمال بودن توزیع درآمد، انحراف .  تومان است5000 تا1000 از رانندگان تاکسی در روز بین95%درآمد حدود 1 مثال
 مد این صنف کدام است؟معیار درآ

1 (1000  2 (1500  3 (2000  4 (666.6  

 .  درست است1گزینه  : حل

)  :دانیم در توزیع نرمال می )P 2 X 2 0.9544 0.95 k 2µ − σ < < µ + σ = → =  
  :داریم 2بنابراین با توجه به نکته 

   
a b

a b 1000 5000 3000
2 21000 , 5000
b a 5000 1000k 2 1000

2 2

+ + µ = = =    →   − −  σ = → σ = →σ =


  

کار ابتدا  براي این. اند ها را بر روي محور نرمال برده آموز، نمرات آن  دانش1000براي بررسی وضعیت تحصیلی 2 مثال
)میانگین )µو انحراف معیار ( )σمشخص . اند  ات را روي منحنی نرمال در نظر گرفته نمرات را به دست آورده و سپس نمر

  آموزان در محدوده نمرات زیر قرار دارند؟ کنید چند نفر از دانش
  : حل

  محدوده نمرات

1000نفر 0.16 160→ = × =    
x < µ − σ  

1000نفر  0.0228 22.8 23→= × =     x 2> µ + σ  
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)نفر  )1000 0.68 680→ = × =    xµ − σ < < µ + σ  

0.9544 0.681000
2 2

 → = × + 
 

  

1000نفر 0.8172 817.2 818= × =     x 2µ − σ < < µ + σ  

0.9544 0.681000
2 2

 →= × − 
 

  
1000نفر   0.1372 137.2 138= × =     x 2µ + σ < < µ + σ  

  نرمالترکیب خطی از توزیع 
)  داراي توزیع نرمالXهرگاه )2X ~ N ,µ σباشد، هر ترکیب خطی از آن به صورت Y b X a=  در این ؛ نرمال استنیز +

  . را محاسبه کنیمYوضعیت کافی است امید و واریانس

 براساس Yاگر متغیر تصادفی.  توزیع شده است64 و واریانس150 بر طبق قانون نرمال با امید ریاضیXمتغیر تصادفی مثال

1معادله
Y X 25

2
=  )83اقتصاد ـ (  : عبارت است ازYگاه تابع چگالی احتمال متغیر تصادفی  کند، آن پیرويX از+

1 (( )
( ) 2y 100

321f y e
4 2

−
−

=
π

  2 (( )
( ) 2y 100

161f y e
4 2

−
−

=
π

  

3 (( )
( ) 2y 150

641f y e
16 2

−
−

=
π

  4 (( )
( ) 2y 75

321f y e
16 2

−
−

=
π

  

 . درست است1گزینه  : حل

  

( )
( ) ( )

( )

2
X X

Y

22
YX

X ~ N 150 , 64

1E Y E X 25 100 100
1 2Y X 25

12 Y 16 4
4

 µ = σ =

  = + = → µ = = + → 
  σ = σ = → σ = 
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  ( )
( )

2 2 2
y

y

y1 1 y 100 y 100
2 2 4 321 1 1f y e e e

2 2 4 4 2

− µ   − −− −    −σ   = = =
π σ π π

  

∑توزیع 
n

i
i =1

x  

nاگر 2 1X ,..., X , Xمستقل از هم و داراي توزیع نرمال ( )2
iX ~ N ,µ σگاه  باشند، آن

n

i
i 1

x
=
 داراي توزیع نرمال ∑

( )2N n , nµ σ تاس:  

  ( )
n

2
i

i 1
x ~ N n , n

=

µ σ∑  

  :نتیجه
با مجموع است  و میانگین و واریانس مجموع متغیرهاي مستقل نرمال برابر استمجموع متغیرهاي مستقل نرمال، همواره نرمال 

  .ها ها و مجموع واریانس میانگین
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  (Standard Normal Distribution)توزیع نرمال استاندارد 
هاي عددي،  ري از تابع چگالی نرمال براي محاسبه احتمال در فاصله محدود غیرممکن است، با استفاده از روشگی که انتگرال ازآنجا

بنابراین  است؛ در آن قابل محاسبه 1 و واریانس0که مقادیر احتمال مربوط به توزیع نرمال با میانگیناست دست آمده  جدولی به
)صورتبراي محاسبه احتمال در هر توزیع نرمال به  )2X ~ N ,µ σ صورت ابتدا باید توزیع نرمال را به( )N 0 ,  تبدیل 1

  .به دست آوریم سپس از روي جدول نرمال استاندارد مقدار عددي احتمال را نیم،ک

)تبدیل نرمال )2N μ , σبه نرمال استاندارد ( )N 0 , 1  

Xبا استفاده از تغییر متغیر  - μZ =
σ

) تابع نرمال، )2X ~ N ,µ σبه صورت زیر به تابع نرمال استاندارد ( )Z ~ N 0 , 1 
  :شود تبدیل می

  ( ) ( )E XX XE Z E E 0− µ µ µ µ µ   = = − = − = − =   σ σ σ σ σ σ σ   
  

  ( )2 2 2X XZ − µ µ σ = σ = σ − σ σ σ 

2 2
2
X 2

0

1 1
  σ = σ = =   σ  σ 

  

  :درنتیجه
  نرمال    نرمال استاندارد

( )Z ~ N 0 , 1  ( )2X ~ N ,µ σ

( )
2z

21f z e
2

−
=

π

XZ − µ
=

σ→( )

21 x
21f x e

2

− µ −  σ =
π σ

  

  

  

( ) ( )2X ~ N , Z ~ N 0 , 1µ σ →
X - μZ =
σ  

)تغییر مقیاس از  )2X ~ N μ ,σ به ( )Z ~ N 0,1  

XZبا تبدیل متغیر  − µ
=

σ
  :کند می به صورت زیر تغییر Z بهX، مقیاس از

  :شده در توزیع نرمال با توجه به سطوح مطرح
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Zرن با در نظر گرفتن محور تقاو   : در نرمال استاندارد خواهیم داشت=0
  

  

  

  

)با توجه به احتمال مربوط به  :نکته )P 3 Z 3 0.997− < <  و با در نظر گرفتن این موضوع که سطح کل زیرمنحنی نرمال =
 :توان نتیجه گرفت که  است، می1استاندارد

) احتمال یا سطح زیرمنحنی خارج از فاصله:اولاً )3 Z 3− <   . تقریباً برابر صفر است>
Z احتمال یا سطح زیرمنحنی، درون فواصل بیش از:ثانیاً 3=   یعنی±

( )4 Z 4− < ) یا> )5 Z 5− <   .است 1تقریباً برابر ...  و >

  
)اگر 1 مثال )P 0 Z 0.5 0.1915≤ ≤ ) و= )P 0 Z 1 0.3413≤ ≤ ) باشد، = )P 1 Z 0.5− ≤   کدام است؟≥

1 (0.1498  2 (0.4672  3 (0.5328  4 (0.8502  
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 .  درست است3گزینه  : حل

zکه در منحنی نرمال استاندارد، ازآنجا  محور تقارن است، با توجه =0
   برقرار استبه شکل، رابطه زیر

( ) ( )P 1 Z 0 P 0 Z 1 0.3413− < < = < < =  

  
  :داریمو 

  ( ) ( ) ( )P 1 Z 0.5 P 1 Z 0 P 0 Z 0.5 0.3413 0.1915 0.5328− < < = − < < + < < = + =  

)ندارد و متغیر استاZفرض کنید 2 مثال )
2

0
f z dz ). است∫=0.4772 )P Z    کدام است؟<2

1 (0.0228  2 (0.9772  3 (0.4772  4 (0.5228  

 .  درست است1گزینه  : حل

  :لبا توجه به شک

  
  ( ) ( ) ( )

2

0
f z dz 0.4772 P 0 Z 2 0.4772 P Z 2 0.5 0.4772 0.0228= → < < = → > = − =∫  

aاگر در یک توزیع نرمال استاندارد 3 مثال
x

−∞
aگاه  باشد، آن∫=

a

+

  کدام است؟∫−

1 (x 0.5−  2 (2 2x−  3 (2x 1−  4 (2x 0.5−  

 . ت است درس3گزینه  : حل
    

zبا توجه به محور تقارن )، داریم =0 ) ( )P Z a P Z a> = < −، 
  :بنابراین

  
  ( ) ( ) ( )

( )
a P Z a 1 x

P Z a P Z a x
P Z a 1 x−∞

 > = −= −∞ < < = < = →  < − = −
∫  

  :داریم است، 1که سطح کل زیرمنحنی برابر حال با توجه به شکل ازآنجا

  ( ) ( ) ( ) ( )
1 x 1 x

P a Z a 1 P Z a P Z a 1 2 1 x 2x 1
− −

 
 − < < = − > + < − = − − = − 
  
 

  

)  یا ) ( ) ( )
x 1 x

P a Z a P Z a P Z a 2x 1
−

− < < = < − < − = −
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∑توزیع
n

i
i =1

z  

nکه درصورتی 2 1Z ,..., Z , Zمستقل از هم و داراي توزیع نرمال استاندارد ( )iZ ~ N گاه  باشند، آن0,1
n

i
i 1

z
=
 داراي توزیع ∑

)نرمال  )N 0,n و دیگر نرمال استاندارد نیستاست :  

( )
n

i
i 1

z ~ N 0, n
=
∑  

  . ولی استاندارد نیستاست مجموع متغیرهاي مستقل نرمال استاندارد، داراي توزیع نرمال :نتیجه

2که درصورتی 1 مثال 1Z , Z1گاه  مستقل و داراي توزیع نرمال استاندارد باشند، آن 2Z Z+ داراي توزیع ……… 
))2  .نرمال استاندارد است) 1 )N 0 , )) 4  .نرمال نیست) 3  . است2 )N   . است0,3

 .  درست است2گزینه  : حل
  ( )1 2Z Z ~ N 0, 2+  

) داراي توزیع نرمال استانداردXهرگاه :نکته )Z ~ N   : باشد، دو قاعده زیر برقرار است0,1
). برابر صفر استZامید توان فرد   )2m 11) E Z 0 ; m 0,1, 2,...+ = = →  

  ( ) ( )2m
m
2m !

2) E Z ; m 0,1, 2,...
2 m!

= =  

). است2 داراي توزیع نرمال با میانگین صفر و واریانسXمتغیر تصادفی 2 مثال )4E Xبرابر است با :  
1 (18  2 (16  3 (12  4 (6  

 .  درست است3گزینه  : حل
  :سپس با توجه به قاعده دوم داریمکنیم،  می تبدیل Z را بهXابتدا

  ( ) ( ) ( )m 2
4

4 4 4 4 4
2

2 2 !X X 0 XZ Z X 4Z E X 4E Z 4 3 4 12
42 2!2

= ×− µ −
= = → = → = → = = × =

σ
  

 (Cumulative Distribution Function)تابع توزیع تجمعی 

)گرا )Z ~ N ) متغیر نرمال استاندارد باشد، تابع توزیع تجمعی آن0,1 ) ( )ZF x P Z x=   :خواهد بودیر  به صورت ز≥

  

( ) ( ) ( )
2zx x

21P Z x f z dz e dz x
2

−

−∞ −∞
≤ = = = ϕ

π∫ ∫  
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  :درنتیجه
   

( ) ( )
( ) ( )

P Z x x

P Z x 1 x

≤ = ϕ

> = − ϕ
  

 :با توجه به تقارن توزیع نرمال استاندارد داریم

( ) ( )x 1 xϕ − = − ϕ  ( ) ( )P Z x P Z x≤ − = ≥ + →  

) مقدار، با استفاده از جدول نرمال:1یادآوري )xϕقابل محاسبه است .  
)، با توجه به پیوسته بودن توزیع نرمال:2یادآوري )P Z x 0=   .است =

)تابع توزیع تجمعی )0ϕ  
)اگر )Z ~ N   :گاه  استاندارد باشد، آن0,1

  

( ) ( )

( ) ( )

1P Z 0 0
2

1P Z 0 1 0
2

 ≤ = ϕ =

 > = − ϕ =


  

 :گاه همواره ، آن)مثبت یا منفی( مقدار ثابتی باشد kاگر

  ( ) ( ) 1P kZ 0 P kZ 0
2

≤ = ≥ =  

)اگر مثال )Z ~ N ) استاندارد باشد، مقدار 0,1 )P 6Z 0−   کدام است؟≥

1 (0.5  2 (0.25  3 (1
6

  4 (0  

 .  درست است1گزینه  : حل

  ( ) ( )6Z 0 1P 6Z 0 P P Z 0
6 6 2

− − ≤ = ≥ = ≥ = − − 
  

  ل استانداردنمایش سطح در نرما
)اگر )Z N 0,1 ،شود هاي زیر نمایش داده می صورتسطح زیر منحنی به  باشد:  

k
α

−∞
  نمایش اول: ∫=

( ) ( ) ( )F P Z kα = ϕ α = ≤ α   نمایش دوم: =
kZ = α: نمایش سوم    

  

1 k
+∞

α
=   نمایش اول: ∫−

( )P Z 1 k> α =   نمایش دوم: −
1 kZ − = α: نمایش سوم    
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1
0.16

−

−∞
  نمایش اول: ∫=

( ) ( ) ( )F 1 1 P Z 1 0.16− = ϕ − = ≤ −   نمایش دوم: =
0.16Z 1=     نمایش سوم :−

  

2
0.0228

+∞
نمایش اول  :∫=

( )P Z 2 0.0228> نمایش دوم   :=
0.0228Z     نمایش سوم :=2

  انواع مسایل نرمال
   تبدیل نرمال به نرمال استاندارد-1

) با توزیع نرمالXبین هر متغیر )2X ~ N ,µ σو متغیر استاندارد Zتوزیع  با( )Z ~ N   : همواره تبدیل متغیر زیر وجود دارد0,1

  XZ − µ
=

σ
 

)اگر کمیت  1 مثال )X ~ N zشده ده باشد، مقدار استاندارد توزیع ش9,16   برابر است؟X با کدام مقدار=1.5
1 (20  2 (15  3 (30  4 (7  

 .  درست است2گزینه  : حل

  z 1.5
9, 4

X x 9Z 1.5 x 15
4

=
µ= σ=

− µ −
= → = → =

σ
  

این نمرات برحسب واحدهاي استاندارد به ترتیب .  است12 و14نمرات دو داوطلب در آزمون درس آمار، نرمال و برابر با 2 مثال
 انس نمرات آزمون چقدر است؟ شده، میانگین و واری−0.25 و0.25

1 (16 , 13  2 (1 , 0  3 (4 , 12  4 (4 , 13  

 .  درست است1گزینه  : حل

iبا توجه به رابطه 
i

X
Z

− µ
=

σ
) که بین یک متغیر )Xنرمال و یک متغیر ( )Z نرمال استاندارد وجود دارد و با توجه به مقادیر 

2 1x 12 , x 14= 2 و= 1z 0.25 , z 0.25= −   :داریم =

  
1

1

2
2

X 14 0.25 14Z 0.25
0 26 2 13

X 120.25Z 0.25 12

− µ − µ  σ = − µ= =   σ σ→ → → = − µ → µ =  − µ − µ  − == − σ = − µ σσ

  

13µحال با توجه به   :توانیم محاسبه کنیم  را میσ مقدار،=

  13 214 1 14 130.25 4 16
4

µ =− µ −
= → = → σ = → σ =

σ σ
  

متغیر نرمال . متر است  سانتی5 و انحراف معیار100آموزان کلاس اول داراي توزیع نرمال با میانگین اندازه قد دانش 3 مثال
 متر در کدام فاصله است؟   سانتی115 تا110آموزان بین استاندارد براي قد دانش

1 (1 z 2< <  2 (2 z 3< <  3 (1.5 z 2< <  4 (2 z 2.5< <  
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 .  درست است2گزینه  : حل

  
XZ 110 100 x 115 100110 x 115 2 z 3

5 5
100 , 5

−µ
=

σ
 − − µ − < < → < < → < < σ
 µ = σ =

  

  حاسبه احتمال در توزیع نرمال م-2
) داراي توزیع نرمال به صورتX متغیر تصادفیاگر )2X ~ N ,µ σ باشد، براي محاسبه احتمال در هر بازه دلخواه به صورت زیر 

  :کنیم عمل می

XZ با استفاده از رابطه )الف − µ
=

σ
  .کنیم ورد نظر را به فرم استاندارد تبدیل میاحتمال م  ،

  :آوریم دست می به کمک جدول نرمال استاندارد، مقدار احتمال مورد نظر را به) ب

  ( ) X a a aP X a P P Z− µ − µ − µ − µ     < = < = < = ϕ     σ σ σ σ     
  

  ( ) X a a aP X a P P Z 1− µ − µ − µ − µ     > = > = > = − ϕ     σ σ σ σ     
  

  ( ) a X b a b b aP a X b P P Z− µ − µ − µ − µ − µ − µ − µ       < < = < < = < < = ϕ − ϕ       σ σ σ σ σ σ σ       
  

20µ داراي توزیع نرمال باXاگر 1 مثال 2 و= 9=σ2 باشد، احتمال آنکه کمیت تصادفیXاختیار کند 42 مقادیري کمتر از 
( )( )P 2X  :، برابر است با>42

1 (( )0.33ϕ  2 (( )0.2ϕ  3 (( )2ϕ  4 (( )0.5ϕ  

 .  درست است1گزینه  : حل

  
( ) ( ) ( )

2

X 21 20 1 1P 2X 42 P X 21 P P Z 0.33
3 3 3

20

9 3

 − µ −     < = < = < = < = ϕ = ϕ      σ     
 µ =
 σ = → σ =

  

گیرند؟   قرار می26 و38ها بین دو عدد ، تقریباً چند درصد داده4 و واریانس32در یک توزیع نرمال با میانگین 2 مثال
( )3S 0.0013−

−∞  )85حسابداري ومدیریت ـ (  =

1 (89.6  2 (92.3  3 (95.4  4 (99.7  

  . رست است د4گزینه  : حل

  
)درصد ) ( )

2

26 32 X 38 32P 26 X 38 P P 3 Z 3 0.9974 99.7
4 4

32 , 4

  − − µ −
< < = < < = − < < = →    σ  


µ = σ =

  

  

( ) ( )

( )

3S P Z 3 P Z 3 0.0013

P 3 Z 3 1 2 0.0013 0.9974

−
−∞ = < − = > =

− < < = − × =
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هاي روغن   گرم نوشته شده است، اما درواقع وزن قوطی500اي بر روي قوطی،  کارخانه هاي روغن وزن خالص قوطی 3 مثال
  گرم وزن دارند؟500ها کمتر از چه نسبتی از قوطی.  گرم است5 و انحراف معیار گرم509.8داراي توزیع نرمال با میانگین

  )76اقتصاد ـ (  
1 (0.02  2 (0.0228  3 (0.025  4 (0.05  

  .  درست است3گزینه  : حل
  ( )2 2X ~ N 509.8 , 5µ = σ =  

  

( )

( )

X 500 509.8
P X 500 P

5
9.8

P Z P Z 1.96 0.025
5

−µ − < = < σ 
 = < − = < − = 
 

  

20µ بر طبق قانون نرمال باXمتغیر تصادفی 4 مثال 2 و= 25σ  Xاحتمال اینکه کمیت تصادفی.  توزیع شده است=
)با فرض اینکه( اختیار کند، چقدر است؟ 10مقادیري بیش از )ZF 2 0.0228−   )75اقتصاد ـ (  .) باشد=

1 (0.0228  2 (0.23413  3 (0.6587  4 (0.9772  

  .  درست است4گزینه  : حل

  ( ) ( )

2

X 10 20P X 10 P P Z 2 0.9772
25

20 , 25 5

 − µ − 
> = > = > − =  σ 

µ = σ = → σ =

  

  

( ) ( )
( )

ZF 2 P Z 2 0.0228

P Z 2 1 0.0228 0.9772

− = ≤ − =

→ > − = − =
  

100µدر یک بررسی از یک توزیع نرمال، 5 مثال 15σ و =  130 یا بالاتر از130چه نسبتی از افراد.  مشاهده شده است=

)هستند؟  )
2

2
f z dz 0.9544

−
= 

 
 ∫ 

1 (0.0228  2 (0.0456  3 (0.0912  4 (0.4772  

  .  درست است1 گزینه  : حل

  ( ) ( )X 130 100P X 130 P P Z 2 0.0228
15

100, 15

 − µ − ≥ = ≥ = > =  σ 
 µ = σ =

 

  

( ) ( )

( ) ( )

2

2
f z dz P 2 Z 2 0.9544

1 0.9544P Z 2 P Z 2 0.0228
2

−
= − < < = →

−
> = < − = =

∫  
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   استفاده معکوس از جدول نرمال استاندارد-3
∞−z مقدار ثابتی در بازه αکه درصورتی < <   : باشد، با توجه به شکل زیر داریم∞+

  

( ) ( )

( ) ( )

P Z P Z

P Z P Z

> α = < −α

< α = > −α

  →  

  
∞−z مقادیر ثابتی در بازه B وA اگر دیگرتبه عبار < <   :گاه  باشند، آن∞+

( ) ( )
( ) ( )

P Z A P Z B
A B

P Z A P Z B
> = <

→ = −
< = >

  

( ) ( )
( ) ( )

P Z A P Z B
A B

P Z A P Z B
> = >

→ =
< = <

  

  :فرض کنید
0(Xه صورت داراي توزیع نرمال ب( )2N ,µ σ 2( استσ و µمعلوم یا مجهول (.  
)احتمال ) 1 )P X a< یا ( )P X a>) a مشخص و برابر با مقدار معلوم )معلوم یا مجهولtباشد .  








  
)با توجه به جدول نرمال استاندارد) 2 )P Z b t< ) یا= )P Z b t>   .)معلوم b( نیز مشخص است =

  
  

 مجهول باشند، براي محاسبه مقدار آن کافی است با استفاده از σ وa،µ یکی از مقادیراگر ، مفروضات اینبا توجه به
XZرابطه − µ

=
σ

) ابتدا مقدار استانداردشده قسمت ) سپس به کمک قسمتیم،دست آور  را به1(  مجهول را محاسبه  مقدار2(
  : به عبارت دیگر؛کنیم

  ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 P Z b t

2 P Z b t

a b
a1 P X a P Z t

a b

< =

> =

− µ
=→

σ− µ < = < = → σ  − µ→ = −
σ

  

  یا

  ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 P Z b t

2 P Z b t

a b
a1 P X a P Z t

a b

< =

> =

− µ
= −→

σ− µ > = > = → σ  − µ→ =
σ

  

ن بتوانند نمره کنندگا  از شرکت10%اگر.  است20 و انحراف معیار نمرات60در یک آزمون بزرگ، میانگین نمرات 1 مثال
)قبولی بگیرند، حداقل نمره قبولی چقدر است؟  )1.28

S 0.9
−∞

= 

1 (75.6  2 (75  3 (85  4 (85.6  

 .  درست است4گزینه  : حل

  ( ) ( ) X 60 60P X 0.10 P 0.10 P Z 0.10
1 20 20

60 , 20

 − µ α − α −   > α = → > = → > =    σ   
 µ = σ =
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( ) ( ) ( )1.282 S P Z 1.28 0.90 P Z 1.28 0.1−∞ = < = → > =  

  :داریم) 2(و ) 1(حال با در نظر گرفتن روابط 

( )

( ) ( )

601 P Z 0.10 6020 1.28 85.6
20

2 P Z 1.28 0.1

α − > = α −  → = → α = 
> =

 

)اگر  2 مثال )P Z 2 0.0228≤ − ) و 15 نیز داراي توزیع نرمال با میانگینX و= )P X 35 0.9772≤ د، انحراف معیار  باش=
Xکدام است؟  
  15) 4  10) 3  5) 2  صفر) 1

  .  درست است3گزینه  : حل

  ( ) ( ) X 35 35 151 P X 35 P P Z 0.9772− µ − µ −   ≤ = ≤ = ≤ =   σ σ σ   
 

  

( ) ( )
( )

2 P Z 2 0.0228

P Z 2 1 0.0228 0.9772

≤ − =

→ ≥ − = − =
  

  ( )

( ) ( )

201 : P Z 0.9772 202 10
2 : P Z 2 0.9772

 ≤ =   σ → − = − → σ =   σ ≥ − =
  

)فرض کنید  3 مثال )2X ~ N 20 ,σاگر.  است( )P X 22 0.9772≤ + =σباشد، مقدار انحراف معیار ( )σ کدام است؟ 

( )5
2 0.0228S = 

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 .  درست است2گزینه  : حل

( )2X ~ N 20,σ 20وµ   : بنابرایناست، =

  ( ) ( ) X 22 20 21 : P X 22 P P Z 0.9772− µ + σ − + σ   ≤ + σ = ≤ = < =   σ σ σ   
  

  ( ) ( ) ( )5
2

2 :S 0.0228 P Z 2 0.0228 P Z 2 0.9772
+∞

= → > = → < =  

  ( ) ( ) 21 , 2 : 2 2+ σ
= → σ =

σ
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)ع  داراي توزیXاگر 4 مثال )N , 100µباشد و داشته باشیم ( )P X 124 0.05> 0.05Z و=  برابر µگاه مقدار ، آن=1.65
  )85اقتصاد ـ (    :است با

1 (140.5  2 (121.9  3 (107.5  4 (104.5  

 . درست است3گزینه  : حل

)با توجه به )X ~ N ,100µ،2 مقدار 100σ 10σ و درنتیجه=   : بنابرایناست، =

  ( ) ( ) X 124 1241 P X 124 P P Z 0.0 5̀
10100

 − µ − µ − µ > = > = > =    σ   
  

( )P Z 1.65 0.05→ > =  

  

( ) 0.052 Z 1.65= →  

  ( ) ( ) 1241 , 2 1.65 107.5
10

− µ
= → µ =  

)اگر.  است10 و انحراف معیار100 نرمال با میانگینXتوزیع متغیر تصادفی 5 مثال )P X x 0.0495≥ ر  چقدx باشد، مقدار=

):راهنمایی(است؟  )
1.65

4
f z d z 0.0495

−

−
  ) 81حسابداري ـ (  )∫=

1 (60  2 (83.5  3 (116.5  4 (140  

 .  درست است3گزینه  : حل

  
( ) ( ) X x 100 x 1001 P X x P P Z 0.0495

10 10
− µ − −   ≥ = ≥ = ≥ =   σ    

  

( ) ( )
4

2 f z
−

( )
1.65

dz P Z 1.65 0.0495
− ∞

−
= < − =∫ 

( ) ( ) x 1001 , 2 1.65 x 116.5
10
− → − = − → = 
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  ها به وسیله توزیع نرمال یب توزیعتقر
اي قابل تقریب به توزیع پیوسته نرمال هستند؛ یعنی در مواردي  هاي گسسته پواسون و دوجمله در شرایط مشخصی، توزیع

  . ها استفاده کرد جاي این توزیع توان از توزیع نرمال به می
  سون به نرمال تقریب توزیع پوا-1

)میانگین توزیع پواسوناگر  )λ10 به حدي بزرگ شود کهλ گاه توزیع نرمال تقریب مناسبی براي توزیع پواسون   باشد، آن<
  :که طوريه  ب،)تر شود تقریب بهتر است هرچه بزرگ(خواهد بود 

  

Xنرمال توزیع  Xتوزیع پواسون     ~ ~  
Xµ = λ  →λ > 10  Xµ = λ  
2

XXσ = λ → σ = λ    2
Xσ = λ  

Z  استاندارد در پواسون  
  :داریموزیع نرمال به نرمال استاندارد براي تبدیل ت

  

X XZ Zµ=λ

σ= λ

− µ − λ
= → =

σ λ
  

x براي داده Zعدد متناظر. گیریم  تقریب توزیع نرمال را در نظر میλ=64در یک توزیع پواسون با  1 مثال  کدام =70
 است؟

1(0.5  2(0.25  3(0.75  4 (1.25  

 . درست است3گزینه  : حل

  X 70 64 6 3Z 0.75
8 464

− λ −
= = = = =

λ
  

)، مقدار16در یک توزیع پواسون با میانگین 2 مثال )P X    است؟  تقریباً چقدر>12
1 (0.16  2 (0.84  3 (0.68  4 (0.34  

 . درست است1گزینه  : حل
16µبا توجه به آنکه در توزیع پواسون = λ ) است، شرایط تقریب نرمال= )10λ  و براي محاسبه احتمال از است برقرار <

  .کنیم می  استفاده Zتقریب

  ( ) ( )X 12 12 16P X 12 P P Z P Z 1 0.16
4

− µ − λ −   < = < = < = < − =   σ λ   
   

  اي به نرمال  تقریب توزیع دوجمله-2
یکی از شرایط زیر برقرار باشد، )  احتمال موفقیتpتعداد آزمایشات و p) n وnاي با پارامترهاي در یک توزیع دوجملهاگر 

nتوزیع نرمال با pµ 2 و= npqσ   .استاي   تقریب خوبی براي توزیع دوجمله=
( )a  

( )2X ~ N ,µ σ( )X ~ Bin n , p

npµ =npµ =
2 npqσ =

np 5 , nq 5> >→  
np وnq5 هرچه بیشتر از  

2  . تقریب بهتر است،باشند npqσ =
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( )b  

( )2X ~ N ,µ σ( )X ~ Bin n , p

npµ =npµ =
2 npqσ =

pهاي کوچک nبراي 0.5  
→  

2 npqσ =

)در شرایط مساوي تقریب )aاز تقریب ( )bتر و بهتر است  قوي. 

Zاي  استاندارد در دوجمله  
  :داریمتبدیل توزیع نرمال به نرمال استاندارد براي 

np
npq

X X npZ Z
npq

µ =

σ=

− µ −
= → =

σ
 

 توان با توزیع نرمال تقریب زد؟  یک از این موارد را می اي باشند، کدام  دو پارامتر توزیع دوجملهp وnاگر 1 مثال
1 (n 5 , p 0.3= =  2 (n 10 , p 0.4= =  3 (n 15 , p 0.45= =  4 (n 1000 , p 0.5= =  

 .  درست است4گزینه  : حل
npاي هرگاه در توزیع دوجمله nq و<5   :استاي  گاه توزیع نرمال تقریب مناسبی براي بررسی توزیع دوجمله آن  باشد، <5

np  .تقریب نرمال مناسب نیست 1.5 5
n 5 , p 0.3 ,q 0.7

nq 3.5 5
= <

= = = → → = <
  1گزینه (

np  .تقریب نرمال مناسب نیست 4 5
n 10, p 0.4 , q 0.6

nq 6 5
= <

= = = → → = >
  2گزینه(

np  .تقریب نرمال مناسب است 6.75 5
n 15 , p 0.45 , q 0.55

nq 8.25 5
= >

= = = → → = >
  3گزینه(

np  .تقریب نرمال مناسب است 500 5
n 1000, p 0.5 , q 0.5

nq 500 5
= >

= = = → → = >
  4گزینه(

 تر هستند، تقریب  بزرگ5 به مراتب از عددnq وnpریدا، مق4که در گزینه   شرایط تقریب را دارند، اما ازآنجا4  و3 هاي گزینه
  . است3گزینه  از هترنرمال براي این گزینه ب

nاي با پارامترهاي در یک توزیع دوجمله 2 مثال 1 و=100
p

2
 . تقریب توزیع نرمال را در نظر بگیرید=

  .پارامترهاي تقریب نرمال را به دست آورید) الف
x براي داده Zعدد متناظر) ب   . را به دست آورید=55

  : حل
npاي لهاگر در توزیع دوجم) الف nq و<5 npµگاه از تقریب نرمال با پارامترهاي  شود، آن<5 2 و= npqσ  براي آن =

  :شود استفاده می

  
2

1
np 100 50

2
1 1

npq 100 25
2 2

µ = = × =

σ = = × × =
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XZرابطه) ب − µ
=

σ
  : داریم)الف(بر قسمت   در نتیجه بنا، از نرمال استاندارد همواره برقرار استZ از نرمال وXیر براي متغ

  
2

X X np 55 50Z 1
5npq

x 55 , np 50 , npq 25 5

− µ − − = = = = σ
 = µ = = σ = = → σ =

  

 نفر قبول شوند، 84 نفري حداقل100نمونه است، احتمال آنکه در یک  0.8کنندگان در آزمونی احتمال قبولی شرکت 3 مثال
 چقدر است؟

1 (0.16  2 (0.84  3 (0.68  4 (0.34  

 . درست است1گزینه  : حل
nمون برايبا توجه به آنکه آز p نفر تکرار شده و احتمال قبولی براي هر یک=100 کنندگان   است، توزیع قبولی شرکت=0.8
nاي است با  در آزمون، دوجمله 100,p 0.8= =.  

nqکه حال از آنجا 20 5, np 80 5= > =   :ال مناسب است است، استفاده از تقریب نرم<

  ( ) ( )X 84 np 84 80P X 84 P P Z P Z 1 0.16
npq 16

 − µ − − 
> = > = > = > =    σ   

  

  )اي و پواسون دوجمله(تصحیح پیوستگی 
شده به نرمال که یک توزیع پیوسته است،  اي و پواسون را تحت شرایط مطرح هاي گسسته مانند دوجمله هرگاه بخواهیم توزیع

 :کنیم یر استفاده میهاي مختلف، از تصحیح پیوستگی به شکل ز تقریب بزنیم، براي محاسبه احتمال

  ( ) ( )P X a P a 0.5 X a 0.5= = − < < +  
  ( ) ( ) ( ) ( )P X a P X a 0.5 , P X a P X a 0.5≥ = ≥ − > = ≥ +  
  ( ) ( ) ( ) ( )P X a P X a 0.5 , P X a P X a 0.5≤ = ≤ + < = ≤ −  

  ( ) ( )P a X b P a 0.5 X b 0.5≤ ≤ = − ≤ ≤ +  
)اگر بخواهیم 1 مثال )P X ، )در شرایطی که تقریب مجاز باشد(اي با توزیع نرمال تقریب بزنیم   را در توزیع دوجمله≤10

 یک از موارد زیر را باید با تصحیح پیوستگی محاسبه کنیم؟ کدام

1 (( )P X 9.5≥  2 (( )P X 10.5≥  3 (( )P X 10.5≤  4 (( )P X 9.5≤  

 .  درست است1گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( )P X 10 P X 10 0.5 P X 9.5≥ ≡ ≥ − = ≥  

)اگر بخواهیم 2 مثال )P X 10λدر شرایطی که ( را در توزیع پواسون به نرمال تقریب بزنیم >8 یک از موارد زیر  ، کدام) باشد<
  با تصحیح پیوستگی حل شده است؟

1 (( )P X 8.5≤  2 (( )P X 7.5≥  3 (( )P X 7.5≤  4 (( )P X 8.5>  

 .  درست است3گزینه  : حل
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). است25 داراي توزیع پواسون با میانگینXمتغیر 3 مثال )P X  با تصحیح پیوستگی و استفاده از توزیع نرمال کدام ≥32

)است؟ )1.5
0S 0.4332= 

1 (0.1336  2 (0.4332  3 (0.9332  4 (0.5668  

 .  درست است3گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( )X 32.5 32.5 25P X 32 P X 32 0.5 P P Z P Z 1.5
5

 − µ − λ − ≤ ≡ ≤ + = ≤ = ≤ = ≤    σ λ   
  

  

( )1.5
0S P 0 Z 1.5 0.4332= < < =  

( )P Z 1.5 0.5 0.4332 0.9332→ < = + =  

صورت مسئله را به  کنیم در غیر این  با تصحیح پیوستگی، از تصحیح استفاده می فقط هنگامی که در صورت سؤال ذکر شود:توجه
  .کنیم شیوه معمول حل می



  …هاي گسسته و  توزیع
  

 

461 
 م

  شده از نرمال هاي نتیجه توزیع
  (Chi – Square Distribution) )خی دو ، کاي دو، مربع کاي(توزیع کاي اسکور 

 همان درجه nمقدار. شوند  مشخص میnها قرار دارد که هر یک با یک پارامتر ي از توزیعا  در خانواده2χ متغیر تصادفی :مقدمه
  .داد مشاهدات مستقل در نمونه استآزادي یا تع

)مشخصات توزیع )
2

nχ) کاي اسکور باn رجه آزاديد(  
  . یک توزیع تک نمایی است-1
) مقادیر-2 )

2
nχهمگی مثبت هستند ( )( )2

n 0χ >.  
  . توزیعی نامتقارن و داراي چولگی مثبت است-3
   امید و واریانس توزیع کاي دو-4

  
) داراي توزیعX متغیر تصادفیاگر )

2
nχ) دو با کايnبرابر است باباشد، امید و واریانس آن )  درجه آزادي:  

)) درجه آزادي(  )میانگین(امید ریاضی  )E X n=

)) برابر درجه آزادي 2(  واریانس )2 X 2nσ =

X  انحراف معیار 2nσ =

)  :یادآوري ) ( )1 , n n 1 !
2

 Γ = π Γ = − 
 

  

  2χمجموع و تفاضل دو متغیر 
Xگاه  آن، درجه آزادي باشندn وm به ترتیب با2χ داراي توزیعY وXهاي مستقل  کمیتاگر Y±2 داراي توزیعχ 
mبا n± به عبارت دیگراست؛ درجه آزادي :  

  ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

22
m nm

2 2
n m nm n

X X Y

Y ~ X Y

+

−>

→ χχ +
→

χ − χ→

 


  

   و درجه آزادي2χشکل توزیع
)که در توزیع ازآنجا )

2
nχدرجه آزادي ،( )nتنها پارامتر توزیع است، شکل توزیع نیز باید توسط همین درجه آزادي مشخص شود .  

) درجه آزادير اساس ب2χشکل توزیع )nدو حالت دارد :  
) اگر درجه آزادي کم باشد)الف )n   . توزیع داراي چولگی مثبت است،≥10
) اگر درجه آزادي بزرگ باشد)ب )n   .کند میل می) قرینه( و به سمت توزیع نرمال شود می چولگی توزیع کم ،<10

  

( ) ( )n 102 2
n N n , 2n>χ → µ = σ =  
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   و نرمال استاندارد 2χرابطه
که مجذور هر متغیر تصادفی نرمال استاندارد یک  طوريه  ب، و توزیع نرمال استاندارد رابطه نزدیکی وجود دارد2χبین توزیع

  .کنند  رابطه را بررسی میاین، قضایاي زیر. است 2χمتغیر تصادفی

  :گاه  باشد، آن2σ و واریانسµ داراي توزیع نرمال با میانگینX متغیر تصادفیاگر :1قضیه

( )

2
2
1

X − µ χ =  σ 
  

n متغیرهاي تصادفی مستقلاگر :نتیجه 2 1X , , X ,Xداراي توزیع نرمال با میانگین iµ2 و واریانس
iσگاه  باشند، آن:  

( )

2n
2 i i
n

ii 1

x

=

 − µ
χ =  

σ 
∑  

  :گاه  باشد، آن1 و واریانس0 داراي توزیع نرمال استاندارد با میانگینZ اگر متغیر تصادفی:2قضیه

( )
2 2
1 Zχ =  

nاگر متغیرهاي تصادفی مستقل :نتیجه 2 1Z , , Z , Zگاه  باشند، آن1 و واریانس0 داراي توزیع نرمال استاندارد با میانگین:  

( )

n
2 2

in
i 1

z
=

χ = ∑  

) است n  طبق نتیجه بالا این توزیع، دیگر توزیع نرمال استاندارد نیست، چون واریانس برابر  :نکته )( )N 0,n.  

3اگر 1 مثال 2 1Z , Z , Zاشند، توزیع مستقل از هم داراي توزیع نرمال استاندارد ب
3

2
i

i 1
z

=
   کدام است؟∑

1 (Z    2 (( )
2
3t  

3 (( )
2
3χ)  دهد هیچ توزیعی را نشان نمی) 4  ) درجه آزادي3کاي دو با.  

  .  درست است3گزینه  : حل
  ( ) ( )

2 2 2 2
1 2 3 3Z Z Z ~→ + + χ2ه قضیه  با توجه ب  

X باشند، کمیت10 و16هاي با واریانس) کاي دو(دو   بر طبق توزیع خیY وXهاي مستقل که کمیت درصورتی 2 مثال Y+ 
 )84اقتصاد ـ (  داراي چه توزیعی خواهد بود؟

4نرمال با واریانس) 1 5+    2 (2χدرجه آزادي26 با  

   درجه آزادي13 با2χ) 4    16نرمال با واریانس) 3
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 . درست است4ینه گز : حل

Xدرجه آزادي 
2 2 m 16 m 8σ = = → =  

( ) 22
m n 13X Y ~ +→ + χ = χ  

Yدرجه آزادي 
2 2 n 10 n 5σ = = → =  

  

  :، زیرادپاسخ درست بو 2د و گزینه  همان درجه آزادي بودن،شدند عنوان امید ریاضی مطرح میه  ب10 و16دقت کنید اگر مقادیر

  ( )

( )
( ) ( )

X

Y

2
16 2 2

2616 102
10

m 16 X ~
X Y ~

n 10 Y ~ +

 µ = = → χ
 → + χ = χ

µ = = → χ


  

   :نکته

) داراي توزیع Xهرگاه -1 )
2
nχبا nدرجه آزادي باشد، توزیع Xمعادل توزیع گاما با پارامترهاي nr

2
1 و=

2
λ   . است=

) داراي توزیعXهرگاه -2 )
2
2χدرجه آزادي باشد، توزیع2 با X1 معادل توزیع نمایی با پارامتر

2
λ دقت کنید که این . ( است=

nرابطه فقط براي   .) برقرار است=2
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  (Student's t – Distribution)استیودنت −tتوزیع 

 اما نسبت به آن پراکندگی ، مانند توزیع نرمال متقارن استtتوزیع
شود که   با یک درجه آزادي مشخص میtهر متغیر. دبیشتري دار

درجه آزادي (کننده ارتفاع و میزان پراکندگی توزیع است  تعیین
  .)تعداد مشاهده مستقل در هر نمونه دلخواه از جامعه است

  
حال ازآنجاکه پراکندگی .  است3رد برابرمطرح شد، کشیدگی توزیع نرمال استاندا) فصل اول(طورکه در مبحث کشیدگی  همان
  . است3تر از توزیع نرمال است، کشیدگی آن حتماً کمتر از  کوتاهt بیشتر از نرمال و درنتیجه، توزیعtتوزیع

   tوزیع امید و واریانس ت
)  )میانگین(امید ریاضی  )E X 0 , n 1= >

)  واریانس )2 nX , n 2
n 2

σ = >
−

X  انحراف معیار
n , n 2

n 2
σ = >

−

  دو  با توزیع نرمال استاندارد و کايtرابطه توزیع 
)باشد نرمال استاندارد داراي توزیع Z متغیر تصادفیاگر )( )Z ~ N )و متغیر تصادفی 0,1 )n

2χ)کاي اسکور باnدرجه آزادي  (
  :ستا  درجه آزاديnاستیودنت با t داراي توزیعزیرگاه کسر   آن،مستقل از آن مفروض باشد

( )
( )

n 2
n

Zt

n

=
χ

  

  . است2χ با درجه آزاديtاش، برابر توزیع  به درجه آزادي2χدرواقع حاصل تقسیم یک متغیر نرمال استاندارد به جذر متغیر

 n حجم نمونه مستقل یا همانههر چ
 tبیشتر باشد، توزیع) درجه آزادي(

ه شود ب متمرکزتر و پراکندگی آن کمتر می
)هاي بزرگ که براي نمونه طوري )n 30>، 
  . تقریباً نرمال استtتوزیع

  
  زیر منحنی با کشیدگیرابطه مقادیر استاندارد و سطح 

تر یا بلندتر از توزیع نرمال استاندارد باشد، مقادیر استاندارد و سطح زیر منحنی براي آن توزیع  هرگاه یک توزیع متقارن، کوتاه
  :شود نسبت به توزیع نرمال، به صورت زیر بررسی می
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  تر از نرمال توزیع کوتاه
  :آنگاه) 3تر از کوچک( کمتر از کشیدگی نرمال استاندارد باشد tهرگاه کشیدگی یک توزیع متقارن مانند

  .از مقدار استاندارد نرمال استتر  بزرگبراي سطوح مشابه، مقدار استاندارد در توزیع مورد نظر  -1
  : درنظر بگیریم، داریمt نرمال وهاي  را براي توزیع0.025براي مثال، اگر سطح

    
)مانند) دار بحرانی یا معنی(براي هر بازه دلخواه از مقادیر استاندارد  -2 )k , k− سطح بین دو مقدار، در توزیع نرمال و سطح ،

  .تر است خارج از دو مقدار، در توزیع مورد نظر بزرگ
)ل، اگر بازهبراي مثا   : در نظر بگیریم، داریمtهاي نرمال و  را براي توزیع−1.96,1.96(

    
  توزیع بلندتر از نرمال

یقاً عکس حالتی است که ، شرایط دق)3تر از بزرگ(هرگاه کشیدگی یک توزیع متقارن بیشتر از کشیدگی نرمال استاندارد باشد 
  .تر از نرمال باشد توزیع مورد نظر کوتاه

 (Cauchy Distribution)توزیع کوشی 
)توزیع )1t که در این وضعیت برابر با توزیعی به نام است با یک درجه آزادي حاصل تقسیم دو متغیر تصادفی نرمال استاندارد 

  . که امید و واریانس ندارداستلی زیر کوشی استاندارد با تابع چگا

  ( ) ( )1 2i

Z 1t
Z 1 x

= =
π +

  

  :اثبات

  ( )
( )

1 2 2 ii1

Z Z Zt
ZZ

11

= = =
χ

  

 باشد، متغیر 1Z و مستقل ازk و با درجه آزادي2χ متغیري با توزیع2Z متغیري با توزیع نرمال استاندارد و1Zاگر مثال
1

2

Z

Z
k

  : داراي توزیع

1( t2    . است( Fاست .  
3 (( )

2
3χ) نرمال است) 4  است) درجه آزادي 3کاي دو با.  

  .  درست است1گزینه  : حل

  ( )
( )

k 2
k

Zt

k

=
χ
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 (F – Distribution)توزیع فیشر 
 از تقسیم دو متغیر تصادفی وشوند   مشخص میn وm که با دو پارامترداردها قرار  اي از توزیع در خانواده) فیشر (Fتوزیع

  .آید دست می  بهها  آندو بر درجه آزادي مستقل کاي

( )

( )

( )

( )

2
m 2

m
m,n 2 2

n n

n
mF

m

n

χ
χ

= =
χ χ

  

) درجه آزادي توزیع،nمقدار )
2
nχاست که در صورت کسر قرار گرفته است .  

) درجه آزادي توزیع،mمقدار )
2
mχاست که در مخرج کسر قرار گرفته است .  

mمشخصات توزیع , nF)  فیشر باn , mدرجه آزادي (  
  . یک توزیع تک نمایی است-1
m مقادیر-2 , nF هستند) ثبتم( همگی غیر منفی( )m , nF 0>.  
  . توزیعی نامتقارن است که چولگی آن مثبت است-3

  
  

 زیر صورتتوان حدود پایین را به   نامتقارن است اما نوعی تقارن معکوس در آن وجود دارد که بر اساس آن میF اگرچه توزیع-4
  :دست آورد به

  

1 ,m,n
2 ,n,m

2

1F
Fα

− α
=  

 F امید و واریانس توزیع-5

  :ت است ازامید و واریانس آن عباره گا  درجه آزادي باشد، آنn وm باm,nF داراي توزیع Xاگر متغیر تصادفی

  ( ) nE X n 2
n 2

= >
−

  

  ( )
( ) ( )

X

2
2

2
n m n 2 1 12 n 4

m nm n 2 n 4

2 + −  σ = + > 
 − −

  

) با زیاد شدن درجات آزاديF توزیع-6 )n , m   .کند  میل مینرمال به سمت توزیع <30

  n ,mF N
n , m→ ∞

  

 ابعندر بعضی م
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m با2χ مستقل از یکدیگر بوده و هر یک به ترتیب داراي توزیعV وUگر متغیرهاي تصادفیا 1 مثال n و−1  درجه −1

)گاه متغیر تصادفی آزادي باشند، آن )
( )

n 1 U
m 1 V

−
−

 )73اقتصاد ـ (  هد بود؟ داراي چه توزیعی خوا

1 (( )n 1 ,m 1F − −  2 (( )n ,mF  3 (( )m 1,n 1F − −  4 (( )m,nF  

 .  درست است3گزینه  : حل

  ( )
( )

( )

( )

2
m 1

m 1,n 12
n 1

u
n 1 u m 1 m 1 Fvm 1 v

n 1 n 1

−

− −
−

χ

− − −
= = =

− χ
−

−

  

1توزیع 2 مثال , nF) فیشر باn ,  معادل کدام توزیع است؟)  درجه آزادي1

1 (( )
2
nχ  2( 2Z  3 (( )

2
nt  4 (Z  

  .  درست است3گزینه  : حل

  
( )

( )

( )

( ) ( )
( )

22
1

2 2
1

2Z 2
1 , n n2 2 2

n n n

Z
Z1 1F t

n n n

=χ

χ

 = = → = = = χ χ χ 
 
 

  

1توزیع :نتیجه , nFن مجذور توزیع هما( )ntاست .   

( )( ) 2
1,nnt F=

,0.05اگر  3 مثال 2, 10F ,0.95 باشد، =4.1 10 , 2Fکدام است؟   
1 (0.24    2 (4.1  
  . در دسترس باشدFدولباید ج) 4    3.1) 3

 .  درست است1گزینه  : حل

  0.95,10,2
0.05,2,10

1 1F 0.24
F 4.1

= = =  

) داراي توزیع نرمال استاندارد مستقل باشند، توزیع متغیر تصادفی2X و1Xاگر 4 مثال )
( )

2
1 2

2
1 2

X X
Y

X X

+
=

−
  : عبارت است از

   مربع کاي با دو درجه آزادي) 2  مربع کاي با یک درجه آزادي) 1
   با یک درجه آزادي tتوزیع) 4   با یک و یک درجه آزاديFتوزیع) 3
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 .  درست است3گزینه  : حل

  
( )

( )

( )
( )

( )

( )

1 2

1 2

2
1 2 2 22

1 2 11
1,12 2 2 2

1 2 2 11 2

X X N 0, 2

X X N 0, 2

X X 0
ZX X2

Y F
ZX X 0 X X

2

+

−

+ − 
  χ+ = = = = =

χ− −  −
 
 



  

)نهایت  مت بیبا افزایش حجم نمونه و میل کردن آن به س 5 مثال )n → ,2Fهاي  ، توزیع∞ t , χ به سمت ....  
   .کنند اي میل می جمله توزیع دو) 2  .کنند توزیع پواسون میل می) 1
  . کنند توزیع نرمال میل می) 4  .کنند توزیع یکنواخت میل می) 3

 .  درست است4گزینه  : حل
  
  
 

  

)وستههاي پی در تمام توزیع )P X a 0=   . است=
  

  



 

  
  
  

  توزیع برنولی
  متغیرهاي تصادفی مستقل با تابع چگالی احتمال زیر باشند،2X و1Xفرض کنید .1

  ( ) ( )1 xxP X x 1 ; x 0,1 ; 0 1−= = θ − θ = < θ <  
)در آن صورت )4 4

1 2E X . X 88محیط زیست ـ  (  : برابر است با(  
1 (2θ  2 (4θ  3 (( )41− θ  4 (( )22 1θ − θ  

  اي توزیع دوجمله

)، تابعaبه ازاي کدام مقدار .2 )

4
x

P X x ; x 0,1, 2,3, 4
3a 1

 
 
 = = =

+
 ، یک تابع احتمال است؟

 )87حسابداري و مدیریت ـ (  
1 (6  2 (5  3 (4  4 (3  

 نفري 96شده در هر انتخاب  تعداد افراد قبولXاگر. اند کننده در یک آزمون قبول شده شصت درصد افراد شرکت .3
 )87حسابداري و مدیریت ـ (   کدام است؟ Xباشد، انحراف معیار

1 (4.8  2 (3.6  3 (5.4  4 (7.2  

ها انتخاب شود،  تایی از این تراشه3اگر یک نمونه تصادفی. وب استاي معی هاي تولیدي کارخانه ده درصد تراشه .4
 ) 86اقتصاد ـ(  احتمال مشاهده حداقل یک تراشه معیوب چند درصد است؟ 

1 (23  2 (27  3 (73  4 (77  

تعداد مسافرانی که جا رزرو کرده ولی براي . شود  نفر جا رزرو می400 نفر است ولی براي360ظرفیت هواپیمایی .5
 نفر براي پرواز حاضر 400نکه همهاحتمال ای.  نفر در هر پرواز است40شوند به طور متوسط پرواز حاضر نمی
 )87اقتصاد ـ (  شوند چقدر است؟

1 (4000.1  2 (4000.9  3 (3600.1  4 (3600.9  

  بندي شده هاي طبقه تست
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)اي در یک توزیع دوجمله .6 )E X ) و=9 )V ar X )مقدار.  است=6 )P X   )88اقتصاد ـ (  : برابر است با≤1

1 (2
3

  2 (
2711

3
 −  
 

  3 (1
3

  4 (
2721

3
 −  
 

  

4احتمال جوانه زدن نوعی بذر .7
5

 عدد بذر از این نوع کاشته شود، با کدام احتمال فقط دو بذر جوانه 5اگر.  است

 )87ریزي شهري ـ  برنامه(  زند؟ می

1 (0.128  2 (0.0924  3 (0.0512  4 (0.064  

3احتمال موفقیت در یک آزمایش برنولی .8
5

 مشاهده باشد، انحراف معیار 24ها در هر  تعداد موفقیتXاگر.  است

X87ریزي شهري ـ  برنامه(   کدام است؟( 

1 (1.2  2 (1.44  3 (2.4  4 (2.56  

 بار تکرار این آزمایش 25ها در  تعداد موفقیتXاگر.  درصد است98در یک آزمایش برنولی احتمال موفقیت .9
  )88 ـ GIS(  باشد، انحراف معیار آن کدام است؟

1( 0.49 2 (0.52  3( 0.63 4 (0.7  

 کالا را 3از کالاهاي تولید شده. شود خانه به طور استاندارد تولید می کالاي تولیدشده در یک کار80%معمولاً .10
  )86محیط زیست ـ (   کالا معیوب باشند، چقدر است؟3احتمال اینکه این. کنیم انتخاب می

1 (0.008 2( 0.488 3 (0.512 4 (0.982  

8اي، میانگین برابر در یک توزیع دوجمله .11
3

 واریانس چقدر است؟. باشد  می16 و حجم نمونه برابر

  )86محیط زیست ـ (  

1 (16 8
3
×  2 (16

3
  3 (20

9
  4 (20

9
  

  )86محیط زیست ـ ( : بار پرتاب یک سکه سالم خط خواهیم داشت عبارت است از10متوسط تعداد دفعاتی که در.12
1 (2  2( 5 3( 7 4 (10  

در این صورت ضریب تغییرات . کند  تبعیت می40%اي با احتمال موفقیت  از توزیع دوجملهXمتغیر تصادفی .13
  )86محیط زیست ـ (  :تایی برابر است با25جامعه براي یک نمونه

1 (4
10

  2 (6
10

  3 (4
10

  4 (6
10

  

احتمال اینکه در یک نمونه . شود  کالاي تولیدشده در یک شرکت تولیدي به طور سالم تولید می80%معمولاً .14
  )87محیط زیست ـ (  تایی حداکثر یک کالاي معیوب وجود داشته باشد، چقدر است؟20

1 (( )1924 %20
5

 × 
 

  2 (( )195 %80
24

 × 
 

  3 (( )1924 %80
5

 × 
 

  4 (( )195 %20
24

 × 
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دهنده   نشانXزند، اگر  ها را علامت می شخصی به طور شانسی پاسخ.  سؤال است20نی چهار جوابی، دارايآزمو .15
د محاسبه  سؤال جواب درست دهد از کدام رابطه بای9هاي درست باشد، احتمال اینکه حداکثر به تعداد جواب

  )87محیط زیست ـ (  شود؟

1 (( ) ( )9 1120
0.25 0.75

9
 
 
 

    2 (( ) ( )
9

x 20 x

x 0

20
0.75 0.25

x
−

=

 
 
 

∑  

3 (( ) ( )
9

x 20 x

x 0

20
0.25 0.75

x
−

=

 
 
 

∑  4 (( ) ( )
20

x 20 x

x 9

20
0.25 0.75

x
−

=

 
 
 

∑  

  )87 محیط زیست ـ (   جواب غلط داشته باشد، چیست؟3در سؤال قبل ، احتمال اینکه حداقل .16

1 (( ) ( )3 1720
0.25 0.75

3
 
 
 

    2 (( ) ( )
17

x 20 x

x 0

20
0.75 0.25

x
−

=

 
 
 

∑  

3 (( ) ( )
20

x 20 x

x 3

20
0.75 0.25

x
−

=

 
 
 

∑  4 (( ) ( )
17

x 20 x

x 0

20
0.25 0.75

x
−

=

 
 
 

∑  

2اي، واریانس توزیع در یک توزیع دوجمله .17
3

 حجم نمونه چقدر باشد تا میانگین جامعه برابر. باشد  میانگین آن می
  )87محیط زیست ـ (   باشد؟20
1 (20  2 (40 3( 50 4 (60  

 نفر را به طور تصادفی انتخاب کنیم توزیع تعداد افراد nاگر. کند  افراد را مبتلا میpیک نوع بیماري با احتمال .18
  )87محیط زیست ـ (    .……… است و امید ریاضی آن برابر است با ………مبتلا 

) فوق هندسی، )np  2فوق هندسی ،) 1 )n 1 p−  3 (اي ، دوجملهnp 4 (،دوجمله اي( )n 1 p− 

  اي توزیع چندجمله
.  کسب نماید0.2 و0.5،0.3 را به ترتیب با احتمالات C وA،Bتواند سه نوع امتیاز  برداري در هر آزمون می وزنه.19

  باشد، کدام است؟Cار ب3 وB بارA،2 بار2احتمال اینکه در هفت بار آزمون امتیازات وي
 )86حسابداري و مدیریت ـ (  

1 (0.0378  2 (0.0756  3 (0.0168  4 ( 0.0378  

خورد به داخل دایره وسط و بین دو دایره و خارج دو دایره به  ند، احتمال بر تیر به هدف رها ک6اندازي باید تیر .20
 تیر به خارج 1 تیر بین دو دایره و2و تیر به وسط 3 تیر،6احتمال اینکه از این.  است0.1 و0.5،0.4ترتیب

  )86 ـ GIS(  اصابت کند کدام است؟
1( 0.12 2 (0.18  3 (0.24 4( 0.36  

 و 0.5،0.3ها به ترتیب احتمال اصابت تیر به این رنگ.  از سه رنگ قرمز، سبز و زرد استصفحه هدف متشکل.21
 تیر به ناحیه 1حیه قرمز، تیر به نا2کنند، با کدام احتمال از شش تیر رهاشده که به صفحه اصابت می.  است0.2

  )88 ـ GIS(  کند؟  تیر به ناحیه زرد برخورد می3سبز و
1( 0.018 2(  0.036  3( 0.045 4 (0.072  
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  اي منفی  دوجملهتوزیع

3اگر کالایی معیوب باشد، فرد کنترل کیفیت با احتمال .22
4

با کدام احتمال هفتمین کالاي . شود  متوجه آن می
 )87 ـ GIS(  باشد که وي متوجه آن شده است؟ انتخابی، پنجمین کالاي معیوبی می

1 (4 55 3 4−× ×  2 (5 65 3 4−× ×  3 (5 75 3 4−× ×  4 (6 75 3 4−× ×  

  توزیع هندسی
 باشد، با کدام احتمال تعداد دفعات 7کنیم تا براي اولین بار مجموع دو عدد روشده دو تاس را با هم پرتاب می .23

 )86 حسابداري و مدیریت ـ (  شده فرد است؟ پرتاب

1 (1
2

  2 (5
9

  3 (5
11

  4 (6
11

  

 پرتاب لازم باشد، چقدر 2احتمال اینکه حداقل. کنیم تا عدد شش ظاهر شود قدر پرتاب می تاس سالمی را آن .24
  )88اقتصاد ـ (  است؟

1 (11
36

  2 (1
6

  3 (5
36

  4 (5
6

  

  توزیع فوق هندسی
 تعداد Xاگر. کنیم  تا را انتخاب می2تصادف به. ست عدد آن معیوب ا4 عدد کالا است،12اي که محتوي از جعبه .25

 )86حسابداري و مدیریت ـ (   کدام است؟Xشده باشد، امید ریاضی کالاي سالم انتخاب

1 (3
2

  2 (4
3

  3 (7
6

  4 (14
11

  

 Xکمیت تصادفی. شود  لامپ انتخاب می5 عدد آن غیراستاندارد است به طور تصادفی20 لامپ که100از .26
 : عبارت است ازXشده، واریانس کمیت تصادفی  لامپ انتخاب5هاي غیراستاندارد بین عبارت است از تعداد لامپ

 )86اقتصاد ـ (  
1 (0.15  2 (0.77  3 (0.8  4 (0.95  

 شمع را 2اگر مکانیک به طور تصادفی.  سیلندر معیوب هستند6 شمع یک اتومبیل6 شمع از2فرض کنید .27
 )87اقتصاد ـ (  :  شمع معیوب تعویض شده باشند برابر است با2تعویض نماید، احتمال اینکه دقیقاً

1 (1
2

  2 (1
3

  3 (1
15

  4 (1
30

  

 لامپ را خریداري کند، 2اگر یک مشتري. هاي روشنایی معیوب است ی از لامپتای20پنج درصد یک محموله .28
  )88اقتصاد ـ (  ها سالم باشد، چقدر است؟ احتمال اینکه حداقل یکی از لامپ

1 (0.1  2 (0.5  3 (0.9  4 (1  

تصادف انتخاب   عدد به2ها، از بین این لامپ. اند  لامپ سالم مخلوط شده6سه لامپ معیوب به طور غیر عمدي با .29
  )86محیط زیست ـ (  احتمال آنکه هر دو سالم باشند چقدر است؟. شده است

1 (2
9

  2 (6
9

  3 (5
12

  4 (7
12
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  توزیع پواسون
 مشتري در هر دقیقه 3کنند داراي توزیع پواسون با میانگین هایی که به یک فروشگاه مراجعه می تعداد مشتري .30

)کنند؟  مشتري مراجعه می2 ثانیه اول حداقل80با کدام احتمال در. است )4e 0.018− = 

 )87حسابداري و مدیریت ـ (
1 (0.915  2 (0.895  3 (0.870  4 (0.910  

 نفر 4 ثانیه اول30با کدام احتمال در. گیرند  نفر با یک مرکز مخابرات تماس می10به طور متوسط در هر دقیقه .31
)گیرند؟ تماس می )5e 0.007−   )88اري و مدیریت ـ حسابد(  =

1 (0.168  2 (0.182  3 (0.196  4 (0.203  
 ساعت حداکثر یک 6احتمال اینکه در. افتد  تصادف در یک شهر اتفاق می12روز به طور متوسط در هر شبانه .32

 )86اقتصاد ـ (   تصادف اتفاق بیفتد، چند است؟

1 (31 e −−  2( 31 3e −−  3 (34e −  4 (33e −  
 دقیقه بعد، حداقل یک 5احتمال اینکه در. شود ر وارد کتابخانه مرکزي می دقیقه یک نف2به طور متوسط در هر .33

 )87اقتصاد ـ (  :نفر وارد کتابخانه شود برابر است با

1 (2.5e −  2 (10e−  3 (101 e−−  4 (2.51 e−−  
 دقیقه آینده حداقل 5احتمال اینکه در. شود  دقیقه یک مشتري وارد یک فروشگاه می30به طور متوسط در هر .34

  )88اقتصاد ـ (  یک مشتري وارد فروشگاه شود چقدر است؟

1 (
1
61 e

−
−  2 (1 e−  3 (11 e−−  4 (

1
61 e−  

 30احتمال اینکه در. گذرند  اتومبیل از محلی در بزرگراه می8به طور متوسط با توزیع پواسون در هر دقیقه .35
) اتومبیل بگذرند کدام است؟ 3ثانیه لااقل )4e 0.018−   )88ریزي شهري ـ  برنامه(  =

1( 0.766 2 (0.792  3 (0.812  4 (0.823  
رغداري، هرگاه بدانیم به طور متوسط در هر شانه تخم هاي فاسد از محصولات یک م براي بررسی تعداد تخم مرغ .36

 تخم مرغ فاسد وجود داشته باشد، 3 عدد تخم مرغ فاسد وجود دارد، احتمال اینکه در یک شانه دقیقا1ًمرغ
  )87محیط زیست ـ (  چقدر است؟

1 (33e  2( e
3!

  3 (33e−  4( 
1e

3!

−
  

احتمال . شود  سؤال پاسخ داده می2 ثانیه60تجربه قبلی در مورد یک آزمون بیانگر این است که در مدت .37
  )88محیط زیست ـ (   ثانیه دو سؤال جواب داده شود، چقدر است؟ 30اینکه در مدت

1 (1
e

  2 (2
e

  3 (1
2e

  4 (e
3

  

  اي به پواسون دوجملهتوزیع تقریب 
nاي در توزیع دوجمله .38 p و=4000   در تبدیل آن به توزیع پواسون، پارامتر توزیع کدام است؟=0.0015

 )87ریزي شهري ـ  برنامه(
1 (6  2 (3.6  3 (3  4 (2.4  
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 واحد از این کالا انتخاب شود، احتمال 1600اگر. اند  واحد آن معیوب125 هزار واحد کالاي موجود100از هر .39
) عدد آن معیوب باشد کدام است؟4اینکه )2e 0.135− =  )GIS  86ـ( 

1( 0.09 2 (0.12  3( 0.18 4( 0.21   

  توزیع یکنواخت پیوسته
 : به صورت زیر استXتابع چگالی احتمال متغیر تصادفی .40

1 x 5≤ ≤  

  xبراي سایر مقادیر
( )

1
f x 4

0


= 


  

4 برابرXاگر واریانس
3

  )86اقتصاد ـ (   کدام است؟X باشد، ضریب تغییرات

1 (2 100
3 3

×  2 (4 100
3

×  3 (2 3
100

4
×  4 (3

100
6

×  

)توزیع یکنواخت .41 ) 1f x ; x= α < < β
β − α

) را در نظر بگیرید، )2E X87اقتصاد ـ (  : عبارت است از( 

1 (
( )
3 3

3
β − α

β − α
  2 (

( )
3 3β − α
β − α

  3 (( )2

12
α − β  4 (( )2

4
α + β  

)اگر  .42 )
1 1 x 4

f x 3
0

 < <= 


  باشد، واریانس این متغیر تصادفی کدام است؟X تابع چگالی متغیر تصادفی

 )86ریزي شهري ـ  برنامه( 
1 (0.25  2 (0.75  3 (1.25  4 (1.5 

 واریانس سود این شرکت کدام است؟.  واحد پول است5 و−2سود شرکتی داراي توزیع یکنواخت بین .43
)GIS 87 ـ( 

1 (4.08 2 (4.21 3( 3.85 4 (3.58  

  توزیع نمایی

)در تابع چگالی  .44 )
x
21 e x 0f x 2

0 x 0

−
 >= 
 ≤

 )86حسابداري و مدیریت ـ (   کدام است؟X، میانگین

1 (1
2

  2( 1  3 (2  4 (4  

) به صورت Xتابع چگالی متغیر تصادفی .45 ) xf x e ; x 0−=   کدام است؟Xواریانس.  است≤
  )88ریزي شهري ـ  برنامه(

1 (1
2

  2 (1  3 (2  4 (e  

 سایر نقاط
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  توزیع نرمال 
 و 840ها مجموع این داده. نگار فراوانی مطلق متقارن است بندي شده، نمودار بافت  داده آماري دسته120در .46

 )87حسابداري و مدیریت ـ (  ها در کدام بازه است؟  درصد داده95تقریباً. باشد  می6150ها مجموع مربعات آن
1 (( )4 , 9  2 (( )5 , 9  3 (( )4 , 10  4 (( )5 , 10  

، داده نظیر شصت و سومین صدك آن کدام است؟ 9 و واریانس15.21در یک توزیع نرمال با میانگین .47
( )( )P Z 0.33 0.37< −  )87حسابداري و مدیریت ـ (  =

1 (15.9  2 (16.3  3 (16.4  4 (16.2  

 و انحراف معیار 75کنندگان داراي توزیع نرمال با میانگین در یک امتحان ورودي کارشناسی ارشد، امتیاز شرکت .48
  )88اقتصاد ـ (  باشند؟  می85کنندگان داراي امتیاز بیش از  از شرکتچه درصدي.  است10
  2.5%تقریباً) 4  5%تقریباً) 3  8%تقریباً) 2  16%تقریباً) 1

4 که متقارن استXوج تابع چگالی احتمال متغیر تصادفیضریب کشیدگی یا ا .49 2α احتمال اینکه متغیر .  است=
  )88اقتصاد ـ (   کمیتی در فاصله دو انحراف معیار به طرفین میانگین را اختیار کند، چقدر است؟Xتصادفی

  95%کمتر از) 4  95%تقریباً) 3  95%بیشتر از) 2  95%حداقل) 1

مین صدك آن کدام است؟ ، داده نظیر پنجاه و شش16 و واریانس17.2در یک توزیع نرمال با میانگین .50
( )( )P Z 0.15 0.44< −  )86ریزي شهري ـ  برنامه(  =

1 (18.4  2 (16.6  3 (18.2  4 (17.8  

گاه چند درصد   واحد افزوده شود، آن5، اگر به هر مقدار متغیر64اریانس و و47در یک توزیع نرمال با میانگین .51
 )86ریزي شهري ـ  برنامه(   خواهد شد؟52هاي جدید بیشتر از داده

1 (48  2 (50  3 (52  4 (55  

تصادف  اگر فردي از بین داوطلبان به. باشد  می1.5 و انحراف معیار14.5نمرات ریاضی، توزیع نرمال با میانگین .52
)باشد؟  می17 و14.5انتخاب شود با کدام احتمال نمره وي بین )P Z 1.66 0.048< −  )87ریزي شهري ـ  برنامه(=

1 (0.452  2 (0.476  3 (0.524  4 (0.548  

) داریم5 با انحراف معیاردر یک توزیع نرمال .53 )P X 9.8 0.67≥ ) و= )P Z 0.44 0.33< − ، میانگین این توزیع =
  )86 ـ GIS(  کدام است؟

1( 8 2( 9 3 (11  4( 12   

)اگر .54 )P Z 1.5 0.0668≤ − ) و25 داراي توزیع نرمال با میانگینX و= )P X 16 0.9332≥  باشد، انحراف =
 )87 ـ GIS(   کدام است ؟Xمعیار

1( 8 2( 6 3( 4 4 (3  

 x باشد، اگر احتمال کران پایین مقدار16 و واریانس10فرض کنید متغیر تصادفی داراي توزیع نرمال با میانگین .55
  )86محیط زیست ـ (   چقدر است؟x باشد، مقدار0.159برابر با

1( 16 2( 14 3( 12 4 (8  
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)ترم کلاسی درس آمار میانفرض کنید نمره  .56 )Xباشد و نمره درس 1 و واریانس2 داراي توزیع نرمال با میانگین 
)ترم در همان کلاس آمار پایان )Yحساب شده 6نمرات از( باشد 4 و واریانس5 داراي توزیع نرمال با میانگین 

2Yو مدرس بخواهد نمره هر دانشجو را از رابطه) است XW
3
+

، امید ریاضی و واریانس W حساب کند، توزیع=
  )87 زیست ـ محیط(  کدام است؟

17نرمال) 1 , 4 ,
9

17نرمال) 2   , 4 ,
3

5نرمال) 3   , 7 5اي دوجمله) 4  , , 4 , 

  اي به نرمال دوجملهتوزیع تقریب 
.  است0.8احتمال آنکه هر یک خریدي را انجام دهند. دکنن  متقاضی به فروشگاهی مراجعه می100تعداد.57

  )88اقتصاد ـ (   نفر خریدي را انجام دهند تقریباً چقدر است؟84احتمال آنکه حداقل
1 (%3  2 (%16  3 (%34  4 (%47  

  )اسکور کاي، کاي دو، مربع خی(توزیع کاي ـ دو 

) داراي توزیع کاي دوXاگر متغیر تصادفی .58 )2χباشد، ضریب تغییرات این متغیر کدام 25 با درجه آزادي 
  )88اقتصاد ـ (  است؟

1 (%2  2 (%25  3 (%20  4 (%20 2  

  توزیع فیشر
0.1,4,8Fاگر .59   )88 ـ GIS(   کدام است؟0.9,8,4F باشد، مقدار=2.8

1 (0.357 2 (0.753  3 (1.42 4 (2.41  



 

  
  
  

  برنولیتوزیع 
  .  درست است1گزینه   .1
1X2 وX داراي توزیع برنولی با پارامترp = θپس، هستند ( ) ( )1 2E X E X= = θو داریم :  

  ( ) ( ) ( )
4 4 4 4
1 11
4 4
1 1

X 0 1 X 0 1X 0 1
P x 1 P x 1 P x 1

→ →
− θ θ − θ θ − θ θ

  

  : مستقل هستند، داریم2X و1Xزیع برنولی با همان پارامترهاست و ازآنجاکهداراي تو، X توانی ازبنابراین در توزیع برنولی هر
  ( ) ( ) ( ) ( )4 4 2

1 2 1 21 2E X .X E X .X E X E X .=  = = θ θ = θ  

  اي دوجملهتوزیع 
 .  درست است2گزینه   .2

1p که در آناي وجملهدیک حالت خاص از توزیع  :توجه q
2

=   : داراي تابع احتمال زیر است، باشد=

  ( )
x n x n

x n x
n

n
n n n x1 1 1P x p q ; x 0,1, 2,..., n

2 2 2x x x 2

−
−

 
 

            = = = = =          
          

  

اي با پارامترهاي  داراي توزیع دوجمله Xتوان متوجه شد که ر صورت سؤال میحال با دیدن تابع چگالی احتمال د
1p q , n 4
2

= =   : بنابراین با توجه به تابع احتمال بالا داریم است،=

  n 4n 43a 1 2 3a 1 2 3a 16 1 15 a 5=+ = → + = → = − = → =  

 .  درست است1گزینه   .3
)ثابت است) قبول شدن(با توجه به اینکه احتمال موفقیت  )p  اي است با  توزیع تعداد موفقیت در نمونه دوجمله،=0.6

n 96 , p 0.6 , q 0.4= = =.  

 هاي تشریحی پاسخ
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  :برابر است با واریانس ،اي دانیم که در توزیع دوجمله یم

  2 16 6 6 4 4 6 2npq 96 0.6 0.4 4.8
100 10

× × × × ×
σ = = × × = → σ = =  

 .  درست است2گزینه   .4
nدر) معیوب بودن( توزیع تعداد موفقیت  بنابراین، ثابت است، نامحدود و احتمال،جامعه ، پیروزي( بار تکرار آزمایش =3
nاي است با دوجمله) شکست 3 , p 0.1 , q 0.9= = =.  

)درصد   ) ( ) ( ) ( ) ( )0 3 3x n xn 3
P X 1 1 P X 0 1 p q 1 0.1 0.9 1 0.9 0.271 27

x 0
−   

≥ = − = = − = − = − = →   
   

  

 .  درست است2گزینه   .5
)ثابت است) مسافري جا رزرو کند و حاضر نشود(در هر پرواز احتمال موفقیت  )p  بنابراین توزیع تعداد موفقیت در نمونه ،=?

nاي است با دوجمله p و=400   : برابر است با که میانگین آن=?
np    )احتمال رزرو کردن و حاضر نشدن(   40 400p 40 p 0.1µ = = → = → =  

ند برابر صفر ا ه نفر براي پرواز حاضر شوند یعنی تعداد مسافرانی که جا رزور کرده و حاضر نشد400که وقتی همه دقت کنید
  .است

Xندا هرزرو کرده و حاضر نشدجا تعداد مسافرانی که    :  

  ( ) ( ) ( ) ( )0 400 400x n xn 400
P X 0 p q 0.1 0.9 0.9

x 0
−   

= = = =   
   

  

  .  درست است4گزینه   .6
  : باشدp وn با پارامترهاياي دوجمله داراي توزیع X متغیر تصادفیاگر :یادآوري

  ( ) ( ) ( )
( )

x n x E X npn
X Bin n,p P X x p q ; x 0,1, , n ,

V ar X npqx
−  =  → = = =   =  

   

  : بنابراین در این سؤال داریم

  
( )

( )

np 9

1p
3

6 2 2 1V ar X npq 6 9q 6 q p 1 q 1
9 3 3 3

1E X np 9 n 9 n 27
3

=

=

 = = → = → = = → = − = − =




= = → × = → =

  

  ( ) ( ) ( )
0 27 0 2727 1 2 2P X 1 1 P X 1 1 P X 0 1 1

0 3 3 3

−      ≥ = − < = − = = − = −      
      

  

 .  درست است3گزینه   .7

4pثابت است) جوانه زدن بذر(احتمال موفقیت 
5

 = 
 

 اي است با نمونه دوجملهبنابراین توزیع تعداد موفقیت در ، 

4 1p , q , n 5
5 5

= = =.  
Xزده در نمونه تعداد بذرهاي جوانه   :  

  ( )
2 3

x n x
5

n 5 4 1 10 16 1P X 2 p q 0.0512
x 2 5 5 5

−    × ×   = = = = =      
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 .  درست است3گزینه   .8

3احتمال موفقیت در یک آزمایش برنولی
5

n بنابراین توزیع تعداد موفقیت در، است  اي است با  آزمایش برنولی، دوجمله=24

3 2p , q , n 24
5 5

= = =.  
  : واریانس برابر است با،اي دانیم که در توزیع دوجمله می

  ( ) 3 2 144 12V ar X npq 24 2.4
5 5 25 5

= = × × = → σ = =  

 . درست است4گزینه   .9
X ،ها در تعداد موفقیتnواي است  بار تکرار آزمایش برنولی دوجمله p 0.98 , n 25= =.  
  : داریمp وnاي با پارامترهاي جملهر توزیع دود

  ( ) 2
X XV ar X npq npq 25 0.98 0.02 0.49 0.49 0.7= → σ = = × × = → σ = =  

  .  درست است1گزینه   .10
)ثابت است) معیوب بودن(احتمال موفقیت  )p  است با اي دوجملهنمونه  بنابراین توزیع تعداد موفقیت در ،=0.2

n 3 , p 0.2 , q 0.8= =   :، بنابراین=

  ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3x n xn 3
P X 3 p q 0.2 0.8 0.2 0.008

x 3
−−   

= = = = =   
   

  

  .  درست است3گزینه   .11
  :گاه باشد، آن p وnاي با پارامترهاي دوجمله داراي توزیع X متغیر تصادفیاگر :یادآوري

  ( ) ( )E X np , Var X npq= =  
  :بنابراین داریم

  ( ) n 168 8 1 5E X np 16p p , q
3 3 6 6

== = → = → = =  

  ( ) 8 5 20Var X npq
3 6 9

= = × =  

  .  درست است2گزینه   .12
1pثابت و برابر) موفقیت(احتمال خط آمدن در پرتاب یک سکه سالم 

2
 بنابراین توزیع تعداد موفقیت در نمونه ، است=

1n است بااي دوجمله 10 , p q
2

= =   : و داریم=

  ( ) 1E X np 10 5
2

= = × =  
  .  درست است4گزینه   .13

  6: CV
10

σ
= =

µ
  ضریب تغییرات

) با توزیعXدانیم که امید و واریانس متغیر تصادفی می )X Bin n 25 , p 0.4= = برابر است با:  

  
2

np 25 0.4 10

npq 25 0.4 0.6 6

µ = = × =

σ = = × × =
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  .  درست است3گزینه   .14
)ثابت است) معیوب بودن(احتمال موفقیت  )p   است بااي دوجمله بنابراین توزیع تعداد موفقیت در نمونه ،=0.2

n 20 , p 0.2 , q 0.8= = =.  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
0 20 1 19x n x

x 0

20 19 19 19

n 20 20
P X 1 P X 0 P X 1 p q 0.2 0.8 0.2 0.8

x 0 1

240.8 4 0.8 0.8 0.8 4 0.8
5

−

=

     
≤ = = + = = = +     

     

               = + = + = × 
 

∑
  

  .  درست است3گزینه   .15

1pثابت است) درست بودن جواب(احتمال موفقیت 
4

 = 
 
  است بااي دوجمله بنابراین توزیع تعداد موفقیت در نمونه ،

n 20 , p 0.25 , q 0.75= = =.  
Xال سؤ20تعداد جواب درست در   :  

  ( ) ( ) ( )
9

x 20 x

x 0

20
P X 9 0.25 0.75

x
−

=

 
≤ =  

 
∑  

  :صورت زیر نیز نوشت بهاحتمال را توان   بنابراین می، جواب غلط برابر است11 جواب درست با حداقل9حداکثر :توجه
X سؤال20تعداد جواب غلط در   :  

  ) 0.75 , q 0.25= pغلط= P(=  

  ( ) ( ) ( )
20

x 20 x

x 11

20
P X 11 0.75 0.25

x
−

=

 
≥ =  

 
∑  

  . هستند درست 4 و 3 هاي گزینه  .16

3pثابت است) غلط بودن جواب(احتمال موفقیت 
4

 = 
 
  است بااي دوجمله  بنابراین توزیع تعداد موفقیت در نمونه،

n 20 , p 0.75 , q 0.25= = =.  
X سؤال20تعداد جواب غلط در   :  

  ( ) ( ) ( )
20

x 20 x

x 3

20
P X 3 0.75 0.25

x
−

=

 
≥ =  

 
∑  

  : زیر نیز نوشتبه صورتاحتمال را توان   بنابراین می،ست جواب درست برابر ا17 جواب غلط با حداکثر3حداقل :توجه
X سؤال20تعداد جواب درست در   :  

  ) 0.25 , q 0.75= pدرست= P(=  

  ( ) ( ) ( )
17

x 20 x

x 0

20
P X 17 0.25 0.75

x
−

=

 
≤ =  

 
∑  

توانید دو گزینه   میxبا جایگذاري مقادیر مختلف.  هم درست است3 گزینه که درصورتیت بوده اسدرست  4 گزینه ،کلیددر البته 
  .حتماً به مقادیر احتمال یکسان خواهید رسیدبررسی کنید؛ را 
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  .  درست است4گزینه   .17

)  :یادآوري ) ( )
( )

E X np
X Bin n,p

Var X npq
 =→  =

  

  ( ) ( )2 2 2 1V ar X E X npq np q p
3 3 3 3

= → = → = → =  

  ( )
1p
3 1E X 20 np 20 n 20 n 60

3

=
= → = → × = → =  

  .  درست است3گزینه   .18
)استثابت ) ابتلا به بیماري(احتمال موفقیت  )p، بنابراین توزیع تعداد موفقیت در نمونه )nاي است و امید ریاضی  جملهدو)  نفر

  :برابر است باآن 
Xنفر nتعداد افراد مبتلا به بیماري در   :  

  ( )E X np=  

  اي چندجملهتوزیع 
 .  درست است1گزینه   .19

 و مجموع نتایج ممکن برابر باشنددو ناسازگار  طوري که نتایج دوبه هرگاه آزمایش داراي بیش از دو نتیجه ممکن باشد، به :نکته
 به صورتاي است و تابع چگالی احتمال آن  ها در هر بار تکرار مستقل آزمایش، چندجمله قیتیک شود، توزیع تعداد موف

  :زیر است

  1 2 k

k
xx x

i1 2 k
1 2 k

i 1

n
p p ... p , p 1

x x x
=

 
=  

 
∑  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 3 2 2 37 7!P A P B P C 0.5 0.3 0.2 210 0.25 0.09 0.008 0.0378
2 2 3 2!2!3!

P A 0.5 , P B 0.3 , P C 0.2

 
= = × × × =  


= = =

  

  .  درست است1گزینه   .20
  :کنیم میفاده اي است  از توزیع چندجمله،ها به دو حالت موفقیت و شکست محدود نیست با توجه به اینکه احتمال

  1 2 3 ip 0.5 , p 0.4 , p 0.1 , p 1= = = =∑  

  ( ) ( ) ( ) ( )31 2 3 2 1xx x
1 2 3 1 2 3

1 2 3

n! 6!P X 3 , X 2 ,X 1 p p p 0.5 0.4 0.1 0.12
x !x !x ! 3!2!1!

= = = = = =  

 . درست است2گزینه   .21

  :کنیم اي استفاده می  از توزیع چندجمله،براي مسئله وجود دارد)  شکست،پیروزي(با توجه به اینکه بیش از دو حالت 
  ) 0.2 , n 6= (3زرد= 0.3 , p P (= (2زسب= 0.5 , p P (= 1pقرمز= P (=  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

31 2 2 1 3xx x
1 2 3 1 2 3

1 2 3

2 1 3

n 6
P X 2, X 1 , X 3 p p p 0.5 0.3 0.2

x x x 2 1 3

6! 0.5 0.3 0.2 60 0.25 0.3 0.008 0.036
2!1! 3!

   
= = = = =   

  

                                           = = × × × =

  

  اي منفی دوجملهتوزیع 
  .  درست است4گزینه   .22

3pثابت است) متوجه شدن معیوب( احتمال موفقیت : اولراه حل
4

 = 
 
ین امr  بنابراین توزیع تعداد تکرار براي رسیدن به،

3اي منفی است با  دوجمله،موفقیت 1p , q , r 5 , x 7
4 4

= = = =.  

  ( )
5 2 5

r x r 6 7
7

x 1 7 1 3 1 15 3P X 7 p q 5 3 4
r 1 5 1 4 4 4

− −− −    ×   = = = = = × ×      − −       
  

  .کنیم استفاده می) میناُ( به همین دلیل از پسوند ،اي منفی به دنبال جاي موفقیت هستیم  در توزیع دوجمله:توجه
توان حل کرد و در آخر از اعداد قسمت  اي نیز می رفتن جاي موفقیت با توزیع دوجمله این مسئله را بدون در نظر گ:راه حل دوم

  .ترکیب مسئله یک واحد کم کرد
Xبنابراین)ایش بار تکرار آزم7موفقیت در 5 ( استاي دوجمله داراي توزیع ها، ، تعداد موفقیت ،:  

  
( ) x n x

3 1p , q , n 7
4 4

n 7
P X 5 p q

x
−

= = =

 
= = = 

  5

6
5 2 5

5 7 5 6 7
7

4

6 3 1 15 3p q 5 3 4
4 4 4 4

− −




     ×    = = = × ×             

  

  هندسیتوزیع 
 .  درست است4گزینه   .23

براي رسیدن به اولین موفقیت، ) شکست، پیروزي( بنابراین توزیع تعداد تکرار آزمایش ، ثابت است، نامحدود و احتمال،جامعه
  .هندسی است

X ،داراي توزیع هندسی است،7ي رسیدن به اولین مجموعتعداد دفعات پرتاب دو تاس برا .  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 6 , 6, 1 , 2 , 5 , 5 , 2 , 3 , 4 , 4, 3  

  6 1 5) ,q
36 6 6

= = pمجموع دو تاس= P (7=  

  : یعنی، فرد باشدها ن تاستعداد دفعات پرتاب شد
( ) ( ) ( ) x 1X) P X 1 P X 3 P X 5 pq −= = + = + = + = ∑فردP (  

xفرد :  
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  جمله اول
2

1 1
66 6

36 25 1151 366

= = =
− −  

 

  
  −1قدر نسبت

2 41 1 5 1 5
6 6 6 6 6

   + × + × + =   
   

  

  تصاعد هندسی :یادآوري
1  جمله اول

1 q
=

−
  

 −1قدرنسبت
2 31+ q + q q+ + =  

  .  درست است4گزینه   .24
  .  هندسی است،براي رسیدن به اولین موفقیت ) شکست،پیروزي(توزیع تعداد تکرار آزمایش برنولی  :یادآوري

  ( ) x 1P x pq ; x 1, 2,...,−= = ∞  

1p در پرتاب تاس است که احتمال آن6 آمدن،ال موفقیتؤدر این س
6

  .  است=

  1: X Ge p
6

 = 
 

6تعداد پرتاب تاس تا رسیدن به  

  ( ) ( ) ( )
0

1 1 1 5 1 5P X 2 1 P X 2 1 P X 1 1 pq 1 1
6 6 6 6

−  ≥ = − < = − = = − = − = − = 
 

  

  فوق هندسیتوزیع 
 .  درست است2گزینه   .25

 بار تکرار آزمایش nدر) لم بودنسا(بنابراین توزیع تعداد موفقیت . فرض، انتخاب بدون جایگذاري است  پیش و محدود،جامعه
  .هندسی است ، فوق) شکست،پیروزي(

  )سالم(

  ( )

N 12 , n 2 , k 8

k 8 4E X n . 2
N 12 3

= = =



= = × =


  

kدانستیم باز هم جواب همین بود، چون اي می  را دوجملهXتوجه کنید که اگر به اشتباه توزیع 8n 2 , p
N 12

= = = 

)و )E X np=وردن دست آ  براي به ممکن استخواهند و  توزیع را درست تشخیص دهیم زیرا همیشه امید را نمی بایداما.  است
 توزیع ، انتخاب با جایگذاري در صورت سؤال ذکر شودکه درصورتی، فقط باشدوقتی جامعه محدود . شویمسایر مقادیر دچار اشتباه 

  .استاي  دوجمله

 .  درست است2گزینه   .26
 بار تکرار nدر) غیراستاندارد بودن( بنابراین توزیع تعداد موفقیت ،فرض، انتخاب بدون جایگذاري است  محدود و پیش،جامعه

  .هندسی است ، فوق)شکست، پیروزي(آزمایش 
  : فوق هندسی است باXتوزیع

  
2
X

N 100 , n 5 , k 20

k k N n 20 80 100 5 95n 1 5 5 0.2 0.8 0.7676
N N N 1 100 100 100 1 99

= = =




− −  σ = − = × × × = × × × =   − −  
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knبااي   را دوجملهXاگر به اشتباه توزیع 5 , p
N

= N تنها تفاوتشان در ضریب تصحیح،تشخیص دهیم = n
N 1

−
−

توجه .  است

  .بود درست 3اي و گزینه  دوجمله ، توزیع،شد  که اگر انتخاب با جایگذاري در صورت سؤال ذکر میدکنی

 .  درست است3گزینه   .27
) بنابراین وقتی جامعه محدود است،شود فرض بدون جایگذاري در نظر گرفته می طور پیش انتخاب به )N  احتمال موفقیت =6

Nهندسی است با  فوق،وفقیت در نمونه و توزیع تعداد منیستثابت ) معیوب بودن( 6 , n 2 , k 2= = =.  

  ( )

n N n 2 4
x n x 2 0 1P X 2

N 6 15
n 2

−      
      −      = = = =

   
   
   

  

  .  درست است4گزینه   .28
 و توزیع تعداد نیستثابت ) سالم بودن لامپ( بنابراین احتمال موفقیت ، انتخاب بدون جایگذاري است،فرض  محدود و پیش،جامعه

  : موفقیت در نمونه فوق هندسی است با
N) هاي سالم تعداد لامپ(   20 , n 2 , k 0.95 20 19= = = × =  

  ( ) ( ) ( )

19 1
0 2

P X 1 1 P X 1 1 P X 0 1

   
   
   

≥ = − < = − = = −

0

1 0 1
20
2

= − =
 
 
 

  

) یکی است ،هاي معیوب که تعداد لامپازآنجا )0.05 20 1×  به ؛معیوب باشند هر دو ، لامپ2غیر ممکن است که در انتخاب =
  .  است1 لامپ حداقل یکی سالم باشد، حتما2ً احتمال اینکه در انتخاب، لامپ معیوب1 لامپ سالم و19عبارت دیگر از بین

  .  درست است3گزینه   .29
ت ی توزیع تعداد موفق ونیست انتخاب بدون جایگذاري است، بنابراین احتمال موفقیت در جامعه ثابت ،فرض  محدود و پیش،جامعه

  : فوق هندسی است با ،در نمونه
N) سالم(   3 6 9 , n 2 , k 6= + = = =  

  ( )

k N K 6 3 6!
x n x 2 0 15 52!4!P X 2

9!N 9 36 12
7!2!n 2

−      
       −      = = = = = =

   
   
   

  

  نوپواستوزیع 
  .  درست است4گزینه   .30

: «توزیع :یادآوري X با پارامتر پواسون،» یا مکانتعداد اتفاقات در واحد زمان λو ) توسطم( امید ، در توزیع پواسون. است
)  :، یعنیبرابر است پارامتر توزیعبا واریانس توزیع  ) ( )E X , Var X= λ = λ  

)متوسط تعداد مشتري   )λ  زمان  
60 دقیقه1  3 3   ثانیه= 80 4

60
×

⇒ λ = =  
   ثانیه80  ?
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4λیعنی به طور متوسط   :کند؛ در نتیجه  ثانیه به فروشگاه مراجعه می80  مشتري در=

( ) ( ) ( ) ( )
1 x

x 0

e) P X 2 1 P X 2 1 P X 0 P X 1 1
x!

−λ

=

λ
= ≥ = − < = − = − = = − Pمشتري 2حداقل∑ ( 

4e 0.0184 4 41 e 4e 1 5e 0.91
− =− − −= − − = −  

, 4λ X ثانیه80تعداد مشتري در= : 









  

  .  درست است2گزینه   .31
: «توزیع :یادآوري Xبا پارامتر پواسون،» یا مکان تعداد اتفاقات در واحد زمان λو ) توسطم( امید ، در توزیع پواسون. است

)  :، یعنیبرابر است پارامتر توزیعبا واریانس توزیع  ) ( )E X , Var X= λ = λ  
)دمتوسط تعداد افرا   )λ  زمان  

60 دقیقه1  10 10   ثانیه= 30 5
60
×

⇒ λ = =  
   ثانیه30  ?

5λیعنی به طور متوسط   :گیرند؛ درنتیجه  ثانیه با مرکز تماس می30 نفر در=

( ) ( )
x 5 4

x 4
5

e e 5 0.007 625P X x P X 4 0.182
x! 4! 24

−λ −
=

λ =
λ ×

= = → = = = =  

, 5λ Xگیرند  با مرکز تماس می ثانیه30 درافرادي کهتعداد = : 







  

 .  درست است3گزینه   .32

: «توزیع :یادآوري Xبا پارامتر پواسون،» یا مکان تعداد اتفاقات در واحد زمان λو ) توسطم( امید ، در توزیع پواسون. است
)  :، یعنیبرابر است پارامتر توزیعبا واریانس توزیع  ) ( )E X , Var X= λ = λ  

)متوسط تعداد تصادفات   )λ  زمان  

24 روز1  12 12   ساعت= 6 3
24
×

⇒ λ = =  
   ساعت6  ?

3λعنی به طور متوسطی   :افتد؛ درنتیجه  ساعت اتفاق می6 تصادف در=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 13 3x 1 x
3 3 3

x 0

e 3 e 3eP X 1 P X 0 P X 1 e 3e 4e
x! 0! 1!

− −= −λ
− − −

=

λ
≤ = = + = = = + = + =∑  

, 3λ X ساعت6تصادفات درتعداد = : 







  

 .  درست است4گزینه   .33

: «توزیع :یادآوري Xبا پارامتر پواسون،» یا مکان تعداد اتفاقات در واحد زمان λو ) توسطم( امید ، در توزیع پواسون. است
)  :، یعنیبرابر است پارامتر توزیعبا واریانس توزیع  ) ( )E X , Var X= λ = λ  

)متوسط تعداد افراد   )λ  زمان  

1   دقیقه2  1 5 5
2 2
×

⇒ λ = =  
   دقیقه5  ?
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5یعنی به طور متوسط
2

λ   :شود؛ درنتیجه  دقیقه وارد کتابخانه می5 نفر در =

( ) ( )

5 0
2 5x

2

5e
e 2P X 1 1 P X 0 1 1 1 e

x! 0!

−
−λ −

 
 λ  ≥ = − = = − = − = −  

5,
2

λ Xه دقیق5تعداد افراد وارد شده در= : 









  

  .  درست است1گزینه   .34
: «توزیع :یادآوري Xبا پارامتر پواسون،» یا مکان تعداد اتفاقات در واحد زمان λو ) توسطم( امید ، در توزیع پواسون. است

)  :، یعنیبرابر است پارامتر توزیعبا واریانس توزیع  ) ( )E X , Var X= λ = λ  
)متوسط تعداد مشتري   )λ  زمان  

1   دقیقه30  1 5 1
30 6
×

⇒ λ = =  
   دقیقه5  ?

1یعنی به طور متوسط
6

λ   :شود؛ درنتیجه  دقیقه وارد فروشگاه می5شتري در م=

( ) ( ) ( )

1 0
6 1

6

1e
6P X 1 1 P X 1 1 P X 0 1 1 e

0!

−

−
 
 
 ≥ = − < = − = = − = −  

1,
6

λ X دقیقه5تعداد مشتري در= : 









  

 .  درست است1زینه گ  .35
: «توزیع :ريیادآو Xبا پارامتر پواسون،» یا مکان تعداد اتفاقات در واحد زمان λو ) توسطم( امید ، در توزیع پواسون. است

)  :، یعنیبرابر است پارامتر توزیعبا واریانس توزیع  ) ( )E X , Var X= λ = λ  
)متوسط تعداد اتومبیل   )λ  زمان  

60 دقیقه1  8 8   ثانیه= 30 4
60
×

⇒ λ = =  
   ثانیه30  ?

4λیعنی به طور متوسط   :کند؛ درنتیجه  ثانیه عبور می30 اتومبیل در=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 x

x 0

eP X 3 1 P X 3 1 P X 0 P X 1 P X 2 1
x!

−λ

=

λ
≥ = − < = − = − = − = = − ∑  

( )
4 0 4 1 4 2

4e 4 e 4 e 41 1 e 1 4 8 1 13 0.018 0.766
0! 1! 2!

− − −
−= − − − = − + + = − × =  

, 4λ X ثانیه30تعداد اتومبیل در= : 











  

  .  درست است4گزینه   .36
: «توزیع :یادآوري Xبا پارامتر پواسون،» یا مکان تعداد اتفاقات در واحد زمان λو ) توسطم( امید ، در توزیع پواسون. است

)  :، یعنیبرابر است پارامتر توزیعبا واریانس توزیع  ) ( )E X , Var X= λ = λ  

( ) ( )
x 1 3 1

x 3
1

e e 1 eP X x P X 3
x! 3! 3!

−λ − −
=

λ =
λ

= = → = = =  
, 1λ Xهاي فاسد در یک شانه تعداد تخم مرغ= : 
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  .  درست است3گزینه   .37
: «توزیع :یادآوري Xبا پارامتر پواسون،» یا مکان تعداد اتفاقات در واحد زمان λو ) توسطم( امید ، در توزیع پواسون. است

)  :، یعنیبرابر است پارامتر توزیعبا واریانس توزیع  ) ( )E X , Var X= λ = λ  
  متوسط تعداد سؤال  

)شده پاسخ داده )λ  زمان  

2   ثانیه60  2 30 1
60
×

⇒ λ = =  
   ثانیه30  ?

1λیعنی به طور متوسط   :شود؛ درنتیجه  ثانیه پاسخ داده می30 سؤال در=

( ) ( )
x 1 2 1

x 2
1

e e 1 e 1P X x P X 2
x! 2! 2 2e

−λ − −
=

λ =
λ

= = → = = = =  
, 1λ X ثانیه30شده در تعداد سؤال پاسخ داده= : 







  

  پواسوناي به  دوجملهتوزیع تقریب 
 .  درست است1گزینه   .38
npλ پواسونارامتر توزیع ، پپواسوناي به  دانیم که در تقریب توزیع دوجمله می   .است =

np 4000 0.0015 6

n 4000, p 0.0015

λ = = × =


= =
  

nدقت کنید که چون  np و <100   . مناسب استپواسون است تقریب >10
  .  درست است1گزینه   .39

125pثابت است) معیوب بودن(احتمال موفقیت 
100000

 = 
 
 اي است با  بنابراین توزیع مقدار موفقیت در نمونه دوجمله،

p 0.00125 , n 1600= =.  
nاي هرگاه در توزیع دوجمله :یادآوري np و≤100 npλ با پارامترپواسون باشد تقریب >10  .است مناسب =
  : این سؤالحال در

  n 1600 100= 125np و≤ 1600 2 10
100000

= × = <  
np با پارامترپواسونبنابراین از تقریب  2λ =   :کنیم می استفاده =

  ( ) ( )
2x 2 4

e 0.1352e e 2 16P X x P X 4 e 0.09
x! 4! 24

−−λ −
=−λ

= = → = = =  

  یکنواخت پیوستهتوزیع 
 .  درست است1گزینه   .40

 : راه حل اول
 داراي توزیع یکنواخت Xدر این سؤال یکنواخت پیوسته است، بنابراین، Xیک عدد باشد، توزیع ،هرگاه تابع چگالی پیوسته

a با استپیوسته 1 , b 5= =.  

  ( ) 1 1 1f x ; 1 x 5
b a 5 1 4

= = = < <
− −
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  ( ) ( ) ( )
X

2 2
2 b a 5 1a b 1 5 16 4 2E X 3 ,

2 2 12 12 12 3 3
− −+ +

= = = σ = = = = → σ =  

  

2
3 2: CV 100 100 100

3 3 3
σ

= × = × = ×
µ

  ضریب تغییرات

  .دست آوردن آن هم ساده بود  اما به استاگرچه مقدار واریانس در صورت مسئله داده شده
  :راه حل دوم
  :کنیم محاسبه میاً از رابطه زیر  مستقیمراامید ریاضی 

  ( ) ( ) ( )
55 5 2

1 1 1

1 1 1 24E X xf x dx x. dx x 25 1 3
4 8 8 8

 = = = = − = =  ∫ ∫  

 .  درست است1گزینه   .41
)راي توزیع یکنواخت در فاصله داXهرگاه :یادآوري ),α βباشد : 

  ( ) 1f x ; x= α < < β
β − α

  

  ( ) ( ) ( )
3 3

2 2 32E X
1 1 1x .f x dx x . dx x

3 3

ββ β

α α α
=

β − α = = = β − α β − α β − α ∫ ∫  

)توانید با استفاده از مقادیر البته می ) ( ) ( )
2

V ar X , E X
12 2

β − α α + β
= ) نیز= )2E X  اما درگیر روابط را محاسبه کنید

)  . و دیرتر به جواب خواهد رسیددشوی میریاضی  ) ( ) ( )( )22E X V ar X E X= +  

 .  درست است2گزینه   .42
 :راه حل اول

 داراي توزیع یکنواخت Xدر این سؤالبنابراین، . یکنواخت پیوسته است Xهرگاه تابع چگالی پیوسته یک عدد باشد، توزیع
aاپیوسته ب 1 , b 4= =.  

  ( ) 1 1 1f x ; 1 x 4
b a 4 1 3

= = = < <
− −

  

  ( ) ( )
X

2 2
2 b a 4 1 9 3 0.75

12 12 12 4
− −

σ = = = = =  
  :راه حل دوم

  :کنیم را مستقیماً از رابطه زیر محاسبه میواریانس 

  ( ) ( )( )X

22 4 44 422 2 2 3 2
1 1 11

1 1 1 1E X E X x . dx x . dx x x
3 3 9 6

      σ = − = − = −           ∫ ∫  

  ( ) ( )
21 1 364 1 16 1

9 6 4
   = − − − =   
   

 

  .  درست است1گزینه   .43

) داراي توزیع یکنواخت در فاصلهXاگر :یادآوري )a , bباشد داریم :  ( ) ( )2b a
V ar X

12
−

= 
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) داراي توزیع یکنواخت در فاصلهXدر این سؤال   : بنابراین، است−2,5(

  ( ) ( ) ( )( )22 5 2b a 49V ar X 4.08
12 12 12

− −−
= = = =  

  نماییتوزیع 
 .  درست است3گزینه   .44

  : راه حل اول

1، تابع چگالی توزیع نمایی با تابعاین  ازآنجاکه
2

λ   : است=

  
( )

( )

xf x e
1 1E X 2

1
2

−λ = λ

 = = =
 λ


  

   :راه حل دوم
  :کنیم  محاسبه میگیري جزء به جزء  انتگرالی را مستقیماً از رابطه زیر و به روشریاضامید 

  ( ) ( )
x x x
2 2 2

0 0
0

1E X x f x dx x. e dx x e 2e 2
2

∞
− − −∞ ∞     

    = = = − − =
    
     

∫ ∫  

u  :گیري به روش جزء به جزء انتگرال :یادآوري dv u v vdu⋅ = ⋅ −∫ ∫  
  :در این سؤال

  
x x
2 21u x , du e du dx , v e

2
− −

= = → = = −  
x برايامید ریاضیدانیم که راه دیگر محاسبه  می :توجه   :برابر است با <0

  ( ) ( )
0

E X 1 F x dx
∞

= −  ∫  

  :ن سؤال داریم ای دربنابراین

  

( )

( ) ( )

1 1 1x x x
2 2 2

0 0
0

x1 1 1x x x x x
2 2 2

0 0
0

E X 1 1 e dx e dx 2e 2

1F x f x dx e dx e 1 e
2

∞
∞ ∞− − −

− − −

          = − − = = − =          

  
  = = = − = −
  

 

∫ ∫

∫ ∫
  

  :گیرد که  مورد استفاده قرار میزمانیاین روش 
)ـ تابع توزیع تجمعی1 )( )F x خواسته شود را  ریاضی و امیدداده شود.  
  .گیري به روش جزء به جزء استفاده کنیم ـ نخواهیم از انتگرال2
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 . درست است2گزینه   .45

)تابع چگالی احتمال توزیع نمایی به صورت :ولراه حل ا ) xf x e ; x 0−λ= λ 1λ است که به ازاي< برابر با  =
( ) xf x e ; x 0−=   :داریم ،λ در توزیع نمایی با پارامترشود؛ می <

  ( ) ( )11E X E X 1λ== → =
λ

  

  ( ) ( )1
2

1V ar X V ar X 1λ== → =
λ

  

1λ نمایی با پارامتر،شده که تشخیص ندهیم تابع چگالی داده درصورتی :راه حل دوم ، باید واریانس را مستقیماً از رابطه  است=
  :گیري جزء به جزء محاسبه کنیم زیر و به روش انتگرال

   ( ) ( ) ( )( ) ( )2 22V ar X E X E X 2 1 1= − = − =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 x 2 x x x
00

E X x f x dx x e dx x e 2x e 2 e 2
∞ ∞− − − − = = = − − + − =  ∫ ∫  

  ( ) ( ) ( ) ( )x x x
00

E X xf x dx xe dx x e 1 e 1
∞ ∞− − − = = = − − × =  ∫ ∫  

  نرمالتوزیع 
 .  درست است3گزینه   .46

همچنین . توان آن را نرمال در نظر گرفت  و میاست درنتیجه توزیع جامعه متقارن ،نگار فراوانی مطلق، متقارن است نمودار بافت
2µهها در فاصل  داده0.95دانیم که در توزیع نرمال می ± σبنابراین، قرار دارند :  

  ( )P 2 0.95µ ± σ =  

  

( )
i

22
i i2 2

2 7 2 1.5 7 3 4,10

x 840 7
N 120

x x 6150 7 51.25 49 2.25 1.5
N N 120

µ ± σ = ± × = ± =



µ = = =

    σ = − = − = − = → σ =  

 

∑

∑ ∑
  

 .  درست است4گزینه   .47

  

( )2X ~ N 15.21 , 9µ = σ =  
( )0.63Q a P X a 0.63= → ≤ = →  

  ( ) ( ) X a 15.21 a 15.211 P X a 0.63 P 0.63 P Z 0.63
3 3

− µ − −   ≤ = → < = → < =   σ   
  

  ( ) ( ) ( )2 P Z 0.33 0.37 P Z 0.33 1 0.37 0.63< − = → > − = − =  
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)آنکه به حال با توجه ) ( )P Z A P Z B A B< = > → =   : داریم است،−

  ( ) ( )a 15.211,2 0.33 a 16.2
3

−
= − − → = 

  .  درست است1گزینه   .48
  ( )2 2: X N 75 , 10µ = σ =کنندگان امتیاز شرکت  

  ( ) ( )X 85 75 10P X 85 P P Z P Z 1 0.16 %16
10 10

− µ −   > = > = > = > = =   σ   
  

  :یادآوري

  
  

( ) ( )P Z 1 P Z 1 0.16< − = > =  

  .  درست است4گزینه   .49
  :یادآوري

4 یا اوج در توزیع نرمال برابرشاخص کشیدگی -1 3α   .  است=
  :به صورت زیر است در توزیع نرمال فاصله دو انحراف معیار از میانگین -2

  
4در این سؤال که شاخص کشیدگی توزیع جامعه 2α   .)tتوزیعمانند  (استتر   است، منحنی توزیع جامعه از توزیع نرمال کوتاه=

  
<2شود که در دو انتهاي منحنی  میمشخصبا توجه شکل  µ + σ2و< µ − σ نسبت به توزیع نرمال بیشتر بوده ) فضا( مساحت

 .بین دو انحراف، در این توزیع از توزیع نرمال کمتر است) فضاي(و درنتیجه مساحت 
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 .  درست است4گزینه   .50

( )2X ~ N 17.2 , 16µ = σ =  

 0.56Q:پنجاه و ششمین صدك

  

( )P X a 0.56≤ = →  

  ( ) ( ) X a 17.21 P X a 0.56 P 0.56
4

− µ − ≤ = → ≤ = σ 
  

  

( ) ( ) ( )2 P Z 0.15 0.44 P Z 0.15 1 0.44 0.56< − = → > − = − =  

)آنکهبا توجه به  ) ( )P Z A P Z B A B< = > → =   : است، داریم−

  ( ) ( ) ( )a 17.21 , 2 0.15 a 17.8
4

−
= − − → =  

 .  درست است2گزینه   .51

  ( )2X ~ N 47 , 64µ = σ =  
  : Y X 5=   متغیر جدید+

)درصد   ) ( ) ( ) ( )XP Y 52 P X 5 52 P X 47 P X 0.5 50> = + > = > = >µ = =  
  :یادآوري

  

  
 .  درست است1گزینه   .52

  ( )2 2X ~ N 14.5 , 1.5µ = σ =  

  ( ) ( )14.5 14.5 X 17 14.5P 14.5 X 17 P P 0 Z 1.66 0.452
1.5 1.5
− − µ − < < = < < = < < = σ 
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( )P Z 1.66 0.048< − =  
( ) ( )P 1.66 Z 0 P 0 Z 1.66 0.5 0.048 0.452− < < = < < = − =  

  .  درست است4گزینه   .53
  ( )2 2X ~ N ? , 5µ = σ =  

  ( ) X 9.8 9.81) P X 9.8 P P Z 0.67
5 5

− µ − µ − µ   ≥ = ≥ = ≥ =   σ   
  

  ( ) ( )2) P Z 0.44 0.33 P Z 0.44 0.67< − = → > − =  
)آنکهحال با توجه به  ) ( )P Z A P Z B A B> = > →   : داریم است،=

  ( ) ( ) 9.81 , 2 0.44 9.8 2.2 12
5
− µ

= = − → µ = + = 

  .  درست است2گزینه   .54
  ( )2X ~ N 25, ?µ = σ =  

  ( ) X 16 25 91) P X 16 P P Z 0.9332− µ − −   ≥ = ≥ = ≥ =   σ σ σ   
  

  ( ) ( )2) P Z 1.5 0.0668 P Z 1.5 1 0.0668 0.9332≤ − = → ≥ − = − =  
) آنکهحال با توجه به ) ( )P Z A P Z B A B> = > →   :داریماست،  =

  ( ) ( ) 91 , 2 1.5 6−
= − → σ =

σ
  

  .  درست است2گزینه   .55
  ( )2X N 10 , 16µ = σ =  

  ( ) ( ) X a 10 a 101 P X a 0.159 0.16 P 0.16 P Z 0.16
416

 − µ − − > = → > = → >   σ   
   

  :یادآوري

  

( ) ( ) ( )2 P Z 1 P Z 1 0.16> = < − =  

)حال با توجه به نکته ) ( )P Z a P Z b a b> = > →   .داریم=

  ( ) ( ) a 101 , 2 1 a 10 4 14
4
−

→ = → = + =  
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  .  درست است1گزینه   .56
  ( ) ( )2 2X N 2 , 1 , Y N 5 , 4µ = σ = µ = σ =   

  2Y XW
3
+

=  

  .هر ترکیب خطی از توزیع نرمال، باز هم نرمال است :یادآوري
  : برابر است با نرمال بوده و امید و واریانس آن Wبنابراین توزیع

  ( ) ( ) ( )2E Y E X2Y X 2 5 2 12E W E 4
3 3 3 3

++ × + = = = = = 
 

  

  ( ) ( ) ( )2

2
2 V ar Y V ar X2Y X 4 4 1 17V ar W V ar

3 9 93

++ × + = = = = 
 

  

  2 17W N 4 ,
9

 µ = σ = 
 

  

اگرچه در این سؤال نیز . گیریم ها را مستقل در نظر می  آن است، در صورت سؤال صحبتی نشدهY وX چون از همبستگی:توجه
 صفر شده و در Y وX جزء کواریانسW بنابراین در محاسبه واریانسترم مستقل است، ترم از پایان واضح است که نمره میان

  . ته نشده استمحاسبه نوش
) مستقل یا وابسته         Y وX  :یادآوري ) ( ) ( )E aX bY aE X bE Y+ = +  

  ( ) ( ) ( ) ( )
0

2 2Var aX bY a V ar X b V ar Y 2abCov X, Y+ = + +


  







  

     در شرایط استقلال  

  اي به نرمال دوجملهتوزیع تقریب 
  . ت است درس2گزینه   .57

)ثابت است) خرید کردن(احتمال موفقیت  )p   است بااي دوجمله بنابراین توزیع تعداد موفقیت در نمونه ،=0.8
n 100 , p 0.8 , q 0.2= = =.  

)اي دوجملههرگاه در توزیع  :یادآوري )nq ,np 2د، تقریب آن به نرمال با باش<5 npq , npσ = µ   .است مناسب =
npال نیزؤدر این س 100 0.8 80 5 , nq 100 0.2 20 5= × = > = × =   :  بااست است بنابراین تقریب آن به نرمال مناسب <

  2

np 100 0.8 80

npq 100 0.8 0.2 16

µ = = × =


σ = = × × =
  

  ( ) ( )X np 84 80P X 84 P P Z 1 0.16 %16
npq 16

 − −
≥ = ≥ = ≥ = =  

 
  

  :یادآوري

  

( ) ( )P Z 1 P Z 1 0.16≤ − = ≥ =  
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  )اسکور کاي، کاي دو، مربع خی(کاي ـ دو توزیع 
  .  درست است4زینه گ  .58

) با درجه آزادي2χ داراي توزیعX متغیر تصادفیاگر :یادآوري )nباشد  :  

  ( )
( )

( )
2

n
E X n

X
V ar X 2n

 =χ →  =
  

n با درجه آزادي2χ توزیع که دارايXبنابراین براي محاسبه ضریب تغییرات   :است، داریم=25

  X
X

X

2n 2 25 5 2 2CV 0.2 2 %20 2
n 25 25 5

σ ×
= = = = = = =

µ
  

  فیشرتوزیع 
 .  درست است1گزینه   .59

)در توزیع فیشر :یادآوري )F1 باn2 وnرابطه زیر برقرار استجه آزادي در ،:  

  
1 2

2 1

, n , n
1 ,n ,n

1F
Fα

−α
=  

  :بنابراین در این سؤال داریم

  0.9,8,4
0.1,4,8

1 1F 0.357
F 2.8

= = =  

  



 

  



 

  
  
  

  اي دوجملهتوزیع 
  بالا قرار گیرد، کدام است؟ 6واریانس دفعاتی که عدد. ریزیم  بار می144تاسی را . 1

1 (20  2( 20  3( 40  4 (400  

   باشند؟ 3انتظار دارید چند بار هر دو عدد روشده مضرب. کنیم  بار پرتاب می18یک جفت تاس سالم را . 2
1( 2  2( 3  3( 5  4 (4  

 مطلوب است  تعداد یک روي ظاهرشده از سکه باشد،X اگر متغیر تصادفی.شود  بار پرتاب می20سکه سالمی . 3
 .Xامید ریاضی و واریانس

1 (15 , 15  2 (20 , 5  3 (10 , 5  4 (10 , 5  

)اگر . 4 )

4
x

P X x
16

 
 
 = }، تابع احتمال بر روي مجموعه= }0,1, 2,3,   کدام است؟X باشد، واریانس4

1( 1.75 2( 1.5 3( 1.25 4 (1  

  کدام است؟) احتمال موفقیت (p باشد، مقدار10 و واریانس برابر30اي اگر میانگین برابر در یک توزیع دوجمله . 5

1 (1
3

  2 (2
3

  3 (1
3

  4 (1
3

  

قلم از خریدهاي  4 احتمال اینکه با انتخاب تصادفی. است خریدها بوده10%میزان برگشت از خریدهاي شرکتی . 6
  هیچ یک برگشت نشده باشند، چقدر است؟ شرکت 

1(0.6561  2(0.36  3(0.0001  4 (0.09  

 4 چقدر احتمال دارد که از بین. است بوده0.8گان یک دانشکده برابرشد هالتحصیل شدن پذیرفت احتمال فارغ . 7
  التحصیل شوند؟  فارغنفر  3دانشجوي این دانشکده،

1( 0.4096  2( 0.384  3( 0.48  4 (0.6  

 خودآزمایی
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طور متوسط   به، را تعداد دفعات ظاهر شدن شیر در نظر بگیریمX اگر.کنیم ده سکه همتراز را با هم پرتاب می . 8
 انتظار داریم چند شیر ظاهر شود؟

1 (5  2 (10  3 (100  4 (1024  

20ها  و واریانس آن20ها این پرتاب بسکتبال باشد و میانگین 4 بازیکنهاي منجر به گل یک  تعداد پرتابXاگر . 9
3

 
  پرتاب گل شود، چقدر است؟1 پرتاب حداقل5گاه احتمال اینکه در باشد، آن

1(1
243

  2 (80
243

  3(239
243

  4 (242
243

  

 اي چندجملهتوزیع 

 عدد از این 5اگر. اند  درصد نامرغوب10 درصد متوسط و40 درصد کالاها مرغوب،50،تولیدي در یک کارگاه تک . 10
  اند؟   عدد متوسط و یک عدد نامرغوب2، عدد مرغوب2تصادف برداشته شود، با کدام احتمال کالاها به

1( 0.12  2( 0.15  3( 0.16  4 (0.24  

 با انتخاب است، از نوع ج 20%از نوع ب و 30%ها از نوع الف،  آن50%از انباري با تعداد زیادي کالا که . 11
  یک عدد برداشته شده باشد؟  چقدر احتمال دارد که از هر نوع  کالا،3تصادفی

1(0.03  2(0.18  3(0.06  4 (0.09  

  اي منفی دوجملهتوزیع 
 0.3سوي آن شلیک شود و فرض کنیم که احتمال اصابت هر راکت به هدف اگر تا انهدام کامل یک هدف، به . 12

 هدف کاملاً نابود ،کتاحتمال اینکه با شلیک پنجمین را.  اصابت دو راکت لازم است،است، براي انهدام کامل هدف
  است؟ چقدرشود، 

1 (0.6225  2 (0.1235  3 (0.2425  4 (0.4245  

نجمین پنالتی او سومین هایش را وارد دروازه کند، چقدر احتمال دارد که پ  پنالتی80%اگر فوتبالیستی . 13
 موفقیتش باشد؟ 

1( 0.2048  2( 0.1536  3( 0.1229  4 (0.0819  
  هندسیتوزیع 

 ریختن تاس، براي احتمال آنکه در سومین نوبت. ریزیم تا بالاخره عدد یک بالا قرار گیرد قدر می تاسی را آن . 14
 اولین دفعه عدد یک بالا قرار گیرد، کدام است؟ 

1(1
216

  2(1
36

  3(1
6

  4 (25
216

  

که باید منتظر باشیم تا عدد واریانس تعداد دفعاتی . ریزیم تا سرانجام عدد شش ظاهر شود قدر می تاسی را آن . 15
  است؟ چقدرشش ظاهر شود، 

1 (6
5

  2(25
6

  3 (6  4 (30  
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 فوق هندسیتوزیع 

. شوند تصادف انتخاب می  نفر به5ها تحصیلات دانشگاهی دارند،  نفر آن7 شرکتی کهان کارمند از نفر10از بین . 16
   است؟چقدر X تعداد افرادي باشد که تحصیلات دانشگاهی دارند، واریانسXاگر
1( 0.81 2( 0.94 3( 0.58 4 (1.05  

 احتمال .کنیم تصادف انتخاب می  سه تخم مرغ را به،اند مرغ که سه عدد آن شکسته و بقیه سالم از دوازده تخم . 17
  است؟ چقدرآنکه هر سه سالم باشند، 

1 (3
4

  2 (3
12

  3(23
45

  4 (21
55

  

  پواسونتوزیع 
احتمال .  سرکشی در روز است3هاي اضطراري به یک خط تولید داراي توزیع پواسون با متوسط تعداد سرکشی . 18

 اي صورت نگرفته باشد، چقدر است؟ یاینکه در یک روز هیچ سرکش

1 (3e −  2 (33e −  3 (32e −  4 (31 e
3

−  

بنزینی مراجعه   به پمپ اتومبیل براي زدن بنزین بدون سرب2طور متوسط با توزیع پواسون در هر دقیقه به . 19
  اتومبیل مراجعه کند، چقدر است؟2،احتمال اینکه در پنج دقیقه. کنند می

1 (1050 e −  2 (52e −  3 (44e −  4 (1010e −  
 کدام است؟) از راست به چپ( توزیع پواسون به ترتیب میانگین و واریانس . 20

1 (,λ λ  2 (,λ λ  3 (2
1 , λ

λ
  4 (2

1 1,
λλ

 

با .  مشتري در هر دقیقه است2کنند داراي توزیع پواسون با میانگین تعداد مشتریانی که به بانک مراجعه می . 21
)کنند؟  مشتري مراجعه می4 دقیقه اول کمتر از1.5کدام احتمال در )3e 0.05− = 

1( 0.325  2( 0.425  3( 0.55  4 (0.65  
  ؟ برابر استهاي زیر مقدار انحراف معیار همواره با جذر مقدار میانگین یک از توزیع در کدام . 22

  نوتوزیع پواس) 4  توزیع نمایی) 3  اي توزیع دوجمله) 2  توزیع نرمال) 1
 غلط 2 صفحه10احتمال اینکه در. کند  لغت را غلط تایپ می1ه، صفح5طور متوسط در هر یک تایپیست به . 23

  باشد، چقدر است؟داشته تایپی 
1(2e −  2 (21 e

2
−  3 (22e −  4 (24e −  

 اي به پواسون دوجملهتوزیع تقریب 

 را دارو این  بیمار500اگر. است 0.002احتمال بروز عوارض جانبی در مقابل مصرف نوعی دارو در یک بیمار . 24
   است؟ چقدر نفرشان دچار عوارض جانبی شوند، 2، احتمال آنکه فقطمصرف کرده باشند

1 (1
2e

  2 (2
2

e
  3 (2

e
  4 (2

1
e
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1معمولاً . 25
100

 نفر به 3 مسافر یک پرواز200 آنکه ازاحتمال. رسند  مسافران هواپیماها به موقع به پرواز نمی
)موقع نرسند، کدام است؟ )e 2.7=  

1 (0.000001  2( 0.01  3 (0.1 4 (0.18  

  یکنواخت پیوستهتوزیع 
  چقدر است؟ زیر با تابع چگالیXمیانگین متغیر تصادفی . 26

11 x
2

− < <  

  صورت در غير اين
( )

2 ;
f x 3

0 ;


= 


  

  

1 (3
4

  2 (1
4

  3 (3
4

−  4 (1
4

−  

  در سؤال قبل چقدر است؟Xواریانس متغیر تصادفی . 27

1 (1
16

  2 (3
16

  3 (9
4

  4 (4
9

  

13α قلم کالا باشد که وزن هر قلم کالا داراي توزیع یکنواخت با پارامترهاي10ل ازاي متشک اگر محموله . 28  و =
25β   است؟درست در مورد محموله زیرهاي  یک از عبارت ، کداماست تن =

1 (2 190σ = ،120µ 2) 2   و توزیع یکنواخت= 190σ = ،120µ    و توزیع نرمال=
3 (2 120σ = ،190µ 2) 4   و توزیع نرمال= 120σ = ،190µ    و توزیع نامشخص=

  نماییتوزیع 
3λ با توزیع نمایی با پارامترXمتغیر تصادفی . 29  است؟چقدر Xواریانس متغیر تصادفی.  مفروض است=

1( 3  2( 9  3 (1
3

  4 (1
9

  

امید ریاضی تعداد افرادي که در . کند  دقیقه یک مشتري به بانکی مراجعه می5طور متوسط با توزیع نمایی هر به . 30
 ؟چقدر استکنند  هر دقیقه مراجعه می

1( 5  2 (1
5

  3( 12  4 (1
12

  

  است؟چقدر ،کنند  دقیقه مراجعه می5در سؤال قبل، واریانس تعداد افرادي که در هر . 31

1 (1
5

  2 (1  3 (1
25

  4 (5 

  برقرار است؟ یک از روابط زیر کدام.  یک متغیر تصادفی از نوع نمایی باشدTفرض کنید . 32
1 (( ) ( )P T a b | T a P T b> + < = >  2 (( ) ( )P T a b | T b P T a> + > = >  
3 (( ) ( )P T a b | T b P T b> + > = >  4 (( ) ( )P T a b | T a P T a> + > = >  
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 نرمال توزیع 

در .  ثانیه است40دقیقه با انحراف معیار 2طور متوسط زمان لازم براي انجام کارهاي بانکی یک مشتري به . 33
)حداقل این زمان چند ثانیه است؟. اند درصد از مشتریان بیشترین زمان را گرفته 5،توزیع نرمال )1.65

0S 0.45= 

1( 186  2( 176  3( 172  4 (152  

این داوطلبان  از  است، چند درصد4 انحراف معیار و66نمرات آزمون داوطلبان یک توزیع نرمال با میانگین . 34

)نمراتی بین )60 ,  دارند؟72
211.5 z

21 e dz 0.0668
2

−

−∞

 
 =
 π 
∫   

1( 43.34 2( 46.66 3( 86.64 4 (93.32  

 16 و واریانس14با فرض اینکه نمرات درس ریاضی دانشجویان یک دانشگاه داراي توزیع نرمال با میانگین . 35
   کسب کند، چقدر است؟10اي کمتر از باشد، احتمال اینکه یک دانشجو نمره

1( 0.32  2( 0.68  3( 0.50  4 (0.16  

کنندگان بتوانند قبول  رکت ش10%اگر.  است20 و انحراف معیار نمرات60 میانگین نمراتسراسريدر آزمون  . 36
1.28است؟شوند، حداقل نمره قبولی چقدر 

0.9
− ∞

 
= 

 ∫  

1 (75.6  2 (85  3 (75  4 (85.6  

100µدر یک بررسی از یک توزیع نرمال . 37 15σ و=  یا بالاتر 130چه نسبتی از این افراد.  مشاهده شده است=
) هستند؟130از )2

z z2
f z d 0.9544

+

−
 = 
 ∫  

1 (0.0228  2 (0.0456  3 (0.0912  4 (0.4772  

 زیریک از موارد  بندي شده، از کدام هاي طبقه براي رسم نمودار احتمال در صفحه احتمال نرمال براي داده . 38
 شود؟ استفاده می

  محور افقی حدود طبقات، محور عمودي فراوانی نسبی) 1
  تمحور افقی فراوانی نسبی، محور عمودي حدود طبقا) 2
  محور افقی حدود بالاي طبقات، محور عمودي فراوانی تجمعی یا نسبی) 3
  محور افقی حدود بالاي طبقات، محور عمودي فراوانی نسبی تجمعی) 4

  نرمال استانداردتوزیع 
 است، −1 و 1ها به ترتیب   شده آن و نمرات استاندارد12 و 18نمرات احمد و محمود در درس ریاضی  . 39

 ؟ استمعیار نمرات ریاضی کل دانشجویان به ترتیب کدام میانگین و انحراف
1 (2 , 15  2 (3 , 15  3 (2 , 16  4 (3 , 16  

  اي به نرمال تقریب توزیع دوجمله
 حالت دقت تخمین احتمال با تبدیل به توزیع نرمال  اي باشند، در کدام  پارامترهاي توزیع دوجملهp وnاگر . 40

  بیشتر است؟ 
1 (n 20 , p 0.4= =  2 (n 20 , p 0.45= =  3 (n 30 , p 0.25= =  4 (n 5 , p 0.6= =  
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  تقریب توزیع پواسون به نرمال
36λتوزیع پواسونی با . 41   پارامترهاي تقریب نرمال آن کدام است؟.نظر بگیرید  را در=

1 (36, 36σ = µ =  2 (36, 6σ = µ =  3 (6, 36σ = µ = 4 (6, 6σ = µ =  

  )اسکور کاي، کاي دو، مربع خی(کاي ـ دو، توزیع 
2Yگاه  باشد، آن1 داراي توزیع نرمال با میانگین صفر و واریانسXاگر . 42 X=داراي توزیع : 

  . با یک درجه آزادي است2χ) 2    .تنرمال اس) 1

3(t2) 4    . با یک درجه آزادي استχ 1 با
2

  . درجه آزادي است

 ین و واریانس آن از چپ به راست کدام است؟میانگ.  است5درجه آزادي یک توزیع کاي ـ مربع . 43
1 (5 , 5  2 (10 , 5  3 (10 , 10  4 (5 , 10  

  فیشرتوزیع 

)اندارد مستقل باشند، توزیع متغیر تصادفی داراي توزیع نرمال است 2Xو 1Xاگر . 44 )
( )

2
1 2

2
1 2

X X
Y

X X

+
=

−
کدام  

  است؟
   مربع کاي با دو درجه آزادي) 2  مربع کاي با یک درجه آزادي )1
   با یک درجه آزادي tتوزیع) 4   با یک و یک درجه آزاديFتوزیع )3
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  مقدمه
 به صورتها به دلایلی  هاي جامعه هستند اما دسترسی به این شاخص در بسیاري از موارد پژوهشگران به دنبال تعیین شاخص

 کنند؛ نمونه اي از آن اکتفا می نظر کرده، به نمونه  از سرشماري جامعه صرفرو ، ازاینپذیر نیست مستقیم از طریق سرشماري امکان
(Sample) ند ازا گیري عبارت دلایل نمونه. د باشآنهاي  کننده تمام ویژگی که بیاناست جامعه عناصر اد محدودي از تعد:  

  . آوري اطلاعات از نمونه، هزینه بسیار کمتري نسبت به سرشماري تمام عناصر جامعه دارد جمع:  هزینه-1

گیري سریع  شود، زمانی که اطلاعات براي تصمیم لیل میآوري و تح هاي کمتري جمع  داده، در نمونهازآنجاکه :روز بودن  به-2
  .دهد  میبه دستتر از سرشماري  مورد نیاز باشد، نمونه اغلب اطلاعاتی بهنگام

ها را کنترل کرد، نمونه اغلب  آوري داده  توان خطاهاي جمع که در یک کار تحقیقی کوچک بهتر میازآنجا : درستی و صحت-3
  .کند تر از آن فراهم می ي و یا حتی درستدرستی سرشمار اطلاعاتی به

ي که گاهی زمان تحقیق و دسترسی به تمام عناصر جامعه به به طور سرشماري کل جامعه به زمانی طولانی نیاز دارد : زمان-4
  .کند اي طولانی است که کاربرد آن را منتفی می اندازه

براي مثال، براي کنترل . انجام دادگیري  شود، باید نمونه  می وقتی آزمونی موجب خراب شدن یک کالا:کننده  آزمون تخریب-5
  .ها تهیه شود اي از لامپ هاي یک کارخانه باید نمونه لامپ

  گیري هاي نمونه روش
هاي جامعه داشته باشد، باید نماینده واقعی   و دقیقی از شاخصدرستبینی  شده از جامعه بتواند پیش براي آنکه نمونه انتخاب

  .تواند تخمین درستی از شاخص جامعه را نشان دهد  زیرا یک نمونه اریب به هیچ وجه نمیجامعه باشد
 و با در نظر گرفتن شرایط جامعه، کاهش داد تا به درستگیري مناسب و  هاي نمونه کار بردن روش توان با به اریبی نمونه را می

این امر به این علت است . هایی داراي پایایی خواهد بود مونههاي جامعه از چنین ن در این وضعیت، استنباط شاخص. نااریبی برسد
  .دهد و بر اساس شانس و احتمال است را تشکیل می) برآورد و آزمون(گیري تصادفی، پایه آمار استنباطی  که اصول نمونه

 فصل
  

5 اي و برآورد هاي نمونه وزیعت
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  گیري هاي نمونه انواع روش
قدرت آن روش بستگی به روشی دارد که براي انتخاب  است، مورد نظر روش آمار استنباطی کدامنظر از اینکه استفاده از  صرف
گیري نقش  گیري در انتخاب نوع نمونه  و هزینه تخصیص داده شده براي نمونهمورد نظردر عمل، میزان دقت . رود  میبه کارنمونه 
  : ازاند عبارتگیري  هاي نمونه انواع روش. اي دارد کننده تعیین

  گیري تصادفی ساده  نمونه-1
  )سیستماتیک(گیري تصادفی منظم   نمونه-2
  )اي طبقه(گیري تصادفی گروهی   نمونه-3
  اي گیري تصادفی خوشه  نمونه-4
  اي گیري تصادفی مرحله  نمونه-5

  .پردازیم ها می در ادامه به بررسی این روش

  (Simple Random Sampling)گیري تصادفی ساده   نمونه-1
در این حالت ). هم تراز هستند(اصر جامعه براي انتخاب شدن شانس مساوي دارند گیري تصادفی ساده، هر یک از عن در نمونه

اي  ههاي همان جامع هایی همانند ویژگی شوند و باید ویژگی شده از جامعه انتخاب می افراد یا اشیا به صورت تصادفی از لیست تهیه
نامیده  (Simple Random Sample) ه تصادفی سادهنموننمونه حاصل از این روش، .  داشته باشندشوند، که از آن انتخاب می

  .شود می
ü دقت کنید!  

  .است» نمونه تصادفی ساده«همان » نمونه تصادفی«و » نمونه«فرض، منظور از   پیشبه صورت

 )73 ـ اقتصاد(  اي است؟ یک نمونه تصادفی ساده چگونه نمونه مثال
  .شانس باشند هاي ممکن هم همه نمونهشانس مساوي در انتخاب شدن داشته باشند و  همه عناصر جامعه) 1
  .همه عناصر جامعه شانس مساوي داشته باشند که در نمونه انتخاب شوند) 2
  .شانس باشند هاي ممکن هم همه نمونه) 3
 .نماینده خوبی از کل جامعه آماري باشد) 4

 .  درست است2گزینه  :حل
  :شود گیري تصادفی ساده به دو روش انجام می نمونه

نقص،  کشی بی برداري است اما فراهم آوردن وسایل قرعه هاي معمول آن نوعی نمونه کشی با هر یک از روش  قرعه:کشی قرعه) 1
  . کار آسانی نیست،هاي بزرگ مخصوصاً در گروه

ترتیب استخراج و . اند دي سطر و ستون گردآوري شده در تعدا9تا 0در جدول اعداد تصادفی، ارقام: جدول اعداد تصادفی) 2
یکی از مشکلات این روش، . شود کشی و رایانه انجام می ها و وسایلی مانند قرعه  کاملاً تصادفی، با روشبه صورتتنظیم این اعداد 

  .ده است در بسیاري از موارد چنین کاري قبلاً انجام نشزیراتهیه و تدوین فهرست افراد جامعه آماري است، 

  (Systematic Random Sampling) ) سیستماتیک(گیري تصادفی منظم   نمونه-2
 1این روش براي حالتی که واحدهاي جامعه از. شود گیري تصادفی ساده به کار گرفته می در این روش، شکل تغییریافته نمونه

  :شود اند به صورت زیر انجام می شدهگذاري  ه  شمارNتا
 نفر که در جامعه است یک نمونه 25یعنی از هر.  نفره انتخاب کنیم500 نفره از یک لیست20فرض کنید بخواهیم یک نمونه

 سپس با جمع کردن ،کنیم  انتخاب می25 تا1 بینتصادف بهدفی عددي را با استفاده از فهرست اعداد تصا. انتخاب شود
این روش براي آن دسته از جوامع آماري که کد از پیش تعیین . آیند  میبه دستهاي بعدي  شده نمونه  با عدد انتخاب25متوالی
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این خاصیت از یک سو . شوند  بقیه اعضا نیز مشخص می،با مشخص شدن اولین عضو. و مرتبی دارند، کاربرد فراوان داردشده 
گیرد، عیب  مزیت است زیرا اولاً انجام آن آسان است و ثانیاً پرهزینه نیست، اما از سوي دیگر چون شانس را از بقیه اعضا می

گیري انتخاب نمونه به طور یکنواخت  هاي این نمونه یکی از ویژگی). شماره دانشجویی  ومانند شماره کارمندي(ود ش محسوب می
  .هاي مختلف است در گروه

 )86 ـ اقتصاد(  شوند، کدام است؟ هاي سواري که وارد یک بزرگراه می گیري از اتومبیل ترین روش نمونه مناسب مثال
  بندي شده طبقه) 4  اي خوشه) 3  ساده) 2 سیستماتیک) 1

  . درست است 1گزینه  :حل

  (Stratified Random Sampling)  )اي طبقه(گیري تصادفی گروهی   نمونه-3
که عناصر هر گروه داراي ویژگی مشابهی باشند و  کنیم به طوري تقسیم می) همگن(هاي متجانس  در این روش جامعه را به گروه

 به روش مورد نظر، از هر گروه، نمونه )همگن(اي متجانس ه پس از تقسیم جامعه به گروه. ها نیز قابل توجه باشد اختلاف بین گروه
نکته مهم این است که . آید  میبه دستهاي بهتري از پارامترهاي جامعه  شود؛ با این کار، تخمین تصادفی ساده یا منظم گرفته می

 بررسی میزان درآمد کارمندان مانند  ناهمگون هستند،مورد نظرگیرد که از نظر صفت  این روش در جوامعی مورد استفاده قرار می
 افراد درون هر طوري کهکنیم به   پردرآمد تقسیم می ودرآمد، متوسط دان را به طبقات کمیک کارخانه؛ در این حالت، ابتدا کارمن

حال تفاوت درآمد بین دو طبقه زیاد باشد و سپس از هر طبقه به صورت  عینطبقه درآمدهاي نزدیک به هم داشته باشند و در
  .کنیم گیري می اگانه نمونهجد

ناهمگن بوده ولی قابل تقسیم به طبقات یا ) هاي ویژگی(گیري از یک جامعه آماري که داراي خصوصیات  براي نمونه مثال
 )83 ـ ریزي شهري برنامه(  شود؟ گیري استفاده می هاي همگن باشد، از کدام روش نمونه گروه

  تصادفی با جایگزینی) 4  بدون جایگزینیتصادفی ) 3  اي خوشه) 2  بندي شده تصادفی طبقه) 1

  .  درست است1گزینه  :حل

  (Cluster Random sampling)اي  گیري تصادفی خوشه  نمونه-4
 خیلی وسیع و گسترده باشد مانند وضعیت معاش یا تحصیل کارمندان یک شهر بزرگ یا یک کشور، براي مورد نظر جامعه هرگاه
نیاز  کنیم، سپس کارمندان مورد انتخاب می) منظم( را به روش تصادفی ساده یا سیستماتیک ها یا اداراتی گیري ابتدا سازمان نمونه

علت استفاده از این روش، . اي، سازمان بوده است گیري خوشه  در اینجا واحد نمونه؛آوریم  میبه دسترا با استفاده از همین روش 
  .هزینه بودن آن است  کمبه دلیلبیشتر 

  (Stage Random Sampling)اي   مرحلهگیري تصادفی  نمونه-5
. شود گیري از جامعه طی چند مرحله انجام می در این حالت، نمونه. اي است گیري خوشه یافته نمونه این روش، شکل گسترش

ام  اینکه از تمجاي بهکنیم سپس  ها یک نمونه را انتخاب می یعنی انتخاب نمونه از نمونه دیگر، بدین صورت که ابتدا بین خوشه
براي مثال چند سازمان از شهر انتخاب . کنیم واحدهاي درون خوشه استفاده کنیم از آن واحدها نمونه دیگري استخراج می

کنیم سپس عناصر نمونه را با فرض همگن بودن جامعه به صورت  کنیم سپس از بین هر سازمان چند واحد را معین می می
  .آوریم  میبه دستتصادفی 
 شرط درنتیجهشوند،  ها کنار گذاشته می گیرند و مابقی آن ها مورد بررسی قرار می اي فقط تعدادي از خوشه لهگیري مرح در نمونه

توان ابتدا آن را   در مواردي که جامعه تحت بررسی، چندان همگن نیست می. همگن بودن جامعه در این روش نقش مهمی دارد
، سپس در داخل هر )کند که اعضاي آن تا حد زیادي همگن هستند  می طبقاتی ایجاد،بندي زیرا روش طبقه(بندي کرد  طبقه

  .اي انجام داد گیري خوشه طبقه نمونه
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  پارامتر و آماره
  . شود  نامیده میآماره همان ویژگی در نمونه یک که درحالی یک ویژگی از جامعه است پارامترهر 

گیري کنیم، میانگین حاصل از  حال اگر از جامعه نمونه. ر استشده از سرشماري جامعه، یک پارامت میانگین محاسبه ،براي مثال
  .نمونه یک آماره خواهد بود

)در این صورت، میانگین جامعه.  باشد2,0,3,1,5,7به صورت عنصر 6اي با فرض کنید جامعه )µبرابر است با :  
  2 0 3 1 5 7 3

6
+ + + + +

µ = =  
nاي تصادفی به حجم حال فرض کنید نمونه   : از جامعه انتخاب کنیم=4

) باشد، میانگین نمونه2,0,3,1 اگر نمونه به صورتـ )Xبرابر است با :  

  x 2 0 3 1x 1.5
n 4

+ + +
= = =∑  

) باشد، میانگین نمونه3,1,7,5به صورت اگر نمونه ـ )Xبرابر است با :  

  x 3 1 7 5x 4
n 4

+ + +
= = =∑  

)شود پارامتر جامعه طورکه ملاحظه می همان )3µ  حاصل از نمونه، یک X آمارهکه درحالیفرد دارد  به مقداري ثابت و منحصر=
  .متغیر تصادفی است زیرا از یک نمونه به نمونه دیگر در حال تغییر است

کند، مانند میانگین جامعه  شود و خصوصیتی از آن را بیان می  اصطلاحی که در مورد جامعه استفاده می:(Parameter) پارامتر
( )µیانس جامعه، وار( )2σنسبت جامعه ،( )p.  
)کند، مانند میانگین نمونه شود و خصوصیتی از آن را بیان می  اصطلاحی که در مورد نمونه استفاده می:(Statistic) آماره )X ،

)هواریانس نمون )2Sنسبت نمونه ،( )p.  

  مقایسه پارامتر و آماره
  .کند  است چون از یک نمونه به نمونه دیگر تغییر میمتغیر تصادفی یک آماره  هرکه درحالیاست  ثابت  عدديپارامتر هر )1
  . استمعلومفاقد پارامتر مجهول جامعه و آماره که هر   است در حالیمجهول در جامعه پارامترهر ) 2

 سرشماري ازآنجاکه. هر پارامتر جامعه یک عدد مجهول است که مقدار آن تنها از طریق سرشماري قابل محاسبه است :نتیجه
  .شود ها در نمونه برآورد و آزمون می پذیر نیست، مقدار پارامتر از طریق آماره همواره امکان

  هاي مهم پارامترها و آماره
  

  ضریب همبستگی  نسبت  واریانس   میانگین  تمشخصا  نوع عمل  شاخص  گروه
  µ  2σ  p ρ  مجهول و ثابت  سرشماري  θپارامتر  جامعه
  X  2S  p  r  معلوم و متغیر  گیري هنمون  θ̂آماره  نمونه

  )70 ـ اقتصاد(  :µاي از   به عنوان برآوردکنندهX مثال
  . متغیر تصادفی باشدµگر که یک متغیر تصادفی است ا) 1
  .  ثابت استµکه  یک متغیر تصادفی است درحالی) 2
  . متغیر باشدµکه  یک کمیت ثابت است در حالی) 3
  .است معین ثابت µیک کمیت ثابت است و ) 4

 . درست است2گزینه  :حل
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 (Sample Distributions)اي  هاي نمونه توزیع
 درنتیجهیک پارامتر جامعه باید از یک آماره استفاده کرد که تابعی از نمونه و ) برآورد، آزمون(طورکه دیدیم براي استنباط  همان

  .یک متغیر تصادفی است
 مکرر از جامعه انتخاب شده، به طورتایی که nهاي تصادفی   نمونهبر اساس هر آماره داراي یک تابع احتمال است که :توزیع آماره
  .گویند می» اي آماره توزیع نمونه«به این تابع در اصطلاح . آید  میبه دست

تایی بزرگ باشد، آماره nونهاگر اندازه نم.  آمده استبه دستاي بستگی دارد که نمونه از آن  اي یک آماره به جامعه توزیع نمونه
  .اي واقعی است شود تقریب بسیار خوبی براي توزیع نمونه هاي مکرر که به صورت نمودار فراوانی نسبی ترسیم می آمده از نمونه دست به

 با پارامتر جامعه متناسب ،کار رفتهه ره بکند که آیا آما  توزیع آماره مشخص می؛از آماره به توزیع آن بستگی داردهرگونه استنباط 
  است یا خیر؟

  :پردازیم هاي مختلف به شرح زیر می اي براي آماره هاي نمونه در ادامه به بررسی توزیع
) توزیع میانگین نمونهـ1 )X  
) توزیع تفاضل یا مجموع میانگین دو نمونهـ2 )1 2X X±  
)نمونهموفقیت ) نرخ(زیع نسبت  توـ3 )p  
) توزیع تفاضل یا مجموع نسبت دو نمونهـ4 )1 2p p±  
) توزیع واریانس نمونهـ5 )2S  

2 توزیع نسبت واریانس دو نمونهـ6 2
1 2S S/  

 
  

  میانگین نمونه
)فی مانند میانههاي مختل آماره )Mdمیانگین نمونه ،( )X ، ... میانگین جامعه) برآورد(براي تخمین( )µ وجود دارد که در 

)ه همین دلیل براي تخمین میانگین جامعه ب؛تري است داراي خواص مطلوب) نمونهمیانگین  (X،ها با هم مقایسه آن )µ از 
)میانگین نمونه )Xشود  و توزیع آن به نحو وسیعی استفاده می.  

  

nاگر :تعریف 2 1X ,..., X , Xیک نمونه مستقل nاي با میانگین تایی از جامعهXµ2 و واریانس
Xσ باشد، به 

) طوري که ) ( )n X 1 XE X , ... ,E X= µ = µو 
n 1

2 2 2 2
X XX X, ... ,σ = σ σ =σ،به گاه میانگین نمونه   آن

  :شود  زیر تعریف میصورت
n

i
i 1

x

X
n

==

∑
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 امید و واریانس میانگین نمونه

  ( )
( )

n

i
1i 1

X

x
E X

E X E
n

=

 
 
 
 µ = = =
 

∑ ( )
X

n... E X
µ

+ +
X

X
X

n
n n

µ

µ
= = µ  

  1
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  σ
 σ = σ = 
 

∑
2
X

n

2
X...

σ

+ + σ

2
X

2 2
X X

2 2

n
nn n

σ

σ σ
= =  

  X
X n

σ
σ =  

  :بنابراین
  

)  .امید میانگین نمونه برابر با میانگین جامعه است )X E Xµ = = µ  

  . استnواریانس میانگین نمونه برابر با حاصل تقسیم واریانس جامعه بر
2
x2

X n
σ

σ =  

x  . استnانحراف معیار میانگین نمونه برابر با حاصل تقسیم انحراف معیار جامعه بر
X n

σ
σ =  

 امعه آماري چقدر است؟ میانگین واقعی ج. است120 داراي میانگینXگیري توزیع نمونه 1 مثال
 .اطلاعات کافی نیست) 4  110)3  130)2  120)1

 .  درست است1گزینه  :حل

( ) XXE X 120= µ = = µ  
Xمیانگین جامعه :µ  

X )نگین نمونهمیا( Xµ =  








  

  است؟درستکدام رابطه  2 مثال
1 (( ) XE X = µ  2 (( ) XE X = µ  3 (X Xµ   2 و 1) 4  =

 .  درست است4گزینه  :حل

)میانگین نمونه با میانگین جامعه برابر نیست :توجه )X Xµ  .بلکه امید میانگین نمونه با میانگین جامعه برابر است ≠

  چقدر است؟n باشد، مقدار12اگر انحراف معیار جامعه آماري.  است2 داراي انحراف معیارXگیري توزیع نمونه 3 مثال
1( 6  2( 36  3( 144  4 (72  

 .  درست است2گزینه   :حل

  
X

X

XX

122 n 6 n 36
n n

2 , 12

σ
σ = → = → = → =


 σ = σ =
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 خواهد بود اگر تعداد 1 داراي واریانس2راف معیار و انح10هاي نمونه یک جامعه نامحدود با میانگین توزیع میانگین 4 مثال
 )74 ـ مدیریت(  :نمونه عبارت باشد از

1( 4  2( 10  3( 16  4 (33  

 . درست است1گزینه  :حل

  
X

X

2
X XX

21 n 2 n 4
n n

2 , 1 1

σ
σ = → = → = → =


 σ = σ = → σ =

 

  واریانس جامعه نامعلوم

در این شرایط از
( )

n 2
i

i 12
X

x x

S
n 1

=
−

=
−

∑
  :کنیم و داریم می واریانس نمونه استفاده 

  
2
X X2

XX

S S
S , S

n n
= =  

2رابطه بین تعداد نمونه و 
X

σ یا Xσ 

توجه به روابط  با
2
X2

X n

σ
σ X و =

X n

σ
σ ) وn مشخص است که رابطه بین = )2

X X,σ σ با افزایشاست، یعنی معکوس n 

)مقدار )2
X X,σ σا کاهش کاهش و بnیابد ها افزایش می  مقدار آن.  

  

  واریانس  انحراف معیار  پراکندگی  کشیدگی
  پارامتر

  تغییرات نمونه
) تعداد نمونهکاهش  یابد افزایش می  یابد افزایش می  یابد افزایش می  یابد کاهش می )n  
) تعداد نمونهافزایش  یابد کاهش می  یابد هش میکا  یابد کاهش می  یابد افزایش می )n  

)اي  اگر بخواهیم انحراف معیار میانگین نمونه 1 مثال )Xσ حجم نمونه بر اساس n اي که داراي انحراف   تایی از جامعه=64
 )82 ـ اقتصاد(  شود؟ ت به نصف کاهش یابد، حجم نمونه باید چند تااس 6معیار 

1( 128  2( 182  3( 256  4 (320  

 .  درست است3گزینه   :حل

  n n 64 4 256→ = × X. برابر شود4 باید= X X
X X

X

1 1
2 2n n 4n

n 64 , 6

σ σ σ
σ → σ → → = →


 = σ =

  

 .اي نصف خواهد شد که حجم نمونه چهار برابر شود در صورتی انحراف معیار میانگین نمونه
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در رابطه  2 مثال
2
X2

X n
=

σ
σافتد؟  با افزایش حجم نمونه چه اتفاقی می 

  .شود  میX بیشتر از توزیعXکشیدگی توزیع ) 2  .شود  میX توزیع  کمتر ازXکشیدگی توزیع ) 1
  .شود تر می  طولانیXهاي توزیع  دنباله) 4  .شود  میX بیشتر از توزیعXچولگی توزیع ) 3
 .  درست است2گزینه  :حل

  )هندسی فوق( تایی Nجامعه محدود 

nتایی به صورت بدون جایگذاري انتخاب شود، در شرایطی که Nتایی از جامعه محدودn نمونهکه درصورتی 0.05
N

 باشد، <

2براي محاسبه
Xσ کاهش( باید از ضریب تصحیح(N n

N 1
−
−

 این ضریب ناشی از همبستگی منفی بین درواقع . استفاده کرد

)در این شرایط . مشاهدات نمونه است ) XE X = µ به عبارت دیگر؛ندارد و از این نظر تفاوتی با جامعه نامحدود است :  

  

( ) XX

2
X2

X

X
X

E X

N n
N 1 n

N n
N 1 n

µ = = µ

 σ−σ = ⋅
 −

 σ−

σ = ⋅
−

  

  :توجه
) حجم آنآنکهشود مگر  فرض نامحدود در نظر گرفته می  جامعه به طور پیش-1 )Nذکر شود .  

n که درصورتی -2 0.05
N

N باشد، دیگر نیازي به ضریب تصحیح ≥ n
N 1

−
−

  . نخواهد بود

  :نتیجه
  :شود  به جامعه محدود یا نامحدود به شکل زیر خلاصه میبا توجه) میانگین نمونه (Xوضعیت 

  

  جامعه نامحدود  تاییNجامعه محدود
ü انتخاب بدون جایگذاري از جامعه محدود  ü امعه محدودانتخاب با جایگذاري از ج  

ü،جامعه محدود، بدون جایگذاري n 0.05
N

≤ 
ü n 0.05

N
 > 
 

 
ü  جایگذاري، با جایگذاري بدون(انتخاب از جامعه نامحدود(  

( ) XE X = µ  ( ) XE X = µ  
2
X2

X
N n
N 1 n

σ−
σ = ⋅

−
  

2
X2

X n

σ
σ =  

X
X

N n
N 1 n

σ−
σ = ⋅

−
  X

X n

σ
σ =  

Nضریب عامل تصحیح واریانس یعنی 3 مثال n
N 1

−

−
گیرد که  اي مورد استفاده قرار می  وقتی در محاسبه واریانس میانگین نمونه

n نسبت
N

 )73 ـ اقتصاد(  : 

  . باشد10%تر از کوچک) 4  . باشد5%تر از بزرگ) 3  . باشد5%تر از کوچک) 2  . باشد10% ازتر بزرگ) 1
  .  درست است3گزینه  :حل
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  توزیع میانگین نمونه
nفرض کنید 2 1X ,..., X , Xنه مستقل نموnاي با میانگین  تایی از جامعهµ2 و واریانسσباشد .  

) جامعه نرمال، واریانس جامعه -1 )2σمعلوم   
)م نمونهحج از مستقل در این شرایط X توزیع )nو براي هر تعداد از آن ( )n   .است نرمال همیشه ≤1

) جامعه نرمال، واریانس جامعه -2 )2σنامعلوم   
)حجم نمونه به وابسته در این وضعیت Xتوزیع  )nدر شرایطی که . است n  نرمال و در شرایطی که X باشد، توزیع <30

n ) باشد، توزیع آن≥30 )n 1t n( با −   .خواهد بود) درجه آزادي−1
  

  متغیر استاندارد  Xانحرف معیار  Xواریانس   Xمیانگین   Xتوزیع   نمونه اندازه            

n  )الف 30>  
)  نرمال  )نمونه بزرگ( )E X = µ  

2
X2

X

S
S

n
=  

X
X

S
S

n
=  X

X
S

n

− µ
=Z  

n  )ب 30≤  
)  )نمونه کوچک( )n 1t −  ( )E X = µ  

2
X2

X

S
S

n
=  

X
X

S
S

n
=  X

X
S

n

− µ
=n - 1t  

  

)، واریانس جامعه )نامعلوم( جامعه دلخواه -3 )2σمعلوم   

) نمونهحجم به وابسته در این شرایط Xتوزیع  )nشود  زیر بررسی میصورت و به دو  است:  

n) الف   )ادحجم نمونه زی(<30

  . خواهد بودقضیه حد مرکزي نرمال در این وضعیت با توجه به X توزیع
  

  یر استانداردمتغ  Xانحراف معیار  Xواریانس   Xمیانگین   Xتوزیع    نمونهاندازه

n 30>  
  )نمونه بزرگ(

  نرمال
)  )قضیه حد مرکزي( )E X = µ  

2
X2

X n

σ
σ =  

X
X n

σ
σ =  

XZ

n

− µ
=

σ
  

 (Central Limit Theorem) قضیه حد مرکزي

nاگر 2 1X ,..., X , Xاي از متغیرهاي تصادفی مستقل با توزیع یکسان و با میانگین   دنبالهµ2 و واریانسσگاه توزیع    باشد، آن
  :استمجموع متغیرها به صورت زیر 

  

n

i
i 1

x n
X

n
n

=
− µ

− µ
≈

σσ

∑
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nوقتی  →   .کند ع مجموع متغیرها به سمت توزیع نرمال استاندارد میل می میل کند توزی∞

 انتخاب شود، در شرایطی 2σ و واریانس µبا میانگین ) غیرنرمال(اي دلخواه  تایی از جامعهnاگر یک نمونه تصادفی مستقل
)بزرگ باشد) تعداد نمونه (nکه )n   :تقریباً نرمال خواهد بود و داریم) میانگین نمونه (X، توزیع <30

  

( ) XX
2
X2

X

X
X

E X

XZ
n

n
n


= µ = µ


σ − µσ = → = σ
σ

σ =


  

n) ب   )حجم نمونه کوچک( ≥30
) میانگین جامعهشف بی قضیه چی و به کمک است نامعلوم در این وضعیت Xتوزیع  )µزنیم  را تخمین می.  

  شف بی قضیه دوم چی
) مشاهدات جامعهکه درصورتی، )که در فصل اول مطرح شد(شف  بی  قضیه چیبنا بر )X باشند، ) لومنامع( داراي توزیع غیرنرمال
  :گاه آن

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2
X X

X X2 2I P X 1 , II P X
σ σ

− µ ≤ ε ≥ − − µ ≥ ε ≤
ε ε

  

) مشاهداتجاي بهحال فرض کنید،  )Xاز میانگین نمونه ( )Xصورتن  در ای؛ استفاده کنیمXXµ = µو 
2

2 X
X n

σ
σ  و است =

  :شود  زیر مطرح میرتبه صوشف  قضیه چی بی

nگرا :قضیه 2 1X , ... , X , Xیک نمونه مستقل nی و یتا

n

i
i 1

X
X

n
==
∑

  :گاه آن ،میانگین نمونه باشد ،

  
( ) ( )

( ) ( )

2
X

X 2

2
X

X 2

I P X 1
n

II P X
n

σ
−µ ≤ε ≥ −

ε

σ
− µ ≥ ε ≤

ε

  

  شف بی قانون اعداد بزرگ و چی
  :استشف را به صورت حدي بیان کنیم روابط زیر صادق  بی یاز قضیه دوم چآمده  دست به بخواهیم روابط که درصورتی

)  :قانون ضعیف ) ( )
n

I lim P X 1
→ ∞

− µ ≤ ε =  

)کند، احتمال آنکه میانگین نمونه  میل می∞سمت که نمونه به زمانی )Xو میانگین جامعه ( )µبرابر شوند، یک است .  
)  :قانون قوي ) ( )

n
II lim P X 0

→ ∞
− µ ≥ ε =  

)کند، احتمال آنکه میانگین نمونه  میل می∞سمت که نمونه به زمانی )Xو میانگین جامعه ( )µمتفاوت باشند، صفر است .  
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nتعداد .  گرم است2ها  گرم تنظیم شده است، انحراف معیار وزن بسته50بندي مواد غذایی روي هدستگاه بست 1 مثال 10= 
 )71  ـمدیریت(   گرم باشد کدام است؟54 تا46 بسته بین10 میانگین اینآنکه احتمال ،بسته به طور تصادفی انتخاب شده

1( 0.9  2( 0.99  3( 0.975  4 (0.999  
 . درست است3گزینه  :حل

nه نامعلوم، واریانس جامعه معلوم و توزیع جامعآنکه به با توجه  حال درعین ؛کنیم  استفاده میشف بی چی است از قضیه >30
)چون احتمال حدود میانگین نمونه )Xاز شکل است، خواسته شده ( )II کنیم می استفاده شف بی چی قضیه دوم.  

  

( ) ( ) ( )


2

2

P 46 X 54 P 46 X 54 P 4 X 4

4P X 4 1 1 0.975
10 16n

50 , 2 , n 10
ε

 < < = − µ < − µ < − µ = − < − µ <

   σ  = − µ < ≥ − = − =

  × ε 
µ = σ = =

  

 از تقریب نرمال Xکم چقدر باشد تا آماره  اگر یک توزیع آماري پیوسته داراي چولگی شدیدي باشد، مقدار نمونه دست 2 مثال
  برخوردار شود؟

1( 30  2( 50  3( 60  4 (100  
 . درست است1گزینه  :حل

  .خورد  باشد توزیع جامعه به توزیع نرمال تقریب می30تر از  تعداد نمونه بزرگکه درصورتی )ـ الف3( با توجه به حالت
   شود؟X همان توزیعXحجم نمونه چقدر باشد تا توزیع  3 مثال

1 (n N=  2 (n 1=  3 (n 30=  4 (n 30>  
 .  درست است2گزینه  :حل
  :ها است چون مقدار میانگین هر دو برابر است بنابراین داریم در مقدار واریانس آن X و توزیعXدانیم وجه تمایز  میطورکه همان

  
XX
2
X n 12 2 2

XX Xn
=

µ = µ = µ

 σ
 σ = → σ = σ


  

) باشدنمونه برابر یک تعداد که درصورتیتنها  )n  برابر خواهد شد و در نهایت هر دو X و توزیعX مقدار واریانس توزیع=1
  .هستند   یکسانX وXتوزیع
انگین یک نمونه  میاینکهاحتمال .  است15 و انحراف معیار آن52هاي دانشجویان یک دانشکده میانگین توزیع نمره 4 مثال

   باشد، چقدر است؟55 نفره کمتر از100تصادفی
1( 0.5  2( 0.228  3( 0.9772  4 (0.5793  
 .  درست است3گزینه  :حل

به صورت X توزیع )ـ الف3( حالتبه با توجه 
2
XX ~ N ,

n

 σ
 µ
 
 

  : بنابرایناست، 

  

( ) ( )X 55 52P X 55 P P Z 2 0.9772
15

n 100

XZ

n
52 , 15 , n 100 30

  
  − µ −  < = < = < =
 σ 
  
  


− µ = σ


µ = σ = = >

  

 حداقل
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  :یادآوري

    
 نفره 100ر میانگین نمرات یک نمونه تصادفی است، اگ4 و انحراف معیار آن14.5میانگین نمرات دانشجویان یک دانشگاه 5 مثال

)گاه عدد نرمال  باشد، آن15از آنان بیشتر از )Z84 ـ ریزي شهري برنامه(   کدام است؟(  
1( 0.25  2( 1.25  3( 1.5  4 (2.5  

 .  درست است2گزینه  :حل

 به صورتXتوزیع )ـ الف 3 (حالتبا توجه به 
2
XX ~ N ,

n

 σ
 µ
 
 

  : بنابرایناست، 

  ( ) ( )X 15 14.5P X 15 P P Z 1.25
4

n 100

14.5 , 4 , n 100 30

  
  − µ −  > = > = > σ 

   
µ = σ = = >

  

 نفـري از بـین آنـان    25اگر یک نمونه.  است 6 و انحراف معیار   14.5 میانگین توزیع نمرات ارزشیابی یک سازمان نرمال با       6 مثال
)ست؟ ا13 و16انتخاب شود، با کدام احتمال میانگین نمرات ارزشیابی آنان بین   )1.25

0S  )84 ـ حسابداري(  =0.3944

1( 0.3944  2( 0.6056  3( 0.7888  4 (0.8944  

 .  درست است3گزینه  :حل

به صورت Xتوزیع  )1(حالت  با توجه به
2
XX ~ N ,

n

 σ
 µ
 
 

  :، بنابرایناست 

  
( ) ( )

( )2 2

13 14.5 X 16 14.5P 13 X 16 P P 1.25 Z 1.25 0.7888
6 6
25 n 25

X ~ N 14.5, 6 14.5 , 6 , n 25

  
  − − µ −  < < = < < = − < < = σ 
  
  

 µ = σ = → µ = σ = =


 

 

( )
( )

1.25
0S P 0 Z 1.25 0.3944

P 1.25 Z 1.25 2 0.3944 0.7888

= < < =

→ − < < = × =
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nگیري تصادفی به حجم در یک نمونه 7 مثال 2 و واریانسµاي نرمال با میانگین  از جامعه<1
Xσ اي نمونه، توزیع( )X − µ 

 )82 ـ اقتصاد(  یک از موارد زیر است؟ کدام

1 (( ) ( )
2

, n 1X ~
α −

− µ χ    2 (( ) ( )
2
XX ~ N ,

−µ
 − µ µ σ 
 

  

3 (( )
2
XX ~ N 0,

n

 σ
 − µ
 
 

  4 (( )
2
XX ~ N 0,

n

 σ − µ   
 

  

 .  درست است3گزینه  :حل

به صورت Xتوزیع  )1(حالت با توجه به 
2
XX ~ N ,

n

 σ
 µ
 
 

 از طرفی با توجه به بحث مربوط به توزیع نرمال هر ترکیب .است 

Xخطی از این توزیع مانند ± µ و کافی است میانگین و واریانس آن را محاسبه کنیماست داراي توزیع نرمال .  

  
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2
X X22 X2X

X
0

E X E X 0E X

X ~ N , X ~ N 0 ,
n nV ar X V ar XV ar X nn

 − µ = − µ = µ − µ = = µ   σ σ    µ → → → − µ  σσ   − µ = = σ = =     

  

Xدر این سؤال اگر توزیع :توجه + µ ،خواسته شده بود( )
2
XX ~ N 2 ,

n

 σ
 + µ µ
 
 

  . برقرار بود

 )81 ـ اقتصاد(  هاي زیر کدام گزاره نادرست است؟ بین گزاره 8 مثال
  . بستگی نداردn بهX توزیعσ و انحراف معیار µگیري از جامعه دلخواه با میانگین  در نمونه) 1
  . نرمال استXاست توزیع بزرگ n وقتیσ و انحراف معیار µگیري از جامعه دلخواه با میانگین  در نمونه) 2
  . نرمال استX توزیعσ و انحراف معیار µگیري از جامعه نرمال با میانگین  در نمونه) 3
  .بستگی ندارد n به حجمX توزیعσ و انحراف معیار µگیري از جامعه نرمال با میانگین  در نمونه) 4

 .  درست است1گزینه  :حل
nکه درصورتی.  وابسته استn به حجم3حالت  بنا بر X جامعه غیرنرمال و واریانس معلوم است پس توزیع:1 گزینه  باشد <30
nکه درصورتی است و نرمال)  ـ الف3 (حالت بنا بر   .است  نامعلومXتوزیع)  ـ ب3(حالت  بنا بر باشد ≥30
  . است نرمالXتوزیع ) ـ الف3(حالت  بنا بر :2 گزینه
  . است نرمالXتوزیع )1(حالت  بنا بر :3گزینه 
) مستقل از حجم نمونهXتوزیع )1(حالت  بنا بر :4گزینه  )n است.  

 )83 ـ مدیریت(  شود؟  استفاده میxµمورد زیر براي تخمینشف در کدام  بی از قاعده چی 9 مثال
  . نامعلوم باشدXتوزیع) 2    . نرمال باشدXتوزیع) 1
  . استودنت باشدt از نوعXتوزیع) 4  .توزیع جامعه آماري نرمال باشد) 3

 .  درست است2گزینه  :حل
  .شود شف استفاده می بی  نامعلوم باشد از قاعده چیXهرگاه توزیع )ـ ب3(حالت  بنا بر
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  توزیع تفاضل یا مجموع میانگین دو نمونه 
2هاي  و واریانس2X و1Xهاي  دو نمونه مستقل با میانگین2n و1nاگر

1S2 و
2S1هاي  از دو جامعه با میانگینµ2 وµ و 

2يها واریانس
1σ2 و

2σ1 باشند، براي بررسی توزیع مربوط به 2X X±کنیم  به صورت زیر عمل می:  

2هاي معلوم   دو جامعه نرمال با واریانس- 1
1σ2 و

2σ) ≥1n 2n≤ و 1   یا)          دلخواه1

2,هاي معلوم دو جامعه غیرنرمال با واریانس 2
2 1σ σ و( )n , n> >2 130   )قضیه حد مرکزي ( 30

1در این شرایط توزیع 2X X± است و داریم نرمال:  

  
( )

( )

( )

( ) ( )

2 2
1 2

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2
1 2 1 22 2

1 2 2 22
1 2 1 2

1 2
1 2

2 2
1 2

1 2
1 2

X X ~ N ,
n n

E X X
X X

Z
X X

n n
n n

X X
n n

  σ σ
  ± µ ±µ +  

 


± = µ ± µ ± − µ ±µ → = σ σ
 σ σσ ± = +
 +

 σ σ σ ± = +


  

2(هاي نامعلوم   دو جامعه نرمال با واریانس-2 1n > 30 , n >   ) بزرگها  نمونه یا30

1 در این شرایط توزیع 2X X±2جاي به و استها باز هم نرمال   با توجه به بزرگ بودن نمونه
1σ2 و

2σ2 از
1S2 و

2S استفاده 
  :کنیم می

  
( )

( )

( )

( ) ( )

2 2
1 2

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2
1 2 1 22 2

1 2 2 22
1 2 1 2

1 2
1 2

2 2
1 2

1 2
1 2

S S
X X ~ N ,

n n

E X X
X X

ZS S
S SX X

n n
n n

S S
X X

n n

  
  ± µ ±µ +  

 


± = µ ± µ ± − µ ± µ → =
 σ ± = +
 +


 σ ± = +


  

≥,(هاي نامعلوم   دو جامعه نرمال با واریانس-3 ≤2 1n 30 n 1≥ یا30 2n +n   )ها کوچک  یا نمونه30

1 در این شرایط توزیع 2X X±ها داراي توزیع  با توجه به کوچک بودن نمونهt−2 که با توجه به فرضاست استیودنت 2
1 2σ = σ 

2یا) جامعه برابري واریانس دو( 2
1 2σ ≠ σ) آید به وجود میدو وضعیت متفاوت به شرح زیر ) عدم برابري واریانس دو جامعه:  
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)فرض برابري واریانس دو جامعه) الف )2 2
1 2σ = σ  
توان هر دو جامعه را  ها کوچک و فرض برابري واریانس دو جامعه مطرح باشد، می در شرایطی که واریانس دو جامعه نامعلوم، نمونه

2)آمیخته(یک جامعه فرض کرده و از واریانس ترکیبی 
pS1 در این وضعیت. براي هر دو استفاده کرد 2X X± با توجه به شرایط 

1 باtشده داراي توزیع مطرح 2n n 2+   . درجه آزادي خواهد بود−

  

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 2

1 2

2 2
p p

1 2 n n 2 1 2
1 2

1 2 1 2

2 2
p p 1 2 1 22

1 2 n n 2
1 2

p
2 2 1 2

1 21 22
p

1 2

1 2 p
1 2

S S
X X ~ t ,

n n

E X X

S S X X
X X t

n n 1 1S
n nn 1 S n 1 S

S
n n 2

1 1X X S
n n

+ −

+ −


  
  ± µ ± µ +
  

 
 ± = µ ± µ


± − µ ± µ σ ± = + → =
 +

− + −
= + −


 σ ± = +



  

1اگر 2n n n=   : داریم باشد=

  
( ) ( )2 2

1 22
p

n 1 S n 1 S
S

n n 2

− + −
=

+ −
( )

2 2
1 2

2 n 1

S S

2
−

+
=  

)فرض عدم برابري واریانس دو جامعه) ب )2 2
1 2σ σ≠  

2جامعه مطرح باشد از ها کوچک و فرض عدم برابري واریانس دو در شرایطی که واریانس دو جامعه نامعلوم، نمونه
1S2 و

2S جاي هب 
2
1σ2 و

2σ 1 در این وضعیت.کنیم می استفاده 2X X±شده داراي توزیع  با توجه به شرایط مطرحtبا r درجه آزادي به صورت 
  :استزیر 

  

( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 2

1 2 r 1 2
1 2

1 2 1 2
2 2
1 2 1 2 1 22

1 2 r 2 21 2
1 222 2

1 21 2 1 2
2 22 2

1 21 2

1 2

S S
X X ~ t ,

n n

E X X

S S X X
X X tn n S S

S n S n n n
r

S n S n

n 1 n 1

/ /

/ /

  
  ± µ ± µ +
  

 
 ± = µ ± µ

 ± − µ ±µ σ ± = + → =

 ++

=

 + − −

  

  :توجه

2هاي  در شرایطی که در صورت مسئله واریانس-1
1σ2 و

2σگیریم فرض نامعلوم در نظر می ها را به طور پیش  مطرح نشوند آن.  
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جامعه را نامعلوم و نابرابر در  اریانس دوفرض و ها صحبتی نشود به طور پیش  در شرایطی که در صورت مسئله در مورد واریانس-2
)گیریم نظر می )2 2

1 2σ ≠ σ.  

1nفرض کوچک و ها را به طور پیش  ذکر نشود آن2n و1n در شرایطی که در صورت مسئله-3 2n و≥30  در نظر ≥30
  .گیریم می

  .گیریم در شرایطی که توزیع جامعه در صورت مسئله قید نشود، جامعه را نرمال در نظر می -4

  ع دو متغیر نرمال مستقل کدام است؟توزیع مجمو 1 مثال
  استیودنت−t) 4  فیشر) 3  کاي ـ مربع) 2  نرمال) 1

 .  درست است1گزینه  :حل

 4 و8هاي به ترتیب برابر با هاي یکسان و واریانس  داراي توزیع نرمال با میانگینY وXمستقلدو متغیر تصادفی  2 مثال
 هاي میانگین دو  برآوردکنندهY)متغیر( از جامعه 8 وX)متغیر( از جامعه 16هاي  دو نمونه تصادفی به اندازهبر اساس. باشند می

) آمده، توزیع به دست Y وX به ترتیب جامعه )X Y−83 ـ اقتصاد(   کدام است؟( 

1 (( ) ( )X Y ~ N 0,12−    2 (( ) ( )X Y ~ N 0, 1−  
3 (( ) ( )X Y ~ N 0, 4−    4 (( ) ( )X Y ~ N 0, 8−  

 . درست است2گزینه  :حل
X توزیع )1(حالت با توجه به  Y−نرمال است با :  

  
( )

( )
( ) ( )

1 2
1 22 2

1 2 2 21 2 1 21 2
1 2

E X Y 0
X Y ~ N , X Y ~ N 0,18 4n n V ar X Y 1

n n 16 8

µ = µ − = µ −µ → σ σ  − µ −µ + → → − σ σ   − = + = + = 


  

هاي اصلی  واریانس جامعه(یک از موارد زیر است؟  هاي کوچک کدام نمونه ها در اي تفاوت میانگین واریانس توزیع نمونه 3 مثال
 )74 ـ اقتصاد(  ).معلوم نیست اما می دانیم برابرند

1 (
1 2

22
1 22

X X
1 2

S S

n n−

+
σ =

+
  

2 (
1 2

2 2
212

X X
1 2

nS nS

n n 2−

+
σ =

+ −
  

3 (( ) ( )
1 2

2 2
1 1 2 22

X X
1 2 1 2

n 1 S n 1 S 1 1
n n 2 n n−

− + −  
σ = + 

 + −  
  

4(  
1 2

22
212

X X
1 2

nSnS
n n−σ = +  

 .   درست است3گزینه  :حل
1توزیع )ـ الف 3(حالت با توجه به  2X X−عبارت است از ( )1 2n n 2t +   : با−

  ( )1 2 1 2E X X− = µ − µ  
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2
p p2

1 2 2 2
1 2 1 21 22

1 22 2 1 2 1 21 21 22
p

1 2

S S
X X

n n n 1 S n 1 S 1 1X X
n n 2 n nn 1 S n 1 S

S
n n 2


σ − = +
 − + −   → σ − =  +   + −− + −  

=
+ −

  

 انتخاب شوند و این دو 4تایی از جامعه دوم با واریانس25و یک نمونه 9تایی از جامعه اول با واریانس100اگر یک نمونه 4 مثال
 )86  ـحسابداري و مدیریت(  ؟ کدام استنمونهنمونه مستقل از یکدیگر باشند، انحراف معیار تفاضل میانگین دو 

1( 0.25  2( 0.5  3( 1.25  4 (1.5  

 . درست است2گزینه  :حل

1توزیع) قضیه حد مرکزي ()1(حالت با توجه به  2X ± Xنرمال است :  

  
2 2
1 2

1 2 1 2
1 2

X X ~ N ,
n n

 σ σ
 ± µ ± µ +
 
 

  

 ( )1 2: X X 0.5σ − ) انحراف معیار تفاضل میانگین دو نمونه= )
2 2
1 22

1 2
1 2

9 4X X 0.25
n n 100 25

σ σ
σ − = + = + = →  

  نمونه موفقیت ) نرخ(نسبت 
در یک ... سواد، درصد افراد بیکار، نسبت مدیران وظیفه مدار و  در مواردي مانند محاسبه درصد کالاهاي معیوب، درصد افراد بی

سواد  معیوب بودن، بی(ترکی امعه، به دنبال آن هستیم که نسبت عناصري از جامعه را تخمین بزنیم که داراي ویژگی مشج
  .هستند) …بودن،
 هستنداي برخوردار  ها از مقیاس اسمی یا رتبه  چون صفت مورد بررسی یک صفت کیفی است، بسیاري از این تحقیقحال درعین

  .ت موفقیت استها نسب که پارامتر توصیف آن

 موفقیت x بار تکرار آزمایش بهn باکه درصورتی pاي با نسبت موفقیت در یک آزمایش دوجمله :تعریف
 :گاه رسیده باشیم، آن

x: p
n

 موفقیت در نمونه) نرخ(نسبت =
  

Xpتوانیم به تخمین پارامتر اي خواهد بود که از طریق بررسی توزیع مربوط به آن می آماره) نرخ نمونه (pصورت در این
N

 = 
 

 

  :نسبت واقعی در جامعه بپردازیم

  ( ) ( )E XX np: E p E p
n n n

 = = = = 
 

  میانگین نسبت نمونه

  
2
X2 2

p 2 2
X npq pq:
n nn n

σ σ = σ = = = 
 

  واریانس نسبت نمونه

) اي است با تعداد موفقیت در نمونه دوجمله Xتوزیع :توجه ) 2
xE X np , npq= σ = .  
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)میانگین نسبت نمونه )pµبرابر با نسبت جامعه ( )pاست .  ( )p E p pµ = =  

)واریانس نسبت نمونه )2
pσبرابر با pq

n
2  . است

p
pq
n

σ =  

)انحراف معیار نسبت نمونه )pσبرابر با pq
n

p  . است
pq
n

σ =  

  :برابر است با pσگاه  باشد، آنp برآوردگرpاگر 1 مثال

1 (( )np 1 p−  2(( )p 1 p
n
−  3 (( )p 1 p

n
−  4 (( )np 1 p−  

 .  درست است2گزینه  :حل

p آنکهبا توجه به  q 1+ )  : برقرار است= )
p

p 1 ppq
n n

−
σ = =  

سواد باشند، نرخ   نفر بی40 عضوي از این شهر100 در یک نمونهکه درصورتی .سواد هستند افراد یک شهر بی 0.50 2 مثال
   کدام است؟يسواد انحراف معیار نرخ بیسوادي و  بی

1( 0.05 , 0.4  2( 0.04 , 0.5  3( 0.03 ,   کدام هیچ )4  0.4
 .  درست است1گزینه  : حل

x 40p 0.4
n 100

= = =   سوادي  نرخ بی=

p
pq 0.5 0.5 0.05
n 100

×
= σ = =   سوادي  انحراف معیار نرخ بی=

n 100 , x 40 , p 0.5= = =  









  

  نسبت جامعه مجهول

2هنگام محاسبه 
p

pq
n

σ p یا =
pq
n

σ xpموجود نباشد، از ) نسبت در جامعه (p هرگاه مقدار =
n

استفاده ) نهنرخ نمو(=
  :داریم و کنیم می

  
p) مجهول) نسبت جامعه  

→  

2
p

p

p qS
n

p qS
n

 =

 =

  
  

2
p

p

pq
n

pq
n

σ =

σ =

  

 نرخ بیکاري و . نفر بیکار هستند20ه، مشخص شد کاي  نفري از جامعه100 بررسی درصد بیکاري در یک نمونهدر 3 مثال
  انحراف معیار نرخ بیکاري کدام است؟

1(0.04 , 0.2  2(0.02 , 0.8  3(0.16 , 0.2  4 (0.08 , 0.2  
 .  درست است1گزینه  : حل

x 20p 0.2
n 100

= = =    نرخ بیکاري=

p
p q 0.2 0.8S 0.04
n 100

×
= =    انحراف معیار نرخ بیکاري=

n 100 , x 20= =  
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 pσبراي محاسبه) یکاري در نمونهنرخ ب (pاز ) نرخ بیکاري در جامعه (pشود به علت مجهول بودن طورکه دیده می همان
  .استفاده شده است

 از جامعه گرفته و 2n و1nهاي اي، دو نمونه تصادفی مستقل به حجم ها در جامعه براي تخمین نسبت موفقیت 4 مثال

1برآوردکننده  2

1 2

x x
p̂

n n

+
=

+
کمیت انتظاري . ها در نمونه اول و دوم است  تعداد موفقیت2x و1x پیشنهاد شده است که در آن

 )85  ـاقتصاد(  این برآوردکننده کدام است؟) امید ریاضی(

1 (p  2 (X

1 2

2
n n

µ

+
  3 (1 2

1 2

p p
n n

+

+
  4( 

1 2

2 p
n n+

  

 .  درست است1گزینه  : حل
  :اي به دنبال نسبت یا درصد موفقیت باشیم، روابط زیر همیشه برقرار است اي دوجمله هرگاه در جامعه

  
( )
( )

ii
i

i i i

E p px
p

n E X n p

 == → 
=

  

  ( )
( ) ( ) ( )1 2 1 21 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

E X E X n n px x X X n p n p
ˆ ˆp E p E p

n n n n n n n n n n

+ + + + +
 = → = = = = =
 + + + + + 

 

 از جامعه گرفته و 2n و1nهاي اي، دو نمونه تصادفی مستقل به حجم معهها در جا براي تخمین نسبت موفقیت 5 مثال

1برآوردکننده  2

1 2

p p
p̂

n n

+
=

+
کمیت انتظاري . ونه اول و دوم استها در نم  تعداد موفقیت2x و1x پیشنهاد شده است که در آن

 این برآوردکننده کدام است؟ ) امید ریاضی(

1 (p  2 (x

1 2

2
n n

µ

+
  3 (1 2

1 2

p p
n n

+

+
  4( 

1 2

2p
n n+

  

 .  درست است4گزینه  :حل
  : یا درصد موفقیت هستیم روابط زیر همیشه برقرار استاي به دنبال نسبت اي دوجمله هرگاه در جامعه

  
( )
( )

ii
i

i i i

E p px
p

n E X n p

 == → 
=

  

  ( )
( ) ( )1 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

E p E pp p p p p p 2pˆ ˆp E p E
n n n n n n n n n n

+ + + +
 = → = = = =
 + + + + + 

  

  جامعه محدود و بدون جایگذاري
  : همه شرایط زیر برقرار باشدکه درصورتی

)جامعه محدود باشد -1 )N،  
  ،شودگیري بدون جایگذاري انجام  نمونه -2

)نسبت تعداد نمونه -3 )nبه تعداد جامعه ( )Nباشد0.05 بیشتر از n 0.05
N

 > 
 

2، براي محاسبه
pσ) واریانس نسبت نمونه (

N)کاهش(باید از ضریب تصحیح  n
N 1

−
−

) در این شرایط .تفاده کنیم اس )E p p= و از این نظر تفاوتی با جامعه نامحدود است 
  .ندارد
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( )

2
p

p

N n pq
N 1 n

N n pq
N 1 n

E p p

−σ = ⋅ −
−σ = ⋅ −


=

  

N  :یادآوري 20n<یا n 0.05 n %5 N
N

> → >  

ü دقت کنید!  

Nکمیت n
N 1

−
−

) براي واریانس نسبت نمونه کننده  یک عامل اصلاح )2
pσدر جامعه محدود ( )N و در اکثر است با شرایط بالا 

  .برند  و آن را در محاسبات به کار نمیشود نمیاوقات یعنی بروز یکی از حالات زیر به آن توجهی 

Nپوشی از شرایط چشم - n
N -1

  

Nدر صورت بروز یکی از حالات زیر از n
N 1

−
−

2 براي تصحیح
pσکنند پوشی می  استفاده نکرده و از آن چشم:  

  .جامعه نامحدود باشد -1
  .گیري با جایگذاري باشد نمونه -2

)نسبت نمونه -3 )nبه جامعه ( )Nباشد0.05 حداکثر n 0.05
N

 ≤ 
 

.  

N کمیتبالا، در شرایط درواقع n
N 1

−
−

  .شود  در نظر گرفته می1 برابر با 

  موفقیت نمونه ) نرخ(توزیع نسبت 
)آنکه حجم نمونه به اندازه کافی بزرگ باشدبا فرض  )n  و داردتوزیع نرمال ) نرخ نمونه (p قضیه حد مرکزي آماره بنا بر ،<30

  :شود به صورت زیر بررسی می
  متغیر استاندارد  pانحراف معیار  pواریانس  pمیانگین  pتوزیع  تعداد نمونه

n 30>  
)  نرمال  )نمونه بزرگ( )p E p pµ = =  2

p
pq
n

σ =  p
pq
n

σ =  
p pZ

pq
n

−
=  

n 30≤  
)  اي دوجمله  )نمونه کوچک( )p E p pµ = =  2

p
pq
n

σ =  p
pq
n

σ   ندارد  =

  ؟اي است یوسته پ توزیعداراي کدامتایی 200 در یک نمونه تصادفیpگیري رفتار توزیع نمونه 1 مثال
  کدام هیچ) 4  نرمال) 3  نمایی) 2  یکنواخت) 1

 .  درست است3گزینه  :حل
)در شرایطی که تعداد نمونه بزرگ )n   .است نرمال p باشد رفتار توزیع<30

 نفره مرد باشد 100 درصد افراد یک نمونه تصادفی60 حداقلآنکه احتمال .درصد کارمندان سازمان مرد هستند 50 2 مثال
  چقدر است؟

1( 0.9772  2( 0.0228  3( 0.4772  4 (0.683  
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 .  درست است2گزینه  :حل

  

( ) ( )p p 0.6 0.5P p 0.6 P P Z 2 0.0228
pq 0.5 0.5
n 100

p pZ
pq
n

p 0.6 , p 0.5 , n 100

  
  − −  ≥ = ≥ = ≥ =
  ×
    


− =


 = = =

  

  :دانیم  میطورکه همان در توزیع نرمال استاندارد :یادآوري

  
  ( ) ( ) ( )P Z 2 0.0228 , P 2 Z 2 0.9544 , P Z 2 0.0228< − = − < < = > = 

   توزیع تفاضل یا مجموع نسبت دو نمونه
1ی مورد نظر باشد از تخمین معیاري کم، براي مقایسه دو جامعهاگر 2X X±معیار مقایسه دو که درصورتی شود ولی  استفاده می 

  .شود جامعه یک صفت کیفی باشد از مقایسه نسبت موفقیت دو جامعه آماري استفاده می
)به صورتاي   دو جامعه را دوجملهفرض پیش ) ( )2 2 1 1Bin n , p ,Bin n , pگیریم  در نظر می.  
برابر شده از جامعه اول باشد نسبت موفقیت در جامعه اول   در نمونه گرفتهنظرمورد داراي صفت کیفی ) اشیا( تعداد افراد 1xاگر

1  :است با
1

1

x
p =

n
  

  ( )
( ) ( )

( )
1 1 1

11 1 1

1 1 1E X n p

11 1 1 1
2 2

1 1 1

E XX n p
E

n n n

Var XX n p q
) Var

n n n

=

  
= = = =  

 → 
  = = = =   

1 1
1

1
1 1 1

1
1

 E p   p
xp =
n p qVar( p

n

  

وفقیت در جامعه دوم شده از جامعه دوم باشد نسبت م  در نمونه گرفتهمورد نظرداراي صفت کیفی ) اشیا( تعداد افراد 2xو اگر

2  :برابر است با
2

2

x
p =

n
  

  ( )
( ) ( )

( ) ( )
2 2 2

22 2 2

2 2 2E X n p

22 2 2 2
2 2 2

2 2 2

E XX n p
E

n n n

Var XX n p q
Var

n n n

=

  
= = = =  

 → 
  = = = =   

2 2
2

2
2 2 2

2

E p p
xp =
n p qVar p

n
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1در این شرایط توزیع 2p p±عبارت است از :  
  اي دوجمله  تفاضل یا مجموع نسبت دو نمونه کوچک توزیع
  نرمال  تفاضل یا مجموع نسبت دو نمونه بزرگ توزیع

)  مجموع یا تفاضل نسبت دو نمونهمیانگین  )1 2 1 2E p p p p± = ±  

)  واریانس مجموع یا تفاضل نسبت دو نمونه ) 2 21 1
1 2

1 2

p qp q
Var p p

n n
± = +  

)  انحراف معیار مجموع یا تفاضل نسبت دو نمونه ) 1 1 2 2
1 2

1 2

p q p q
Var p p

n n
± = +  

XZ متغیر استاندارد مجموع یا تفاضل نسبت دو نمونه − µ
=

σ
  

( ) ( )1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

p p p p
Z

p q p q
n n

± − ±
=

+
  

  

  .قل بودن دو نمونه از یکدیگر استها و مست  که در این مقایسه فرض بر بزرگ بودن نمونهدنیوجه کت

  توزیع واریانس نمونه
n اگر 2 1X , , X , Xاي مستقل از یک جامعه نرمال با میانگین   نمونهµ 2و واریانسσ ،2 واریانس نمونهگاه آن باشدS با یکی از 

  :دو روش زیر قابل محاسبه است

  ( )2
i2 x x

:S
n 1

−
=

−
)میانگین جامعه∑ )µنامعلوم   

  ( )2
i2 x

:S
n

− µ
=

)میانگین جامعه∑ )µمعلوم   
ü دقت کنید!  

)فرض میانگین جامعه  پیشبه طوربا آنکه  )µشود، اما در صورت معلوم بودن میانگین جامعه  نامعلوم در نظر گرفته می( )µ، 
  . خواهد آمدبه دست 2Sتري براي مقدار دقیق

  : زیر تعیین کردصورت را به 2Sتوان توزیع  بسیار مشکل است اما تحت شرایط خاصی می2S آوردن توزیعبه دستبا آنکه 

 اي نرمال با میانگین نامعلوم تایی از جامعهn واریانس یک نمونه2Sکه درصورتی )فرض پیش (:1تعریف
))مجهول( )µ ،گاه آن باشد: 

( )2
ix −

=
∑2 x

S
n - 1

 

  

) از آماره2Sبراي بررسی توزیع مربوط به آماره ) 2

2
n 1 S−

σ
) با توزیع  )

2
n-1χ) با )  مربعکايn  زیر صورت به درجه آزادي 1-

  :شود استفاده می

  ( )
( )

( )

( )
( )

2
i2 2x x2 S i2 2n 1

n 1 n 12 2

x xn 1 S
−

=
−

− −

∑ −−
χ = → χ =

σ σ

∑  
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 )82 ـ اقتصاد(   کدام است؟،تایی کمتر از واریانس جامعه باشد81 واریانس یک نمونهاینکهدر یک جامعه نرمال احتمال  1 مثال

1( ( )( )2
80P 81χ ≤  2( ( )1,80P F 5≤  3( ( )1,80P F 6≤  4( ( )( )2

80P 80χ ≤  

 . درست است4گزینه  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 22 2
n 1 802 2

n 1 S n 1
P S P P n 1 P 80

n 81

−

  − − σ
  < σ = < = χ < − = χ <   σ σ 

=

  

nاگر  2 مثال 2 و =10
XS 2 و =80

X 65=σاستاندارد کاي مربع کدام است؟ مقدار ، باشد 

1( 11.08  2( 1.23  3( 15.32  4 (8.125  

 . درست است1 گزینه :حل

  
( ) 2

2 2
n 1 92

n 1 S 9 80 11.08
65

n 10

−

 − ×
 χ = → χ = =
 σ
 =

  

)ی متغیر تصادف،گیري از یک جامعه نرمال انجام شود وقتی نمونه 3 مثال ) 2

2
n 1 S−

σ
  با چند درجه آزادي است؟2χ داراي توزیع

 )70 ـ اقتصاد (  
1(n 1−  2(n  3(n 1+  4 (n 2−  

  . درست است1گزینه  :حل

) میانگین جامعهکه صورتیدر :2تعریف )µ،گاه آن  معلوم باشد: 

( )2
ix −

=
∑2S

n

µ
  

  

 از آماره2Sصورت براي بررسی توزیع مربوط به آماره در این
2

2
nS
σ

)با توزیع  )
2
nχ) با) کاي مربعnبه شرح زیر   درجه آزادي

  :شود استفاده می

  ( )

( )

( )
( )

2
i2 x 22 S i2 2n

n n2 2

xnS
−µ

=
∑

− µ
χ = → χ =

σ σ
∑  

)فرض میانگین جامعه  پیش:توجه )µدر صورت سؤال مطرح شود آنکه نامعلوم است مگر .  

  2Sامید و واریانس آماره 
)  توزیع در هر:یادآوري )

2
νχ با νدرجه آزادي همواره داریم :  

  ( )

( )

2

22

E ( )

( ) 2

ν

ν

χ = ν

σ χ = ν
  

  .استلت قابل محاسبه ا محاسبه امید و واریانس آماره در دو ح2S براي توزیع آماره2 و 1با توجه به تعاریف 
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)فرض میانگین جامعه  پیشبه طورکه  تیدر صور -1 )µنامعلوم در نظر گرفته شود :  

( ) ( )
( )

2 2
2

i2
4

2

E Sx x
S

2n 1 Var S
n 1

 = σ
− = →  σ−  =
 −

∑  

  :اثبات

  
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2
2

2 2

2
2
n 1 2

n 1 S n 1E n 1 E S n 1

n 1 S
−

  − −  → = − → = − →
  σ σ 

 −
χ =

σ

2 2 2
n-1E χ = n -1 E S = σ

  

  
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2
2

2 4

2
2
n 1 2

n 1 S (n 1)V ar 2(n 1) V ar(S ) 2 n 1

n 1 S
−

  − −  → = − → = − →
  σ σ 

 −
χ =

σ

4
2 2
n-1

2σVar χ = 2 n -1 Var(S ) =
n -1  

)که میانگین جامعه درصورتی -2 )µمعلوم باشد:  

( ) ( )
( )

2 2
2

i2
4

2

E Sx
S

2n Var S
n

 = σ
− µ = →  σ =


∑  

  :اثبات

  ( )( ) ( ) ( )

( )

2
2

2 2

2
2
n 2

nS nE n E S n

nS

  
→ = → = →    σ σ 


χ =

σ

2 2 2
nE χ = n E S = σ

  

  ( )( )

( )

2 2
2

2 4

2
2
n 2

nS nV ar 2n V ar(S ) 2n

nS

  
→ = → = →    σ σ 


χ =

σ

4
2 2
n

2σVar χ = 2n Var(S ) =
n  

 تابع nاي به حجم در نمونه.  توزیع شده است2σ و واریانسµ بر طبق قانون نرمال با امید ریاضیXمتغیر تصادفی 4 مثال

) به صورت(Statistic)اي  نمونه ) ( )2
i2

1 2 n
x x

f x , x ,..., x S
n 1

−
= = =

−
θ  )75  ـاقتصاد(   کدام است؟2Sواریانس. شود  تعریف می∑

1 (( )
4

2 2V ar S
n 1

σ
=

−
  2 (( )

( )

4
2

2
2nV ar S
n 1

σ
=

−
  3 (( )

4
2

2
2V ar S
n
σ

=  4 (( )
( )

4
2

2
2V ar S

n 1

σ
=

−
  

 . درست است1گزینه  :حل
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 تابع nاي به حجم در نمونه.  توزیع شده است2σ و واریانسµ بر طبق قانون نرمال با امید ریاضیXمتغیر تصادفی 5 مثال

) به صورت(Statistic) اي نمونه ) ( )2
i2

1 2 n
x x

f x , x ,..., x S
n
−

= = =θ   ترتیب کدام است؟  به2Sامید و واریانس. شود  تعریف می∑

 )75  ـاقتصاد(  

1( 
4

22 ,
n 1

σ
σ

−
    2 (( ) 4

2
2

2 n 1 n 1,
nn

− σ −
σ  

3 (
4

2
2

2 n,
n 1n

σ
σ

−
    4 (

( )

4
2

2
2n n 1,

nn 1

σ −
σ

−
  

 . درست است2گزینه  :حل

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
i i2

22 2 44
i

2 2 2

x x x xn 1Var S Var Var
n n 1 n

x xn 1 n 1 2 n 12Var
n 1 n 1n n n

   − −−   = =
   −
   

 −− − − σσ = = =
 − −
 

∑ ∑

∑
  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
i i i2 2x x x x x xn 1 n 1 n 1E S E E E
n n 1 n n n 1 n

     − − −− − −     = = = = σ
     − −
     

∑ ∑ ∑  
 

2S  واریانس  امید  توزیع  توضیحات  آماره  

( )2
i2 x x

S
n 1

−
=

−
∑  ( ) 2

2
n 1 S−

σ
)  میانگین نامعلوم   )

2
n 1−χ  ( )2 2E S = σ  ( )

4
2 2Var S

n 1
σ

=
−

  

( )2
i2 x

S
n
− µ

= ∑  
2

2
nS
σ

)  میانگین معلوم   )
2
nχ  ( )2 2E S = σ  ( )

4
2 2Var S

n
σ

=  
  

  هاي دو نمونه توزیع نسبت واریانس
2فرض کنید

1S2 و
2S1هاي دو نمونه مستقل با حجم  واریانسn2 وn2هاي نامعلوم  از دو جامعه نرمال با واریانس

1σ2 و
2σ و 

2 آماره ازآنجاکه . باشند2µ و1µهاي نامعلوم میانگین 2
1 2S S/دهد، با در نظر گرفتن روابط زیر   توزیع مشخصی را نشان نمی

)توزیع مربوط به آماره )
( )

2 2
1 1

2 2
2 2

S

S

/

/

σ

σ
) در شرایطی که واریانس دو جامعه برابر باشند )2 2

1 2σ = σ2 همان توزیع آماره 2
1 2S S/ 

  .است

  ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 1
1 12

2n 11 1
2 1 2

2 22
2 2n 12 2

22
n 11 1 n 1 S

2 2 2 2 2
1 11 1 1 1 1

n 1,n 12 2 2 2 2 2n 1 S
22 2 2 2 2 n 1

2
2 2 2

n 1 S1
n 1S S n 1

F
S n 1 S S1

n 1 n 1

/ /
/ /

−

−

−−
χ =

σ
− −−

χ = −σ

χ−
×

−σ σ σ −
= → = =

σ − σ χ
×

− σ −

  



 آمار و احتمال
 

  

 

530  
 

  :به عبارت دیگر

  ( )
( )

2 2
1 2

1 2 1 2

2 2 2
1 1 1

n 1 , n 1 n 1 , n 122 2
22 2

S S
~ F ~ F

SS

/

/
σ = σ

− − − −

σ
→

σ
  

)آماره :تعریف )
( )

2 2
1 1

2 2
2 2

S

S

/

/

σ

σ
)با) فیشر (F داراي توزیع )1n )ه آزادي براي صورت و درج−1 )2n  درجه −1

   .استآزادي براي مخرج کسر 

  ممعلو میانگین جوامع

) میانگین دو جامعهکه درصورتی )1 2,µ µمعلوم باشد براي محاسبه واریانس نمونه ( )2S رابطهجاي به ( )2
i2 x x

S
n 1

−
=

−
∑ 

)ه از رابطباید ) 2
i2 x

S
n

− µ
=

  : زیر استصورت توزیع آماره به صورت در این. ه کنیماستفاد ،تر است که دقیق ∑

  ( )
( )

2 2
1 2

1 2 1 2

2 2 2
1 1 1

n ,n n ,n22 2
22 2

S S
~ F ~ F

SS

/

/
σ =σσ

→
σ

  

)فرض، میانگین جامعه  پیش )µنامعلوم و واریانس دو جامعه برابر است .  

 )74 ـ اقتصاد(  پذیرید؟  کدام تعریف را میFتوزیعبراي  مثال
  . توزیع نسبت واریانس دو جامعه اصلی است)1
  .توزیع نسبت واریانس نمونه به واریانس جامعه اصلی است) 2
  .توزیع نسبت واریانس جامعه اصلی به واریانس نمونه با درجه آزادي معلوم است) 3
  .تتوزیع نسبت واریانس دو نمونه اس) 4

  .  درست است4گزینه  :حل
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  استنباط آماري
آزمودن فرضی درباره یکی از پارامترهاي « یا »برآورد پارامتري از جامعه «به فرآیندي که در آن از نتایج حاصل از نمونه براي

  .گویند استنباط آماريشود،   استفاده می»جامعه
براي مثال ممکن است در یک مطالعه . دارد...  اقتصادي، بازرگانی و هاي امروزه مسئله برآورد و آزمون، کاربردهاي فراوانی در زمینه

اي از خانوارهاي شهر   توان نمونه براي این کار می. اقتصادي تمایل داشته باشیم متوسط درآمد خانوارهاي ساکن در یک شهر را بدانیم
ز درآمد متوسط تمام خانوارهاي شهر در نظر گرفت؛ ها را محاسبه کرد، سپس این مقدار را برآوردي ا را انتخاب و متوسط درآمد آن

  .توانیم با استفاده از این برآورد، آن را آزمون کنیم همچنین اگر حدس یا ادعایی درباره این پارامتر از جامعه وجود داشته باشد می
جامعه مورد تحلیل و بررسی قرار ، براي استنباط آماري درباره پارامترهاي »آزمون فرض«و در فصل بعد » برآورد«در ادامه، مبحث 

  .گیرند می

  (Estimation)) تخمین(برآورد 
گوییم برآوردي از پارامتر  اي برسیم، می هرگاه براي یافتن پارامتر مجهول جامعه به کمک نتایج حاصل از نمونه به مقدار یا محدوده

  .ایم را به دست آورده
اي که از جامعه انتخاب  ارامترهاي مورد نظر جامعه را با نتایج حاصل از نمونهتوان پ در این فصل توضیح خواهیم داد که چگونه می

  .شده است، برآورد کرد

  انواع برآورد
  :اي براي پارامتر به دست آوریم، به دو نوع برآورد خواهیم رسید هنگام برآورد پارامتر جامعه بسته به اینکه بخواهیم مقدار یا محدوده

  اي برآورد نقطه -1
  اي ورد فاصلهبرآ -2

اي با  که در برآورد فاصله  در حالی،کنیم  استفاده میθ حاصل از نمونه براي تخمین پارامتر θ̂ از مقدار آماره ،اي در برآورد نقطه
  . در آن قرار داردθرسیم که با احتمال مشخصی مطمئن هستیم پارامتر  اي می ، به فاصلهθ̂تعیین حدودي اطراف آماره 

اي دقت بیشتري دارد چراکه  اي نسبت به برآورد نقطه  هر یک از دو نوع برآورد خواهیم دید که برآورد فاصلهدر ادامه با تشریح
 درجه صحت بیشتري نسبت به یک مقدار دارد که معلوم نیست همان ،براي یافتن یک عدد مجهول، همواره داشتن یک فاصله

  .مقدار مجهول است یا خیر

  اي رد نقطهاي به برآو مزیت برآورد فاصله
شود، دقت  اي، به این علت که با تعیین یک فاصله به نام فاصله اطمینان درجه صحت و حدود خطا مشخص می برآورد فاصله

  .اي دارد بیشتري نسبت به برآورد نقطه
 )75اقتصاد ـ (  :شود این است که اي ترجیح داده می اي به برآورد نقطه علت اینکه برآورد فاصله مثال

  .دهد دون تورش و سازگارتري به دست میبرآوردهاي ب) 1
  .دهد برآوردهاي سازگار و کاراتري به دست می) 2
  .دهد برآوردهاي بدون تورش، سازگار و کاراتري به دست می) 3
  .کند درجه صحت برآورد را مشخص می) 4

 . درست است4گزینه  :حل
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  (Point Estimation)اي  برآورد نقطه
اي و مقدار آن یک برآورد   یک برآوردکننده نقطهθ̂ گاه آن در نمونه استفاده کنیم θ̂از آماره θهرگاه براي برآورد پارامتر مجهول 

  . استθاي براي پارامتر  نقطه
,1 فرض کنید نمونه تصادفی،براي مثال 2, 4,7, nبا حجم  4  آن نامشخص است، انتخاب شده اي که پارامترهاي  از جامعه=5

)اکنون چنانچه بخواهیم میانگین جامعه. باشد )µترین راه این است که میانگین نمونه یم ساده را برآورد کن( )x را به عنوان 
  :تخمینی از آن ارائه دهیم

  x
x 3.6

n
= =∑  

xدر رابطه بالا، 
X

n
= ) و مقدار آناي برآوردکننده نقطه یک ∑   .براي میانگین جامعه است اي برآورد نقطه یک 3.6(

  

 داشته باشد که با استفاده از اي رابطه گوییم هرگاه θ براي پارامتراي برآوردکننده نقطه را یک θ̂آماره :تعریف
  .ائه دهد ارθاي عنوان برآورد نقطه نتایج نمونه تنها یک مقدار را به

  

  اي مهم هاي نقطه برآوردکننده

x آماره ـ
X

n
=   .است) میانگین جامعه (µاي براي پارامتر   یک برآوردکننده نقطه∑

xp آماره ـ
n

  .است) نسبت جامعه (pاي براي پارامتر  یک برآوردکننده نقطه=

)هاي  آمارهـ )2
2 x

S
n
− µ

= ) و∑ )2
2 x x

S
n 1

−
=

−
  .هستند) واریانس جامعه( 2σاي براي هاي نقطه  برآوردکننده∑

)اي براي برآورد میانگین جامعه تایی از جامعه100در یک نمونه 1مثال )µ 2 واریانس نمونهکه درصورتیS   باشد، برآورد=16
  اي انحراف معیار میانگین نمونه کدام است؟ نقطه

1( 4  2( 0.16  3( 0.4  4 (16  

  .  درست است3نه گزی :حل

  
X

X

2
XX

S 4S 0.4
n 100

n 100 , S 16 S 4


= = =


 = = → =

  

)تایی براي برآورد نسبت بیکاري در جامعه100در یک نمونه 2مثال )p،90اي نرخ بیکاري و   برآورد نقطه. نفر بیکار بودند
  انحراف معیار نرخ بیکاري کدام است؟

1( 0.3 , 0.9  2( 0.03 , 0.09  3( 0.3 , 0.09  4 (0.03 , 0.9  

  .  درست است4گزینه  :حل
x 90p 0.9
n 100

= =   )برآورد نرخ بیکاري(=

p
p q 0.9 0.1 0.03
n 100

×
σ = =   )ار نرخ بیکاريانحراف معی(=








  



  …اي و  هاي نمونه توزیع
  

 

533 
 م

هاي مختلفی وجود دارد،  این براي هر پارامتر مجهول برآوردکنندهبنابراي تابعی از نمونه تصادفی هستند،  چون برآوردهاي نقطه
  .ها را انتخاب کنیم هاي مختلف براي یک پارامتر مجهول بهترین آن براي همین باید در بین برآوردکننده

  اي قطههاي ن خواص مطلوب برآوردکننده
  .ها براي استنباط درباره پارامتر انتخاب شود هاي متفاوتی وجود دارد که باید بهترین آن براي هر پارامتر از جامعه برآوردکننده

 µها با  هستند که امید هر دوي آن) میانگین جامعه (µدو برآوردکننده براي تخمین) میانه (Mdو) میانگین (Xبراي مثال
  .تري است  دارد و برآوردکننده مطلوبMd پراکندگی کمتري نسبت بهX در ادامه خواهیم دید،طورکه همانبرابر است اما 

  
  :شرح زیر است توان بهترین برآوردکننده را براي استنباط درباره پارامتر جامعه انتخاب کرد به ها می  آنخواصی که از روي

  ) ناتور بودن بودن،بدون تورش( نااریبی -1
  )حداقل واریانس( کارایی -2
) حداقل میانگین مجذور خطا-3 )MSE  
  )پایداري( سازگاري -4

 (Unbias) نااریبی

براي پارامتر ) بدون تورش، ناتور(اي نااریب  گاه آن آماره برآوردکننده هرگاه میانگین یک آماره دقیقاً بر پارامتر منطبق شود، آن
  .استجامعه 

(پارامتر   Eآماره= (         ←→  آماره برآوردکننده نااریب براي پارامتر   

  :گاه آن باشد، θ یک برآوردکننده دلخواه براي پارامتر θ̂اگر آماره  :تعریف

 ( )ˆE 0θ − θ ) یا = )ˆ ˆEθ ←→ θ = θنااریب برايθ  
  

  :یادآوري
) پارامتر هر جامعهازآنجاکه )θیک عدد ثابت و امید هر عدد برابر با همان عدد است پس ( )E θ = θو خواهیم داشت :  

  ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆE E E E 0θ  ←→  θ = θ  ←→  θ = θ   ←→  θ − θ   نااریب=

 )70 ـ اقتصاد(  : یک برآوردکننده نااریب است اگرθ براي پارامترθ̂برآوردکننده  1مثال

1 (( )2 2ˆσ θ = θ  2 (( )ˆP 0θ − θ ≥ ε =  3 (( ) ˆE θ = θ  4 (( )ˆE θ = θ  

 .  درست است4گزینه  :حل
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   (Bias) یا تورشاریبی
Eˆآماره(اگر (θ با پارامتر θمتفاوت باشد ( )ˆE )θ > θیا ( )ˆ(E θ < θگاه آماره  آنθ̂ و این تفاوت به عنوان میزان است اریب 

  :شود  شناخته می)تورش (اریبی

( ) ( )ˆ ˆE E= θ − θ = θ − θ تورش( اریبی(  
)  پارامتر جامعه یک عدد ثابت است و امید ریاضی هر عدد ثابت، خود عدد ثابت استθدانیم  میطورکه همان :توجه )E θ = θ، 

  :بنابراین
  ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆE E E Eθ − θ = θ − θ = θ − θ 

  
  نااریبθ̂) الف

  

  
   اریبθ̂) ب

  :نتیجه
) باشد نااریبθ̂اگر) الف )( )ˆE θ = θبرعکسبرابر صفر خواهد بود و ) تورش(گاه میزان اریبی  ، آن.  

  ( ) ( )ˆ ˆE E 0= θ − θ = θ − θ  اریبی =
ˆE    

 
θ = θ

←→ آماره θ̂نااریب  

)که درصورتی باشد، اریب θ̂اگر) ب )ˆE θ > θگاه  برقرار باشد آنθ̂گرایش به این دارد که پارامتر θ را زیادتر برآورد کند و 

)اگر )ˆE θ < θگاه  باشد، آنθ̂ گرایش به این دارد که پارامتر θرا کمتر برآورد کند .  

  ( ) ( )ˆ ˆE E 0= θ − θ = θ − θ  اریبی ≠
ˆE    

 
θ ≠ θ

←→ آماره θ̂اریب  

 )83 ـ حسابداري(   است؟درستها  این گزینهیک از  تر از پارامتر باشد، کدام  بزرگE)آماره(اگر  2مثال
  .آماره داراي اریبی است) 1
  .آماره داراي کمترین واریانس است) 2
  .آماره سازگار است) 3
  .ظر کرد نباید نوع آماره مشخص باشد، تا بتوان اظهار) 4

 .  درست است1گزینه  :حل
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) به صورت Xتابع چگالی احتمال 3مثال ) 1f x

0 x

 =
θ

 < < θ

ˆXزن  تخمینkبه ازاي چه مقداري از.  است
k

θ زنی  تواند تخمین  می=

 باشد؟ θبراي پارامتر) نااریب(ناتور 

1( 1
2

 2( 1  3( 2  4 (3  

 .  درست است1گزینه  :حل

) نااریب گوییم هرگاه شرطθ را براي تخمین پارامترθ̂برآوردکننده )ˆE θ = θبراي کنترل این شرط ازآنجاکه.  برقرار باشد 
)به )E Xکنیم  نیاز داریم، ابتدا آن را محاسبه می:  

  :راه حل اول

  ( ) ( )
2

0 0
0

x xE X xf x dx dx
2 2

θ
θ θ   θ

= = = = 
θ θ  

∫ ∫  

)ازآنجاکه: راه حل دوم )f xتابع توزیع یکنواخت پیوسته است، داریم :  

  ( ) 0E X
2 2

θ + θ
= =  

  : آیدبه دست kل کنیم تا مقدارتوانیم شرط نااریبی را کنتر حال می

  ( ) ( )E XX 12ˆ: E E k
k 2

θ
 θ = θ  →  = θ  →  = = =  θ θ 

  نااریبی

 اي با تابع چگالی زیر است؟  از جامعهθهاي زیر یک برآوردکننده نااریب براي پارامتر یک از گزینه کدام 4مثال

  ( ) 1f x

0 x

 =
θ

 < < θ

  

1( ˆ 2Xθ =  2( Xˆ
2

θ =  3( ˆ Xθ =  4( ˆ 4Xθ = 

 .  درست است1گزینه  :حل

) نااریب گوییم هرگاه شرطθ را براي تخمین پارامترθ̂برآوردکننده )ˆE θ = θبراي کنترل این شرط در ازآنجاکه.  برقرار باشد 
)ها به تمام گزینه )E Xکنیم را محاسبه می  نیاز داریم، ابتدا آن:  

  ( ) ( )
2

0 0
0

x xE X xf x dx dx
2 2

θ
θ θ   θ

= = = = 
θ θ  

∫ ∫  

  :ها کنترل کنیم حال کافی است شرط نااریبی را براي گزینه

  ü    نااریب( ) ( ) ( )ˆ: E E 2X 2E X 2
2
θ

θ = = = × = θ 1گزینه  

)اریب       ) ( )X 1 1ˆ: E E E X
2 2 2 2 4

θ θ θ = = = × = 
 

  2گزینه 

)اریب       ) ( )ˆ: E E X
2
θ

θ =   3گزینه =

)اریب       ) ( ) ( )ˆ: E E 4X 4E X 4 2
2
θ

θ = = = × = θ 4گزینه  
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K)تورش(با اریب θبرآوردکننده پارامتر θ̂اگر 5مثال 2θ  است؟) بدون تورش( کدام برآوردکننده زیر نااریب گاه آن باشد، −

1( 
ˆ

K 1
θ
+

  2( 
ˆ 2
K 1
θ +

+
  3( 

ˆ2
2K 1

θ
+

  4( 
( )

1
ˆK 1+ θ

  

 .  درست است2گزینه  :حل
  :گیریم ابتدا رابطه مربوط به اریبی را در نظر می

  ( )ˆE K 2= θ − θ = θ    اریبی−
) برابر است باθ براي پارامترT شرط نااریبی برآوردکننده دلخواهازآنجاکهحال  )E T = θ کافی است در رابطه بالا ،θ را به

  : مشخص شودT قرار دهیم تا برآوردکننده نااریبEي منتقل کنیم و بقیه مقادیر را در سمت چپ، داخلسمت راست تساو

  ( ) ( )
ˆ 2ˆ ˆE K 2 E 2 K E
K 1

 θ +
θ − θ = θ −   →  θ + = θ + θ  →  = θ  + 

  

 چقدر باشد تا آماره aضریب.  باشندθیب و مستقل براي پارامترهاي ناار  برآوردکننده2u و1uفرض کنید 6مثال
1 2u u

T
2 a

=   باشد؟θ یک برآوردکننده نااریب براي +

1( 2  2( 4  3( 1  4 (5  

 .  درست است1گزینه  :حل
  :داریم هستند، θهاي نااریب براي پارامتر   برآوردکننده2u و 1u ازآنجاکه

  ( ) ( )1 2E u , E u= θ      = θ  
  : آوریم کافی است شرط نااریبی را براي آن برقرار کنیمبه دست Tرا براي نااریبی آماره  aحال براي آنکه مقدار 

  ( )
( )1E u

: E T

θ

= θ  →  
( )2E u

2

θ

+
1 1 1 a 2
2 aa

= θ  →  + =    شرط نااریبی=  →  

ˆXنده  برآوردکنk چه مقداري ازيبه ازا 7مثال
k

θ اي است که داراي   جامعهθاز پارامتر) نااریبی(برآوردکننده بدون تورشی =
  )85  ـاقتصاد(  تابع احتمال گسسته مقابل است؟

x 0 ,1=  
  xبراي سایر مقادیر

( ) ( )
( )

1 xxf x 1 ;

f x 0 ;

− = θ − θ


=
  

1 (1
2

  2 (1  3 (2  4 (5 

 .  درست است2گزینه  :حل
)   : است داریمθ، تابع چگالی توزیع برنولی با پارامتر تابع ایناینکهبا توجه به  )E X→ = θبرنولیX ~  

) نااریب باشد باید θ برايθ̂حال اگر بخواهیم )ˆE θ = θبنابراین، شود :  

  ( ) ( )E XXˆE E k 1
k k k

θ θ = θ → = = = θ → = 
 

  

  : را محاسبه کنیمX، تابع چگالی توزیع برنولی است باید امیداگر تشخیص ندهیم که تابع چگالی

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 x 1 0 1 1x 0 1

x 0 x 0
E X xf x x 1 0 1 1 1− − −

= =

= = θ − θ = × θ × − θ + ×θ × − θ =θ∑ ∑  
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  جامعههاي نااریب براي پارامترهاي  آماره
  هاي نااریب براي میانگین جامعه  آماره-1
nاگر 2 1X ,..., X , Xیناي با میانگ  مستقل از جامعهاي  نمونه µ و( )1E X = µ و...  و( )nE X = µگاه آن،  باشد:  

X زننده نااریب براي تخمینµ  
( )E X = µ  →  

n

i
i 1

x

: X
n

==

∑
  الف( میانگین نمونه

  
Md زننده نااریب براي تخمینµ  

( )E Md = µ  →  : Mdب (میانه  
  

X زننده نااریب براي تخمینµ  
( )E X = µ  →  

b

i
i a

x

X
b a 1

==
− +

∑
ج( 

ü  دقت کنید!  
a که زمانی. است) ج(حالت خاصی از ) الف(قسمت  b و =1 n=باشد .  

  

T زننده نااریب براي تخمینµ  
→  ( )E T = µ  

  )b با است برابرixمجموع ضرایب(

n

i i
i 1 1 1 n n

1 2 n

a x
a x ... a x

T
b b

a a ... a b

=



 + + = =

 + + + =

∑
د (

  

T زننده نااریب براي تخمینµ  
→  ( )E T = µ  

  )1 با است برابرixمجموع ضرایب(

n

i i 1 1 n n
i 1

1 2 n

T a x a x ... a x

a a ... a 1
=


 = = + +



+ + + =

ه (∑

)  استفاده کرد زیراix ازixجاي توان به می) ه(و ) د(، )ج(ابط در رو :تبصره ) ( )i iE X E X= = µ   
  :توانیم به صورت زیر عمل کنیم  می)ه( و )د( و )ج(هاي  براي اثبات قسمت

  ( )
( )aE X

E T =
( )b... E X

µ

+ + ( )
( )
b a 1

b a 1 b a 1

µ

− + µ
= = µ

− + − +
  ج (

  ( )
( )1 1a E X

E T =
( )n n... a E X

µ

+ + ( )1 na ... a

b

µ

+ +
=

b

b

µ
= µ) د  

  ( ) ( )1 1E T a E X= ( )n n... a E X
µ

+ + ( )1 na ... a
µ

= + +
1

µ = µ) ه  



 آمار و احتمال
 

  

 

538  
 

3 که درصورتی 1مثال 2 1X ,X , Xداراي توزیعی با میانگین µ 3هاي  یک از آماره  کدامگاه آن باشند 2 1T , T , T براي میانگین 
 جامعه نااریب هستند؟

  1 2 1 2 3 1 2 3
1 2 3

3X X 3X 2 X X X 3X X
T , T , T

3 6 3

+ + + + −
= = =  

1 (1T  2 (3 2T , T  3 (3 1T , T  4 (2 1T , T  

 .  درست است2گزینه   :حل
3هاي براي آنکه آماره 2 1T , T , Tبراي  µ ها برابر هر کدام از آن) میانگین( جامعه نااریب باشند باید امیدµشود .  

)اریب1T  : داریم»د«حالت با توجه به  )3 1 31 2
1 1

3X X
T E T

3
+ ≠+

= → ≠ µ →  

  2Tنااریب ( )3 2 1 61 2 3
2 2

3X 2X X
T E T

6
+ + =+ +

= → = µ →  

  3Tنااریب ( )1 3 1 31 2 3
3 3

X 3X X
T E T

3
+ − =+ −

= → = µ →  

  :شود  به صورت زیر محاسبه می1T میزان اریبیحال درعین

  ( )1
4E T
3 3
µ µ

= − µ = − µ ( پارامتر= Eآماره−   اریبی=)

)که درصورتی 2مثال )T 2 X 1 X= + − α میانگین جامعه باشد و) آماره( برآوردکنندهX نیز داراي میانگین µي باشد به ازا 
  یک برآوردکننده نااریب خواهد بود؟α،Tکدام مقدار از 

1 (1
2

  2 (4  3 (2  4 (1
4

  

 .  درست است3گزینه  :حل

)براي نااریب بودن کافی است : راه حل اول )E T = µ ،درنتیجه شود:   
  ( ) ( )( ) ( )E T E 2X 1 X 2 1 2= + − α = µ + − α µ = µ → α =  

  :داریم »ه«حالت  با توجه به :راه حل دوم

  T نااریب( ) ( ) ( )
( )

2 1 1T 2x 1 x E T
2 1 1 2

+ −α = = + − α → = µ →


+ − α = → α =
  

nاگر 3مثال 2 1X , ... , X , X تصادفی به حجم مشاهدات حاصل از نمونه nاي با میانگین  از جامعهXµ2 و واریانسσ 
 )73 ـ اقتصاد(  هاي زیر انتخاب کنید؟  میانگین جامعه را از بین آمارهXµ) اتورشب( برآورد اریب ،باشند

1(

n 1

i
i 1

x

X
n 1

−

==
−

∑
  2(

n

i
i 3

x

X
n 2
==

−

∑
  3(

n

i
i 1

x

X
n 1
==

−

∑
  4(

n 1

i
i 2

x

X
n 2

−

==
−

∑
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 . درست است3گزینه  :حل
 :یمدار) ج(بنابر حالت 

  ( ) ( )

n

i
i 3

E x
n 3 1

: E X
n 2 n 2

=

 
 
  − + µ = = = µ

− −

∑
)           2گزینه  ) ( )

n 1

i
i 1

E x
n 1 1 1

: E X
n 1 n 1

−

=

 
 
  − − + µ = = = µ

− −

∑
  1گزینه 

  ( ) ( )

n 1

i
i 2

E x
n 1 2 1

: E X
n 2 n 2

−

=

 
 
  − − + µ = = = µ

− −

∑
)    4گزینه  ) ( )

n

i
i 1

E x
n 1 1 n: E X

n 1 n 1 n 1
=

 
 
  − + µ = = = µ

− − −

∑
  3گزینه 

nاگر 4مثال 2 1x , ... , x , xي زیر براي ها یک از برآوردکننده اي تصادفی از یک جامعه دلخواه باشد، کدام  نمونهµ نااریب 
 )79 ـ اقتصاد(  است؟) ناتور(

1 (
( )

n

i
i 1

1

2 x 1

ˆ
n

=

+

µ =

∑
    2 (

k n

i i
i 1 i 1 k

2

x x
1ˆ ( )
2 k n k

= = +µ = −
−

∑ ∑
  

3 (
( )

n

i
i 1

3

2 x 1

ˆ
n

=

−

µ =

∑
    4 (

k n

i i
i 1 i 1 k

4

x x
1ˆ ( )
2 k n k

= = +µ = +
−

∑ ∑
  

 . درست است4گزینه  :حل
 . نااریب است4 را بررسی کنیم، گزینه 4و  2هاي  گزینه) ج(اگر ابتدا بر اساس حالت 

  

b k

i i
i a i 1a 1,b k

1

x x

X
b a 1 k

= == == →
− +

∑ ∑
 

  

b n

i i
i a i k 1a k 1,b n

2

x x

X
b a 1 n k

= = += + == →
− + −

∑ ∑
  

  
( ) ( ) ( )

k n

i i
i 1 i 1 k

1 22

x x
1 1 1ˆE E ( ) E X X 0
2 k n k 2 2

= = +µ = − = − = µ − µ =
−

∑ ∑

  

  ( ) ( ) ( )

k n

i i
i 1 i 1 k

1 24

x x
1 1 1ˆE E ( ) E X X
2 k n k 2 2

= = +µ = + = + = µ + µ = µ
−

∑ ∑
  

  :کنیم  را نیز بررسی می3 و 1هاي   گزینه،براي درك بهتر

  ( )
( )

( ) ( )( ) ( )

n n n

i i
i 1 i 1 i 1

1

2 x 1 x 1

ˆE E 2 (E E ) 2 E X E 1 2 1
n n n

( ) ( ) ( )= = =

+

µ = = × + = + = µ +

∑ ∑ ∑
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  ( )
( )

( ) ( )( ) ( )

n n n

i i
i 1 i 1 i 1

3

2 x 1 x 1

ˆE E 2 (E E ) 2 E X E 1 2 1
n n n

( ) ( ) ( )= = =

−

µ = = × − = − = µ −

∑ ∑ ∑
  

 محاسبه 2X و 1Xهاي  از جامعه نرمالی گرفته شده است و میانگین2n و1nهاي دو نمونه تصادفی مستقل به حجم 5مثال
 )77  ـاقتصاد(   براي برآورد میانگین جامعه کدام است؟θبدون تورش) زن تخمین(برآوردکننده . شده است

1 (1 2

1 2

X X
n n

θ = +    2 (1 1 2 2

1 2

n X n X
n n

+
θ =

+
  

3 (1 1 2 2

1 2

n X n X
n n

+
θ =    4 (1 1 2 2n X n Xθ = +  

 . درست است2گزینه  : حل

)با توجه به آنکه همواره )iE X = µکنیمبررسیها  ست شرط نااریبی را براي همه گزینه ا، کافی :  

  ( ) 1 2

1 2

n n
: E

n n
µ + µ

θ = = µ
+

)                                   2گزینه  )
1 2

: E
n n
µ µ

θ = + ≠ µ1گزینه  

  ( ) 1 2: E n nθ = µ + µ ≠ µ 4گزینه                              ( ) 1 2

1 2

n n
: E

n n
µ + µ

θ = ≠ µ3گزینه  

  هاي نااریب براي نسبت جامعه ـ آماره2
با در نظر گرفتن جامعه ) نسبت بیکاري ـ نسبت بیسوادي(یک صفت کیفی در جامعه باشیم ) درصد( به دنبال نسبت که درصورتی

)مورد نظر براي صفت pاي با نسبت  به صورت دوجمله )( )2
XE X np , npq= σ =:  

xp را داشته باشند آماره مورد نظرتاي آن صفت xتایی که n در صورت انتخاب یک نمونه )الف
n

یک ) نرخ نمونه (=
  : در جامعه خواهد بودpبرآوردکننده نااریب براي نسبت 

pزننده نااریب براي  تخمینp  
( )E p p=  →  

xp
n

= 

   :یادآوري

  ( ) ( )E XX npE p E p
n n n

 = = = = 
 

  

ها صفت   از نمونهیک تاي هر 2x و1x از جامعه انتخاب کنیم که به ترتیب2n و1n دو نمونه مستقل به حجمکه درصورتی )ب

1 گاه  را داشته باشند، آنمورد نظر
1

1

x
p

n
2 و =

2
2

x
p

n
  :است وها   موفقیت در نمونه به ترتیب نسبت=

  ( ) ( )1 1 1E X n p E p p= → =  
  ( ) ( )2 2 2E X n p E p p= → =  

  : در جامعه خواهند بودpهاي نااریب براي نسبت  هاي زیر برآوردکننده در این وضعیت آماره
T وردکننده نااریب برايبرآp  1-  ( )E T p=  

→  
1 2

1 2

x x
T

n n
+

=
+

  

  ( ) ( ) ( )1 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2

E X E XX X n p n p
E T E p

n n n n n n
+ + +

= = = = + + + 
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T برآوردکننده نااریب برايp  
2-  ( )E T p=  →

  

1 1 2 2
2 2
1 2

n x n x
T

n n

+
=

+
  

  ( )
( )1 11 1 2 2

2 2
1 2

n E Xn X n X
E T E

n n

 + = =
 + 

( )
1n p

2 2n E X+
2n p

2 2
1 2

2 2 22
11 2 2

n p n p
p

n n n n

+
= =

+ +
  

T برآوردکننده نااریب برايp  3-  ( )E T p=  
→  

1 2p p
T

2
+

=  

  ( ) ( ) ( )1 21 2 E p E pp p p pE T E p
2 2 2

++ + = = = = 
 

  

1هاي   از جامعه گرفته شده است و نسبت2n و 1nهاي  دو نمونه تصادفی مستقل از هم به حجم 1مثال
1

1

x
p

n
2 و=

2
2

x
p

n
= 

xp براي برآورد θ̂ن تورش بدو) زن تخمین(برآوردکننده . محاسبه شده است
N

 )78 ـ اقتصاد(   در جامعه کدام است؟=

1 (1 2

1 2

x xˆ
n n

θ = + 2 (1 2

1 2

x xˆ
n n

+
θ =

+
  3 (1 1 2 2

1 2

n x n xˆ
n n

+
θ =

+
  4 (1 2

1 2

x xˆ
n n

+
θ =  

 . درست است2گزینه  :حل

  :  است، زیراp برآوردکننده نااریب براي2 در گزینه θ̂، فقط آماره ) 1( حالت بنا بر

  ( ) ( ) ( )1 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2

E X E XX X n p n p
E E p

n n n n n
ˆ

n

+ + +
= = = = + + + 

θ  

  :زیرا گزینه ها اریب هستند ي سایرها  آمارهحال درعین

  ( ) ( ) ( )1 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2

E X E XX X n p n pˆ: E E 2p p
n n n n n n

 
θ = + = + = + = ≠ 

 
  1گزینه

  ( ) ( ) ( ) 2 2
1 1 2 21 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2

n E X n E Xn X n X n p n pˆ: E E p
n n n n n n

+ + +
θ = = = ≠ + + + 

  3گزینه

  ( ) ( ) ( )1 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2

E X E XX X n p n pˆ: E E p
n n n n n n

+ + +
θ = = = ≠ 

 
  4گزینه

 از جامعه گرفته شده و 2n و1nهاي اي دو نمونه تصادفی مستقل به حجم ها در جامعه براي تخمین نسبت موفقیت 2مثال
کمیت انتظاري این . ها در نمونه اول و دوم است  تعداد موفقیت2x و1x زیر پیشنهاد شده است که در آنهبرآوردکنند

 )87  ـاقتصاد(  برآوردکننده کدام است؟

  1 2

1 2

x x1p̂
2 n n

 
= + 

 
  

1(p  2 (xµ  3 (
1 2

p
2n n

  4 (( )1 2 X

1 2

n n
n n
+ µ

+
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 . درست است1گزینه  :حل

1 در مثال قبلی است که در1 در این سؤال همان گزینه p̂شود آماره طورکه دیده می همان
2

 ضرب شده و به صورت یک آماره 
  :نااریب درآمده است

  ( ) 1 2

1 2

n p nˆ p1E p
2 n

p
n

 
= + = 

 
  

  هاي نااریب براي واریانس جامعه  آماره-3
nاگر 2 1X ,..., X , Xنمونه تصادفی مستقل به حجم nاز جامعه نرمالی با میانگین µ2 و واریانسσگاه  باشد آن:  

نامعلوم باشد از) میانگین جامعه (µ در شرایطی که )الف

n
i

i 1
x

X
n

==
∑

 2Sاستفاده کرده و برآوردکننده نااریب) میانگین نمونه( 
  :شود به شکل زیر بررسی می

2S2 برآوردکننده نااریب برايσ  
( )2 2E S = σ  

→  

( )
n 2

i
i 12

x x

S
n 1

=
−

=
−

∑
 

  

)البته از بسط رابطه بالا به )2
i22

i
x1S x

n 1 n

 
 = − −
  

∑
)رسیم که  می∑ )2 2E S = σاست .  

) الف( و به برآوردکننده بهتري نسبت به حالت نیست X دیگر نیازي بهمعلوم باشد،) میانگین جامعه (µ در شرایطی که)ب
  :رسیم می

2S2 برآوردکننده نااریب برايσ  
( )2 2E S = σ  →  

( )
n 2

i
i 12

x

S
n

=
− µ

=
∑

  

البته از بسط رابطه بالا به
2
i 2x

n
− µ∑رسیم که  می( )2 2E S = σاست .  

    :نکته
  .است) الف(تر از  مطلوب) ب( در وضعیت 2S در شرایط برابر آماره-1
 یک 2S بنابراین هر رابطه دیگري براي،هستند) واریانس جامعه (2σهاي نااریب براي تنها آماره) ب(و ) الف(هاي   وضعیت-2

  .است 2σبرآوردکننده اریب براي

nهاي اگر کمیت 1مثال 2 1X , ... , X , Xنمونه تصادفی با حجم n آماره یا (اي  یک از توابع نمونه باشد، کدام از جامعه نرمال
(Statistic زیر تخمین با تورش )اریب ( 2از واریانسσاست؟   )71 ـ اقتصاد( 

1 (( ) ( ) 2
i

1 n
x x

f x , ... , x
n 1

−
=

−
∑  2 (( ) ( ) 2

i
1 n

x x
f x , ... , x

n

−
=

∑  

3 (( ) ( ) 2
i

1 n
x

f x , ... , x
n

− µ
=

∑  4 (( )
2
i 2

1 n
x

f x , ... , x
n

= − µ∑  
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 . درست است2گزینه  :حل

) اگر 2مثال )2
i2 x x

S
n

−
=

)گاه   باشد، آن∑ )2E Sکدام است؟  

1 (2σ  2 (2n 1
n
−

σ  3 (2n
n 1

σ
−

  4 (( ) 2n 1− σ  

 .  درست است2گزینه  :حل

) آماره )2
i2 x x

S
n

−
=

n باید مخرج کسر x زیرا در صورت استفاده از است یک برآوردکننده اریب ∑  با توجه 2S باشد تا−1

)توانیم می) الف(نابراین، به کمک وضعیت  باشد ب2σیک آماره نااریب براي) الف(به وضعیت  )2E S به دست را در این وضعیت 
  :آوریم

  ( ) ( ) ( )2 2
i i2 2x x x xn 1 n 1 n 1E S E E

n 1 n n n 1 n

   − −− − −   = = = σ   
 −   − 

∑ ∑  

)که درصورتی 3مثال )2
i2 x

S
n 1

− µ
=

−
)گاه  باشد آن∑ )2E Sکدام است؟  

1 (2σ  2 (2n 1
n
−

σ  3 (2n
n 1

σ
−

  4 (2nσ  
 .  درست است3گزینه  : حل

 باشد، بنابراین 2σه نااریب برايیک برآوردکنند) ب( با توجه به وضعیت 2S باشد تاn باید مخرج کسر µدر صورت استفاده از 
2S واست در این حالت اریب ( )2E Sشود  به صورت زیر محاسبه می:  

  ( ) ( ) ( )2 2
i i2 2x xn n nE S E E

n n 1 n 1 n n 1

   − µ − µ   = = = σ   − − −   
   

∑ ∑  

   (Minimal Variance) )حداقل واریانس(کارایی 
تر  اي مطلوب هایی که شرط نااریبی را دارند، آماره هاي مربوط به پارامتر جامعه از بین آماره ی براي آمارهبعد از بررسی شرط نااریب

  . است که واریانس کمتري داشته و در اطراف پارامتر جامعه به شدت متمرکز باشد

اي کاراتر است که واریانس کمتري داشته  ، برآوردکنندهθ براي پارامتر 2θ̂ و 1θ̂از بین دو برآوردکننده نااریب  :تعریف
  .تر باشد و متمرکز

  

1θ̂ 2 وθ̂نااریب   
( ) ( )1 2
ˆ ˆV ar V arθ < θ  →  1θ̂ 2 کاراتر ازθ̂  
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2 1
ˆ ˆ,θ θهاي نااریب براي   هر دو برآوردکنندهθ 1 هستند اماθ̂ 2 ازθ̂به عبارت یا کاراتر است چون واریانس کمتري دارد  

  . متمرکزتر استθ حول ،دیگر

)اگر براي برآورد پارامتر جامعه 1مثال )µاز Xو میانه ( )Me74 ـ اقتصاد(  : استفاده کنیم( 
1 (X کاراتر از Meهر دو با تورش خواهند بود) 2  . خواهد بود.  
  .واریانس هر دو برابر خواهند بود) 4   .هر دو ناسازگار خواهند بود) 3

 .  درست است1گزینه  :حل
هستند، ) میانگین جامعه( µبراي ) بدون تورش(هاي  هبرآوردکنند) میانه( Mdو) میانگین نمونه( X قبلاً مطرح شدطورکه همان

) ها با هم متفاوت است و البته اما واریانس آن ) ( )V ar X V ar Md< درنتیجه و Xکاراتر از Md است.  

  

X)اراتر از ک

2
2
X 2 2

MdX2
2
Md

n (Md

2 n

 σ
σ = → σ <σ →

π σσ =

  

  (Efficiency)کارایی نسبی 
  : باشندθهاي نااریب براي پارامتر   برآوردکننده2θ̂ و 1θ̂ که درصورتی

( )
( )

2

1

ˆV ar

ˆV ar

θ
=

θ
  2θ̂به1θ̂کارایی نسبی

  :بعد از محاسبه کارایی نسبی یکی از دو وضعیت زیر ممکن است بروز کند

( ) ( ) ( )
( )

2
1 1 2

1

ˆV ar
ˆ ˆ ˆV ar V ar 1

ˆV ar

θ
θ → θ < θ → >

θ
  الف (2θ̂ کاراتر از 

( ) ( ) ( )
( )

2
2 2 1

1

ˆV ar
ˆ ˆ ˆV ar V ar 1

ˆV ar

θ
θ → θ < θ → <

θ
  ب (1θ̂ کاراتر از 









  

X کاراترین برآوردکننده µ  

ixآماره نااریب
X

n
= 1از هر آماره نااریب دیگر به صورت) میانگین نمونه( ∑ 1 k ka X ... a X

T
b

+ +
 براي میانگین =

)جامعه )µ ین کمترین مجذور انحرافات را دارد و واریانس کمتري دارد زیرا طبق خواص میانگاست کاراتر. 

 .)اند هاي مستقل ها نمونهix( یک کارایی بیشتري دارد؟  به صورت زیر کدامµهاي نااریب  کننده از بین برآورد 2مثال

1 (1 2 3
1

X X X
T

3
+ +

=    2 (1 2 3
2

2X X X
T

4
+ +

=  

3 (1 2 3
3

3X 4X X
T

6
+ −

=  4 (1 2 3
4

X 3X X
T

5
+ +

=  
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 .  درست است1گزینه  :حل
  : راه حل اول

 شده آماره با توجه به نکته مطرح

3

i
i 1 1 2 3

1

X
X X X

T X
3 3

= + +
= = =

∑
  .ها کاراتر است  از بقیه آماره

  :اي کاراتر است که واریانس کمتري داشته باشد، بنابراین اي نااریب برآوردکنندهه در بین آماره :راه حل دوم

  ( )
2 2 2 2

2
1T

9 3
σ + σ + σ σ

σ = =  

  ( )
2 2 2

2 2
2

4 6T
16 16

σ + σ + σ
σ = = σ  

  ( )
2 2 2

2 2
3

9 16 26T
36 36

σ + σ + σ
σ = = σ  

  ( )
2 2 2

2 2
4

9 11T
25 25

σ + σ + σ
σ = = σ  

4هاي  با توجه به واریانس آماره 3 2 1T ,T ,T ,T 1شود که ی ممشاهدهT و کاراتر استدارد واریانس کمتري .  
  :یادآوري

  ( ) ( )
1 2 1 2X X X X

2 2 2 2 2 2 2 2 22 1
1 2 1 2

X , XaX bX a b 2ab Cov X , X a bσ + = σ + σ +  σ + σ  

یی اکار. شود  انتخاب می3 به حجماي  نمونه از این جامعه.  دارد2σ و واریانسµ توزیع نرمال با میانگینXمتغیر 3مثال

1زننده  تخمین 2 3X 2X 3X
X̂

6

+ +
1 نسبت به = 2 3X X X

X
3

+ +
  چیست؟ =

1 (6
126

  2 (36
130

  3( 36
126

  4 (36
42

 

 . درست است4گزینه  :حل

  . استX̂ بهX برابر با واریانسX به X̂کارایی

  ( )
( )

( ) ( )

( )

2

2

1 2 3 2 2 2 2

2 2 2 21 2 3

V ar X 363
14 42V ar X
36

X 2X 3X 1 14V ar X V ar 4 9
6 36 36

X X X
V ar X V ar

3 9 3

 σ

 = =
 σ

 + + 

= = σ + σ + σ = σ     
 + +  σ + σ + σ σ = = =  

 





 

1 هزنند تخمین سه 4مثال 1 2 3
1 1 1

T X X X
3 3 3

= + +،2 1 2 3
1 1 2

T X X X
4 4 4

= + 3 و+ 1 2 3
1 2 5

T X X X
8 8 8

= + . وجود دارند+
  )86 ـ محیط زیست(  ها برقرار است؟ کدام رابطه بین واریانس آن

1 (( ) ( ) ( )1 2 3Var T Var T Var T< <  2 (( ) ( ) ( )2 3 1Var T Var T Var T< <  
3 (( ) ( ) ( )2 1 3Var T Var T Var T< <  4 (( ) ( ) ( )3 2 1Var T Var T Var T< <  

 مستقل
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 . درست است1گزینه  :حل

  : اوله حلرا

1 آماره 2 3
1 1 2 3

X X X1 1 1T X X X X
3 3 3 3

+ +
= + + =  خواص میانگین کمترین مقدار بنا بر و است همان میانگین نمونه =

  .شود  دیده می1و این موضوع تنها در گزینه  دواریانس را دار

  : دوم راه حل
  :کنیم  را با هم مقایسه میها آنزن را محاسبه کرده سپس  تخمینسه ابتدا واریانس هریک از 

  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1

2 2 2 2
2 1 2 3

2 2 2 2
3

1 1 1 1V ar T
9 9 9 3

1 1 4 6V ar T Var T Var T Var T
16 16 16 16

1 4 25 30V ar(T )
64 64 64 64

= σ + σ + σ = σ 

= σ + σ + σ = σ → < <


= σ + σ + σ = σ


  

)زننده  نرمال بوده و دو تخمینXاگر توزیع 5مثال )2
i2 x x

S
n 1

−
=

−
) و∑ )2

i2 x
ˆ

n

− µ
σ = 2 براي تخمین∑

Xσ مورد نظر 

nيباشد، به ازا  )87  ـاقتصاد(  چیست؟) 2S به2σ̂واریانسنسبت ( ضریب کارایی =10
1( 0.19  2( 0.81  3( 0.9  4 (1.1  

 . درست است3گزینه  :حل

  ( )
( )

4
2

42

2
ˆV ar n 1n 0.9

n2V ar S
n 1

σ
σ −

= = =
σ
−

  

n  برابر جوابگاه آنشد،   خواسته می2σ̂ به2Sکه نسبت واریانس درصورتی ،دقت کنید 1.1
n 1

=
−

  .بود درست 4 و گزینه 

 (Mean Square Error)حداقل میانگین مجذور خطا 
اي کاراتر است که  ه، برآوردکنندنااریبهنگام مقایسه بین دو برآوردکننده  «:بیان شد حداقل واریانسطورکه در شرط  همان

  .»را داشته باشد» پراکندگی «کمترین واریانس
را با هم مقایسه کنیم، معیار انتخاب دیگر کمترین واریانس نخواهد بود، ) اریب یا نااریب(حال اگر بخواهیم دو برآوردکننده دلخواه 

  :بینیم که می) اریب (3θ̂ و2θ̂و) نااریب( 1θ̂هاي یر در مورد برآوردکننده با توجه به شکل ززیرا

 



  …اي و  هاي نمونه توزیع
  

 

547 
 م

3θ̂ :اگرچه کمترین واریانس را دارد ولی مقدار اریبی آن زیاد است، بنابراین مناسب نیست.  

1θ̂ :اما مقدار واریانس آن زیاد است، بنابراین قابل انتخاب نیست) نااریب( را دارد یاگرچه کمترین اریب.  

2θ̂ :داراي بهترین ترکیب از کمترین اریبی و کمترین واریانس است، بنابراین بهترین عملکرد را دارد.  
باید از ملاکی استفاده کنیم ) اریب، نااریب(هاي دلخواه  دي که در بالا مطرح شد، براي مقایسه برآوردکنندهبا توجه به دلایل شهو

و هم پراکندگی ) واریانس(د، یعنی هم پراکندگی برآوردکننده حول میانگین آن ریبی را در نظر بگیرکه هم واریانس و هم ا
  .باید بررسی شود) اریبی (θبرآوردکننده در اطراف پارامتر واقعی 

که همزمان اریبی و واریانس ) اریب، نااریب(بهترین ملاك براي مقایسه دو برآوردکننده دلخواه  :تعریف
 :شود  و به صورت زیر محاسبه میاست یا میانگین مجذور خطا MSEگیرد، ملاك ها را در نظر می برآوردکننده

)1(    ( ) ( )2ˆ ˆ: MSE E  θ = θ − θ  
  میانگین مجذور خطا

  :رسیم تري به صورت زیر می به رابطه محاسباتی) 1(که از بسط رابطه 

(2 واریانس+مجذور اریبی    )2( )واریانس+)اریبی،تورش= ) ( ) ( )( )2ˆ ˆ ˆMSE V ar Eθ = θ + θ − θ =  
  

  ملاك مقایسه
  : است که)کاراتر(بهتر اي   برآوردکننده) یا نااریباریب(در بین دو برآوردکننده دلخواه 

(2واریانس(حداقل «یا » حداقل میانگین مجذور خطا« یا » MSEحداقل«   .را داشته باشد» ))تورش+
) توجه به رابطهبا :نکته   : یعنیθ̂ براي برآوردکننده2(

)اریبی(2   ) ( )ˆ ˆMSE V ar (θ = θ +  
) نااریب باشد، میانگین مجذور خطاθ̂اگر ) الف )MSEواریانس برآوردکننده نااریب برابر با  θ̂است .  

   اریبی=0  
( ) ( )ˆ ˆMSE V arθ = θ  →  θ̂نااریب   

) اریب باشد، میانگین مجذور خطاθ̂اگر) ب )MSE تر از واریانس برآوردکننده اریب بزرگθ̂است .  
   اریبی≠0  

( ) ( )ˆ ˆMSE V arθ > θ  →  θ̂ اریب  
)بنابراین همواره ) ( )ˆ ˆMSE V arθ ≥ θاست .  

)با توجه به روابط مربوط به محاسبه میانگین مجذور خطا :نکته )MSE همواره ( )ˆMSE 0θ  است و در شرایطی که واریانس ≤

) حاصل شده وMSEو اریبی صفر شود حداقل مقدار )ˆMSE 0θ   )θ̂ به شرط سازگاري شودجوعر. ( خواهد شد=

)هاي زیر بیان خطاي متوسط مجذوري یک از عبارت کدام 1مثال )MSEبرآوردکننده(زن   تخمین(Tبراي پارامتر θ از قانون 
 )73ـ اقتصاد (  توزیع احتمال است؟

1 (( ) 2E T − θ    2 (( ) 2E T − θ  3 (( )E T − θ  4 (( )2 2E T − θ  
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 .   درست است2گزینه  :حل
  :دهند؛ بنابراین داریم  نمایش میT را باθ̂در بعضی مسایل،

  ( ) ( ) ( ) ( )
2

2MSE T E T V ar T E T
 
 = − θ = + − θ
 
 
  

  .است) تورش( تعریف اریبی 3دقت کنید، گزینه 

1براي برآوردکننده 2مثال 2 3X 2X X
Y

4

+ +
 )73  ـاقتصاد(  :=

1 (( ) ( )V Y MSE Y=    2 (( ) ( )MSE Y V Y>  
3 (( ) ( )MSE Y V Y<    4 (( )E Y ≠ µ  
  .  درست است1نه گزی :حل
  : نااریب استYکه آماره ازآنجا

  ( ) 2E Y
4

µ + µ + µ
= = µ  

  :داریم 1 از نکته) الف(با توجه به حالت 
  ( ) ( )MSE Y Var Y=  

 .بود درست 2 گزینه 1از نکته) ب( حالت بنا بر گاه آن اریب بود، Y اگر آماره،دقت کنید
)یک از تعاریف زیردرمورد میانگین مجذور خطا کدام 3مثال )MSE 75  ـاقتصاد(   است؟صحیح( 

  مجذور تورش یک برآوردکننده) 1
  مجذور انحرافات از میانگین یک برآوردکننده اریب) 2
  واریانس به اضافه اریب برآوردکننده) 3
   نااریبواریانس یک برآوردکننده) 4
  . درست است4گزینه  :حل

):براي آماره دلخواه )MSE2واریانس= میانگین مجذور خطا)   )اریبی+
):براي آماره نااریب )MSE2واریانس= میانگین مجذور خطا)   واریانس برآوردکننده نااریب=)اریبی+

ˆ1چنانچه  4مثال X
n

θ =  )75  ـاقتصاد(  :این برآوردکننده برابر است با MSEاي از میانگین جامعه باشد،  برآوردکننده+

1 (
2
X

2
n 1

n
σ +  2 (

2
X 1
n

σ +  3 (
2
X 1

n
σ −  4 (

2
Xn 1
n

σ +  

  . درست است1گزینه  :حل

( ) ( )
2

22 2

2
1 n 1ˆ ˆV ar E

n n n

 
σ σ +  = θ + θ − θ = + =      


)ریبیا(2 )ˆMSE V ar (= θ +  

( ) 1ˆV ar V ar( X
n

θ = + ( )
2

0

) V ar X
n

σ
= =  

( ) ( )1 1 1 1ˆE E X E X
n n n n

 = θ − θ = + − µ = + − µ = µ + − µ = 
 

  اریبی















  

 اریبی

0 

 اریبی
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نااریب انتخاب کنیم، معیار گزینش عبارت خواهد بود  هاي اریب و اگر بخواهیم بهترین برآوردکننده را از بین برآوردکننده 5مثال
 )76  ـاقتصاد(              :از

)کمترین میانگین مجذور خطا) 2    نسکمترین واریا) 1 )MSE  
 نااریب بودن به علاوه نااریب بودن مجانبی) 4    نااریب بودن) 3

 . درست است2گزینه  :حل
کمتري داشته ) میانگین مجذور خطا (MSEاست که) کاراتر(اي بهتر  برآوردکننده) اریب و نااریب(برآوردکننده دلخواه  در بین دو

  .ي حداقل واریانس و اریبی باشدباشد یعنی دارا
.  زیر پیشنهاد شده استB وAهتایی، دو برآوردکنند  یک نمونه تصادفی سهبر اساسبه منظور برآورد میانگین جامعه  6مثال

  )87  ـاقتصاد(  کند؟  بهتري است، چه ملاکی کفایت میهیک برآوردکنند براي تشخیص آنکه کدام

  1 2 3 1 2 3X X X X X X
B 2 A

3 2
+ + + +

= + = 

(2واریانس) 3  واریانس) 2  تورش) 1   تورش+واریانس) 4  )تورش+
 . درست است3گزینه  :حل
   : اریب هستندB وAکه برآورد کننده هايازآنجا

  
( )

( )

E B 2 2
3

3E A
2 2

µ + µ + µ
= + = µ + ≠ µ

µ + µ + µ µ
= = ≠ µ

  

(2واریانس«ك مقایسه بهترین ملا MSEتورش+  .است» =)
براي . اند  زیر پیشنهاد شدهB وAهاي تایی، برآوردکننده2 یک نمونه تصادفیبر اساسبه منظور برآورد میانگین جامعه  7مثال

 )85  ـاقتصاد(  کند؟ تر است چه ملاکی کفایت می یک مناسب  کدامآنکهتشخیص 

  1 2 1 22X 3X X X
A , B 2

5 2

+ +
= = +  

  تورش+واریانس) 4  )تورش(2+واریانس) 3  واریانس) 2  تورش) 1

 . درست است3گزینه  :حل
  : اریب استB نااریب وAکنندهکه برآورداازآنج

  
( )

( )

2 3E A
5

E B 2 2
2

µ + µ
= = µ

µ + µ
= + = µ + ≠ µ

  

(2واریانس«بهترین ملاك مقایسه  MSEتورش+  .است» =)

): پیشنهاد شده استθهاي زیر براي برآورد پارامتر  با ویژگی2θ̂ و1θ̂دو برآوردکننده 8مثال )2
ˆV ar 50θ  و =

( )2
ˆE 6θ − θ ) و= )1

ˆV ar 90θ ) و= )1
ˆE 0θ − θ  )86  ـاقتصاد(  :گاه  آن=

1 (2θ̂تر است چون کاراتر است  مناسب.  
2 (1θ̂تر است زیرا یک برآوردکننده نااریب   مناسب)است) بدون تورش.  
3 (1θ̂میانگین مجذور خطاي آنتر است چون  مناسب ( )MSEکمتر است .  
4 (2θ̂تر است چون میانگین مجذور خطاي آن  مناسب( )MSEکمتر است .  
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 . درست است4گزینه  :حل
  :کهازآنجا

)نااریب   )1
ˆ: E 0θ − θ =   1θ̂اریبی آماره→

)اریب   )2
ˆ: E 6θ − θ =   2θ̂اریبی آماره→

) اریب است بنابراین بهترین ملاك مقایسه استفاده از میانگین مجذور خطاي2θ̂ نااریب و1θ̂آماره )MSEه شرح زیر  دو آماره ب
  :است

  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2

1 1 1
2 12 2

2 2 2

MSE Var E 90 0 90
MSE MSE

MSE Var E 50 6 86

  θ = θ + θ − θ = + =     → θ < θ
  θ = θ + θ − θ = + =   

  

 )70ـ اقتصاد (  : مفهوم آن است که، است2θ̂تر ازا به طور مجانبی کار1θ̂وییم برآوردکنندهگ وقتی می 9مثال

1 (( ) ( )1 2
n n

ˆ ˆlim E lim E
→ ∞ →∞

θ < θ  2( ( ) ( )1 2
ˆ ˆE Eθ < θ  

3 (( ) ( )1 2
ˆ ˆMSE MSEθ < θ  4 (( ) ( )1 2

n n
ˆ ˆlim V lim V

→ ∞ → ∞
θ < θ  

 .  درست است3گزینه  :حل
n به طور مجانبی یعنی در شرایطی که →   .  برود∞

)دانیم که هرگاه می ) ( )1 2
ˆ ˆMSE MSEθ < θ1 باشدθ̂2 به طور نسبی کاراتر ازθ̂در شرایطی هم که. است  n → رود   می∞
)همین اصل صادق است یعنی هرگاه ) ( )1 2

n n
ˆ ˆlim MSE lim MSE

→ ∞ → ∞
θ < θ1 باشدθ̂2 به طور مجانبی کاراتر ازθ̂است  .

ند و یا به طور ا  نااریب2θ̂ و1θ̂شد ه کنیم که اگر در صورت سؤال گفته میها نیست اما به این نکته توج چنین عبارتی در گزینه
) نااریب باشدθ̂دانیم در شرایطی که  باشد چون میدرستتوانست جواب   می4 گزینه ،ندا مجانبی نااریب )ˆMSE θبا ( )ˆV ar θ 

  .برابر است
  ( )2 ˆ) Var+ θاریبی(( )ˆMSE θ =  

  (Consistency) ) پایداري(سازگاري 
)اي سازگار است که وقتی حجم نمونه برآوردکننده )nآمده به پارامتر جامعه  دست بهال اینکه تخمین  خیلی بزرگ شود احتم

گیري حول پارامتر جامعه متمرکز و  به عبارت دیگر با افزایش حجم نمونه، توزیع نمونه. نزدیک باشد به یک خیلی نزدیک شود
یري نیز به سمت صفر میل کند و نهایتاً گ کند، واریانس توزیع نمونه نهایت میل می  به سمت بیnمتمرکزتر شود، یعنی وقتی

 2 یا 1 سازگاري را خواهد داشت، هرگاه یکی از تعاریف   خصوصیتθ̂به عبارت دیگر، آماره . توزیع بر روي پارامتر جامعه فرو ریزد
  : براي آن برقرار باشد3یا 

  : سازگار است هرگاهθراي تخمین پارامتر  بθ̂برآوردکننده  :1تعریف

)اگر حجم نمونه به طور نامتناهی افزایش یابد  )n وي  رθ̂( میل کند θ به سمت پارامتر θ̂گاه آماره   آن∞→
θمتمرکز شود (:  

n
ˆlim

→∞
→ θ = θ← آمارهθ̂ پایدار( سازگار(  
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  :نتیجه
به صورت زیر بیان ) شف بی ضیه چیق( را به صورت حدي و به کمک احتمال θ رويθ̂توانیم تمرکز تعریف میاین با توجه به 

  :کنیم

( )
n

ˆlim P 1
→∞

→ θ − θ < ε =← آماره θ̂ پایدار( سازگار( 

( )
n

ˆlim P 0
→∞

→ θ − θ > ε =← آماره θ̂ پایدار( سازگار(  

 کند؟ میل می................  به سمت xکند  نهایت میل می  به سمت بیn یک آماره سازگار است چون وقتیXآماره 1مثال
 )83 ـ مدیریت(  

1 (∞  2 (XNµ  3 (Xµ  4 (0  

 .  درست است3گزینه  :حل
 :سازگار است، داریم) میانگین جامعه (µبراي پارامتر) میانگین نمونه (X آمارهازآنجاکه

  
n
lim x
→ ∞

= µ  

 .کند  میل می……… به سمت pکند،   می نهایت میل  به سمت بیn یک آماره سازگار است چون وقتی pآماره  2مثال
1 (∞  2 (Np  3 (p  4 (0  

 .  درست است3گزینه  :حل
 :سازگار است، داریم) نسبت جامعه (pبراي پارامتر) نسبت نمونه (p آماره ازآنجاکه

  
n
lim p p
→ ∞

=  

 ……… به سمت 2Sکند، نهایت میل می  به سمت بیnیک آماره سازگار است چون وقتی ) واریانس نمونه (2Sآماره 3مثال
 .کند میل می

1 (∞  2 (2σ  3 (
2

N
σ  4 (0  

 .  درست است2گزینه  :حل

  :سازگار است، داریم) واریانس جامعه (2σبراي پارامتر) اریانس نمونهو (2S آمارهازآنجاکه
  2 2

n
lim S
→ ∞

= σ  

)ا در اینج2S منظور از آماره:توجه )2
ix x

n 1

−

−
) یا∑ )2

ix

n

− µ∑است .  

)رابطه  4مثال )
n

ˆlim P 1
→ ∞

θ − θ < ε  )71 ـ اقتصاد(  یک از موارد زیر است؟ کننده کدام  بیان=

  اي برآورد نقطه) نااریب بودن(ناتور بودن ) 2  اي برآوردنقطه) پایداري(سازگاري ) 1
  کافی بودن) 4    اي کافی بودن برآورد نقطه) 3

 .  درست است1گزینه  :حل
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 نامتناهی افزایش به طور سازگار است، هرگاه، اگر حجم نمونه θاي تخمین پارامتر  برθ̂برآوردکننده  :2تعریف
)یابد  )n →   . به سمت صفر میل کندθ̂گاه واریانس و اریبی آماره   آن∞

( )
n

ˆlim V ar 0
→∞

θ =  

)نااریب ( )ˆE θ = θ(  0=اریبی 
n
lim

→∞
  


→ ←



  )پایدار(  سازگارθ̂ آماره 

 

 میل ……… به سمت Xکند واریانس نهایت میل می  سمت بی بهn یک آماره سازگار است چون وقتیXآماره 1مثال
 .کند می

1(∞  2(xNµ  3(xµ  4 (0  
 .  درست است4گزینه  :حل

 داراي واریانس µعنوان برآوردکننده  بهX آمارهازآنجاکه
2
X2

X n

σ
σ  : است، داریم=

  
2
X2

Xn n
lim lim 0

n→∞ →∞

σ
σ = =  

 میل ……… به سمت pد واریانس کن نهایت میل می  به سمت بیn یک آماره سازگار است، چون وقتیpآماره  2مثال
 .کند می

1 (∞  2 (Np  3(p  4 (0  
 .  درست است4گزینه  :حل

2 داراي واریانس pبرآوردکنندهعنوان    بهp آماره ازآنجاکه
p

pq
n

σ   : است، داریم=

  

( )

2
p

n n

pqlim lim 0
n

0 p , q 1

→∞ →∞

 σ = =

 ≤ ≤

  

)آماره  3مثال )2
i2 x x

S
n 1

−
=

−

کند  نهایت میل می  به سمت بیnیک آماره سازگار است چون وقتی) واریانس نمونه (∑

 .کند  میل می……… به سمت 2Sاریانسو

1(∞  2 (2σ  3 (
2

n
σ  4 (0  

 .  درست است4گزینه  :حل

) داراي واریانس 2σکنندهعنوان برآورد  به2S آمارهازآنجاکه )
4

2 2V ar S
n 1

σ
=

−
  : است، داریم

  ( )
4

2
n n

2lim V ar S lim 0
n 1→∞ →∞

σ
= =

−
 

) آماره:یادآوري )2
i2 x

S
n

− µ
=   : نیز سازگار است زیرا∑

  ( )
4

2
n n

2lim Var S lim 0
n→∞ →∞

σ
= =  
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   است؟درستیک از موارد زیر   باشد، کدامθیب و سازگار  نااربرآوردکننده θ̂اگر  4مثال

1(1 1E ˆ
  =  θθ 

  2( 1V ˆ
  = θ θ 

  3(
n

1 1lim P ˆ→∞

  =  θθ 
  4 (1 1MSE Vˆ ˆ

   =   θ θ   
  

 .  درست است3گزینه  :حل
ü دقت کنید!  
) ماره حتماً شرط نمونه بزرگ براي سازگار بودن یک آ،اولاً )n →   . لازم است∞
1 حتماً گاه آن منطبق شود، θ دقیق بر به طور θ̂ اگر ،ثانیاً

θ̂
1 نیز بر 

θ
  . منطبق خواهد شد

 نامتناهی افزایش یابد به طور سازگار است، هرگاه، اگر حجم نمونه θ براي تخمین پارامترθ̂برآوردکننده :3فتعری
( )n → )، میانگین مجذور خطا∞ )MSEبرابر صفر شود حداقل مقدار خود را اختیار کرده و ( )MSE 0=.  

2) )اریبی=0 ) ( )ˆ ˆMSE V ar→ θ = θ←

0

(+  
( )

n
ˆlim V ar 0

→∞
θ =  

اریبی=0
n
lim
→∞

  



→ ←



  )پایدار(زگار ساθ̂ آماره

  

)میانگین مجذور خطا :یادآوري )MSE همواره MSE کند که حداقل مقدار خود را براي یک آماره اختیار   و زمانیاست ≤0
  .بهترین عملکرد را خواهد داشت

 )70 ـ اقتصاد(  : سازگار یا پایدار است، به مفهوم آن است که1θ̂، )زن تخمین(گوییم برآوردکننده  وقتی می مثال

  .کند  به سمت صفر میل میn با بزرگ شدن1θ̂اریب و واریانس ) 1
  . و واریانس آن برابر صفر است1θ̂ امید ریاضی) 2
  . و واریانس آن برابر صفر استθ برابر 1θ̂ امید ریاضی) 3
  .میانگین مجذور خطاي این برآوردکننده برابر صفر است) 4

 .  درست است1گزینه  :حل
ط مربوط به  سازگاري شر2 با توجه به تعریف 3 تمام شرایط را داشته و اما گزینه 1، سازگاري گزینه 2با توجه به تعریف  

n →∞) n شرط مربوط به 3 نیز با توجه به تعریف 4را مطرح نکرده است و گزینه ) بزرگ n →∞) nرا مطرح نکرده )  بزرگ
  . نیستنددرست 4 و 3هاي  است، بنابراین گزینه

  اي هاي برآورد نقطه روش
  :هاي زیر عمل کرد توان به یکی از روش اي می  به صورت نقطهθراي تخمین پارامتر مجهولب
   روش گشتاوري-1
  روش حداکثر درستنمایی -2

0 
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 (Method of Moment Estimation) روش گشتاوري -1
  :کنیم  زیر عمل میترتیبباشیم به  به دنبال تخمین پارامترهاي مجهول جامعه از روش گشتاوري  که درصورتی

به به شرح زیر شده  با استفاده ازتابع داده برحسب پارامتر مجهولرا  امید ریاضیشده،   به تعداد پارامترهاي مجهول خواسته)الف
  :آوریم دست می

)،پارامتر مجهول باشد 1اگر )E Xنیمک  را محاسبه می:  
  ( ) ( )E X xf x dx= ∑∫  

)،پارامتر مجهول باشد 2اگر )E Xو ( )2E Xکنیم  را محاسبه می:  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2E X , E Xxf x dx x f x dx= =∑ ∑∫ ∫  

) پارامتر مجهول باشد،nو به همین ترتیب اگر )E Xتا ( )nE Xکنیم  را محاسبه می.  
  :کنیم  محاسبه می است به شرح زیرمعلومرا که مقداري  میانگین نمونهشده،   به تعداد پارامترهاي مجهول خواسته)ب
  :کنیم  را محاسبه میX، پارامتر مجهول باشد1اگر

  iX
X

n
= ∑  

  :کنیم  را محاسبه می2X وX، پارامتر مجهول باشد2اگر

  
2
ii 2 XX

X , X
n n

= =
∑∑  

  .کنیم  را محاسبه میnX تاXامتر مجهول باشد، پارnو به همین ترتیب اگر
 برحسب دهیم و پارامترهاي مجهول را ، دستگاه معادلات زیر را تشکیل می)ب(و ) الف(آمده از مراحل  دست  با توجه به روابط به)ج

  :کنیم  محاسبه میمیانگین نمونه
  :کنیم  پارامتر مجهول باشد، مقدار پارامتر را از معادله زیر برآورد می1اگر

  ( )E X X=  
  :کنیم  پارامتر مجهول باشد، مقدار پارامترها را از دو معادله زیر برآورد می2اگر

  ( ) ( )2 2E X X , E X X= =  
  :کنیم  معادله زیر برآورد میn پارامتر مجهول باشد، مقدار پارامترها را ازnتیب اگرو به همین تر

  ( ) ( )n nE X X , ... , E X X= =  
ü دقت کنید!  
  .کنیم  استفاده می… و 2X وX از همانه باشد،هاي نمونه در مسئله وجود نداشت  دادهاگر

,0.8نمونه تصادفی 1مثال 0.3, 0.4 ,    چیست؟θیک برآورد گشتاوري پارامتر  .گیریم  را از توزیعی با چگالی زیردر نظر می0.5

( )2
2 x 0 xθ − < < θ

θ
  

0سایر نقاط ,  
( )f x ;


θ = 



  

1 (1
3

  2 (3  3 (3
2

  4 (1
2
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  .  درست است3گزینه  :حل
)تنها یک پارامتر مجهول )θخواسته شده است، بنابراین : 

)  )الف ) ( ) ( ) 2 3
2 20 0 0

2x 1 2E X x f x dx x dx x x
3 3

θθ θ θ = ⋅ = θ − = θ − =  θ θ∫ ∫  

iX  )ب 0.3 0.4 0.5 0.8 1X 0.5
n 4 2

+ + +
= = = =∑  

  :دهیم دستگاه زیر را تشکیل می) ب(و ) الف(با استفاده از روابط به دست آمده از روابط ) ج

  ( ) 1 3E X X
3 2 2
θ

= → = → θ = 

nنمونه تصادفی 2مثال 1X ,...,X گشتاوريایم، برآورد را از توزیعی با چگالی زیر مشاهده کرده mکدام است؟   
m 1mx , 0 x 1− < <  

0سایر نقاط ,  
( )f x ; m =






  

1 (x
1 x+

  2 (x
1 x−

  3 (1 x
x
+   4 (1 x

x
−  

  .  درست است2گزینه  : حل
 :تنها یک پارامتر مجهول خواسته شده است، بنابراین

)  )الف ) ( )
11 1 1m 1 m m 1

0 0 0 0

m mE X x f x dx x mx dx mx dx x
m 1 m 1

− + = ⋅ = ⋅ = = = + +∫ ∫ ∫  

iX  )ب
X

n
= ∑  

  :دهیم دستگاه زیر را تشکیل می) ب(و ) الف(آمده از مراحل  دست با استفاده از روابط به) ج

  ( ) m xE X X x mx x m m mx x m
m 1 1 x

= → = → + = → − = → =
+ −

  
  .آوریم  را با استفاده از آن به دست میθکنیم و   در رابطه استفاده میxهاي نمونه موجود نیست از  با توجه به آنکه داده

,0.5نمونه تصادفی 3مثال 0.3, 0.4 , 0.2, ) را از تابع توزیع0.6 )F x ; x , 0 x 1 , 0θ= < < >θ θ برآورد . ایم مشاهده کرده
 : برابر است باθگشتاوري

1 (1
3

  2 (3
4

  3 (2
3

  4 (1
5

  

 .  درست است3گزینه  :حل
)متغیر تصادفی پیوسته، Xاگر :یادآوري )xf xتابع چگالی و ( )xF xتابع توزیع تجمعی باشد، داریم : 

  ( ) ( ) ( ) 1
x xf x F x x xθ θ−′′= = = θ  

  :تنها یک پارامتر مجهول خواسته شده است، بنابراین

)  )الف ) ( )
11 1 11 1

0 0 0 0
E X x f x dx x x dx x dx x

1 1
θ− θ θ+θ θ = ⋅ = ⋅θ = θ = = θ + θ +∫ ∫ ∫  

iX  )ب 0.2 0.6 0.4 0.3 0.5X 0.4
n 5

+ + + +
= = =∑  
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  :دهیم دستگاه زیر را تشکیل می) ب(و ) الف(با استفاده از روابط به دست آمده از مراحل  )ج

  ( ) 2E X X 0.4 0.4 0.4 0.6 0.4
1 3

θ
= → = → θ + = θ → θ = → θ =

θ +
  

nاگر 4مثال 2 1X ,..., X , Xیک نمونه تصادفی nاي با پارامترهاي تایی از توزیع دوجملهnو p) pگاه برآوردگر باشد، آن)  معلوم 
nبا روش گشتاوري کدام است؟   

1 (X
p

  2 (p
X

  3 (p X  4 (X
1 p−

  

 .  درست است1گزینه  :حل
  : داریمp وnاي با پارامترهاي  در توزیع دوجمله:یادآوري

  ( )

( )

x n xn
f x p q ; x 0,1,...,

x

E X np

− 
= = 

 
=

  

 :، بنابراین) مجهول استn معلوم است و فقطp(تنها یک پارامتر مجهول وجود دارد 
)  )الف )E X np=  

iX  )ب
X

n
= ∑  

  :دهیم دستگاه زیر را تشکیل می) ب(و ) الف(آمده از مراحل  دست با استفاده از روابط به) ج

  ( ) XE X X np x n
p

= → = → =  

  .آوریم  را با استفاده از آن به دست میnکنیم و  در رابطه بالا استفاده میXهاي نمونه موجود نیست از  با توجه به آنکه داده
ü دقت کنید!  

Xp̂ : اي عبارت است از زیع دوجمله در توp مجهول باشد، برآورد گشتاوريp معلوم وnاگر
n

=  

 این پارامترها  گشتاوري باشد، در این صورت برآورد2σ و واریانس مجهولµ داراي توزیع نرمال با میانگین مجهولX اگر:قضیه
  :ازعبارت است 

( )
n 2

i
2 2 2i 1

ˆ X

X X
ˆ X X

n
=

µ =

−
σ = = −

∑  

  :اثبات
  :طبق روش گشتاوري براي برآورد دو پارامتر داریم

  )الف

  
( )

( )2 2 2

E X

E X

= µ


= σ + µ
  

)براي محاسبه )2E Xکنیم ، از رابطه واریانس به صورت زیر استفاده می:  

  ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2E X E X E Xσ = − → = σ + µ  
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  )ب

  
i

2
i2

X
X

n
X

X
n


=





=

∑

∑
  

  )ج

  
( )

( ) 2 22 2

XE X X

E X X

µ = = → σ + µ= 2

2 2 2 2

X
X X X



 = → σ = −


  

  :پس

  ( )22 2
i ii2 2 2

ˆ X

X X XX
ˆ X X

n n n

µ =

 − 

σ = − = − =  
  

∑ ∑∑  

)در شرایطی که میانگین جامعه :تبصره )µ جاي   واریانس و انحراف معیار، در رابطه بالا بهگشتاوري معلوم باشد در برآوردX از 
  .شود  استفاده میµمقدار 

  
( )

n 2
i

2 2 2i 1
X

ˆ X
n

=
− µ

σ = = − µ
∑

  

,1فرض کنید 5مثال 2 , 3, 4,  µ باشد، برآورد گشتاوري براي2σ و واریانسµ یک نمونه تصادفی از چگالی نرمال با میانگین5
  : برابر است با2σو

1 (2ˆ 3 , 2µ = σ =  2 (2ˆ ˆ3 , 2.5µ = σ =  3 (2ˆ ˆ4 , 2µ = σ =  4 (2ˆ ˆ4 , 2.5µ = σ =  

  .  درست است1گزینه  :حل

  

2 2 2 2

i

2 2 2 2 2 2i2

ˆ X 3

ˆ X X 11 3 2

X 1 2 3 4 5X 3
n 5

X 1 2 3 4 5 55X 11
n 5 5

µ = =



σ = − = − =
 + + + + = = =



+ + + + = = = =

∑

∑

  

  :توان استفاده کرد ه زیر نیز میحال براي برآورد واریانس از رابط درعین

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n 2
2 2 2 2 2i

2 i 1
X X

1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 10ˆ 2
n 5 5

=
−

− + − + − + − + −
σ = = = =

∑
  

  (Maximum Likelihood Estimation) روش حداکثر درستنمایی -2
)اگر )xf x ; θتابع احتمال متغیر تصادفی Xبا پارامتر مجهول θاشد، براي تخمین پارامتر اي ب  از جامعهθ حداکثر « به روش

)درستنمایی )MLE «کنیم به صورت زیر عمل می:  
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) تابع احتمال درستنمایی )الف )L θرا بر اساس یک نمونه مستقل nتایی( )n 2 1X ,..., X ,Xدهیم  به صورت زیر تشکیل می:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

1 2 n 1 n i
i 1

L f x , x ,..., x ; f x ; ... f x ; x ;
=

θ = θ = θ × × θ = θ∏  

به صورت توانی باشد، براي راحتی محاسبات در مرحله ) الف(آمده در قسمت  دست در شرایطی که تابع درستنمایی به :1تبصره
)توان از آن لگاریتم بعد می )Lnگرفت .  

)اي باشیم که به ازاي آن تابع احتمال درستنمایی ال نقطهحال باید به دنب )ب )L θ برآورد « ماکزیمم شود؛ این نقطه همان
  . استθبراي پارامتر مجهول» حداکثر درستنمایی

تق گرفته و آن را برابر صفر قرار دهیم؛ در یک روش معمول براي به دست آوردن نقطه ماکزیمم آن است که از تابع مش :2تبصره
  :تواند همان مقدار ماکزیمم تابع درستنمایی باشد؛ به عبارت دیگر می) بحرانی(آمده  دست این وضعیت نقطه به

)برآورد حداکثر درستنمایی   )( )ln L 0′θ = → θ )   یا  = )L 0′ θ =  
 :ریم در توابع لگاریتمی دا:یادآوري

  

( )

( )
n n

i 1 2 n 1 2 n i
i 1i 1

u1) ln u
u

2) ln X ln x x x ln x ln x ln x ln x

x3) ln ln x ln y
y

==

 ′′ =

   = × × × = + + + =  

 
   = −   

∑∏    

 : داراي جدول توزیع احتمال زیر استXمتغیر تصادفی 1مثال

  ( ) ( )
X x 1 0 1

0 1
P X x 1

2 2θ

= −
≤ θ ≤θ θ

= − θ
  

,1,1نمونه تصادفی 1, 0− )برآورد درستنمایی ماکزیمم. ایم  مشاهده کردهXرا از− )MLE براي θبرابر است با :  

1 (1
4

  2 (1
2

  3 (1
3

  4 (3
4

  
 .  درست است4گزینه  :حل
)ابتدا تابع درستنمایی) الف )L θرا بر اساس نمونه مستقل ( )1,1, 1,0−   :آوریم  به صورت زیر به دست می−

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

L f 0 ; f 1; f 1 ; f 1 ; 1 1
2 2 2 8
θ θ θ θ

θ = θ × − θ × θ × − θ = − θ × × × = − θ  
)حال براي به دست آوردن حداکثر درستنمایی،) ب )L 0′ θ   :دهیم  را تشکیل می=

  ( ) ( ) ( ) ( )( )
3 3 2 23L 0 1 0 1 0 3 1 0

8 8 8 8

′ θ θ θ θ′ θ = → − θ = → − + − θ = → −θ + − θ =  
 

  

  ( ) ( )
2 2 0

3 3 0 4 3 0 38 8
4

θ =
θ θ → −θ + − θ = → − θ + = → 

θ =

  

nاگر 2مثال 2 1X ,..., X , Xیک نمونه تصادفی به اندازه  nاز توزیعی با تابع چگالی x 0 ,1 , 2 ,3,...= , ( ) ( ) xf x 1= θ − θ 
) به روش درستنمایی ماکزیممθ−1باشد، برآورد )MLEبرابر است با :  

1 (1
X 1+

  2 (1
X

  3 (X 1+  4 (X  
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 . درست است3گزینه  :حل
)ابتدا تابع درستنمایی) الف )L θآوریم  را به صورت زیر به دست می:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

1 n i
i 1

X X Xn
1 nL f X ; ... f X ; 1 ... 1 1 =

∑θ = θ × × θ = θ − θ × × θ − θ = θ − θ  
  :گیریم  میLnبا توجه به توانی بودن تابع براي راحتی کار در مرحله بعد از طرفین رابطه بالا 

  ( ) ( )
n

i
i 1

Ln L n ln X ln 1
=

θ = θ + − θ∑  

)حال براي به دست آوردن حداکثر درستنمایی) ب )( )ln L 0′θ   :دهیم  را تشکیل می=

  ( )( ) i i iX X Xn n 1 1ln L 0 0 X
1 1 n

− θ − θ ′θ = → + − = → = → = → = θ − θ θ − θ θ θ 
∑ ∑ ∑  

  1 1 X 1
1 X

→ θ = → = +
+ θ

  

nفرض کنید 3مثال 1X ,... , Xیک نمونه تصادفی از توزیعی با تابع چگالی احتمال  ( ) 1f x ; x , x 0− −θ= >θ θباشد .MLE 
  کدام است؟θبراي 

1 (1
X

  2 (n
i

i 1

n

X
=
∏

  3 (n
i

i 1

n

ln X
=
∑

  4 (

n
i

i 1
X

n
=
∏

  

 . درست است3گزینه  :حل
  :آوریم ابتدا تابع درستنمایی را به صورت زیر به دست می) الف

  ( ) ( ) ( ) ( )
n

1 11 1 n
1 2 n 1 n2 i

i 1
L f x , f x , ... f x , x x ... x x−θ− −θ−−θ− −θ−

=
θ = θ × θ × × θ = θ × θ × ×θ = θ ∏  

  :گیریم  میLnدر مرحله بعد از آنبا توجه به توانی بودن تابع، براي راحتی کار 

  ( ) ( )
n n1

ii
i 1i 1

ln L n ln ln x n ln 1 ln x−θ−

==

 
 θ = θ + = θ + −θ −
 
 

∑∏  

) حال براي به دست آوردن حداکثر درستنمایی) ب )( )ln L 0′θ   :دهیم  را تشکیل می=

  ( )( ) i i
i

n n nln L 0 ln x 0 ln x
ln x

′θ = → − = → = → θ =
θ θ

∑ ∑
∑

  

 داراي توزیع پواسون با X( دقیقه به یک دانشکده باشد 5هاي رسیده در فواصل فن نمایانگر تعداد تلX فرض کنید 4مثال
   کدام است؟λ مشاهده مستقل زیر، برآورد درستنمایی ماکزیمم پارامتر12بر اساس).  استλپارامتر

  1,2,1,1, 2,4,0,1,0,1,1,0  

1 (6
7

  2 (13
12

  3 (7
6

  4 (12
13

  

 .  درست است3گزینه  :حل

)  : عبارت است ازλ تابع چگالی توزیع پواسون با پارامتر:یادآوري )
xef x ; x 0,1,...

x!

−λλ
= = 
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  :دهیم تابع درستنمایی را به صورت زیر تشکیل می) الف

  ( ) ( ) ( ) ( )
i1 n XX X n

1 2 n n
1 n

i
i 1

e e eL f X , f X , ... f X , ...
X ! X !

X !

−λ −λ − λ

=

∑λ λ λ
λ = λ × λ × × λ = × × =

∏
  

  :گیریم  میLnبا توجه به اینکه تابع درستنمایی، توانی است براي راحتی کار در مرحله بعد از تابع درستنمایی

  ( )
n

i i
i 1

ln L n X ln ln X !
=

 
 λ = − λ + λ −
 
 

∑ ∏  

)حال براي به دست آوردن حداکثر درستنمایی) ب )( )ln L 0′λ   :دهیم  را تشکیل می=

  ( )( ) i iX X
ln L 0 n 0 X

n
′λ = → − + = → λ = =

λ
∑ ∑  

  : خواهد بودλها برآورد حداکثر درستنمایی هاي نمونه در دست است، میانگین آن با توجه به اینکه داده

  iX 1 2 1 1 2 4 0 1 0 1 1 0 14 7ˆ X
n 12 12 6

+ + + + + + + + + + +
λ = = = = =∑  

  این پارامترهاMLE باشد، در این صورت برآورد2σ و واریانس مجهولµ داراي توزیع نرمال با میانگین مجهولXاگر :قضیه
  :عبارت است ازمانند روش گشتاوري 

( )
n 2

i
2 2 2i 1

ˆ X

X X
ˆ X X

n
=

µ =

−
σ = = −

∑  

) میانگین جامعه اگر :تبصره )µجاي   در برآورد درستنمایی واریانس و انحراف معیار، در رابطه بالا به، معلوم باشدX از مقدار µ 
  .شود استفاده می

  
( )

n 2
i

2 2 2i 1
X

ˆ X
n

=
− µ

σ = = − µ
∑

  

)تایی از3هاي یک نمونه تصادفی یافته 5مثال )2N ,µ σ3  عبارت است ازX 5= , 2X 3= , 1X برآورد درستنمایی . =1

)یممماکز )MLE پارامترهايµ2 وσبه ترتیب کدام است؟   

1 (4 , 3  2 (8 ,5
3

 3(2 , 5  4(8 , 3
3

  

  . درست است4گزینه  :حل

  
( ) ( ) ( ) ( )

n
i

i 1

n 2
2 2 2i

2 i 1

X
1 3 5ˆ X 3

n 3

X X
1 3 3 3 5 3 8ˆ

n 3 3

=

=

+ +
µ = = = =

−
− + − + −

σ = = =

∑

∑
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  حالت خاص تابع درستنمایی
فایده است؛ در چنین شرایطی از قواعد زیر  بی) ب(در مرحله گرفتن  در تابع چگالی وابسته باشد، مشتق θبه پارامتر x حدوداگر

  :مکنی استفاده میبراي برآورد پارامتر 
xاگر ) الف ≥ θگاه  باشد آن:  ( )1 2 nmin X , X ,..., X=درستنمایی حداکثرθ  






  
xاگر ) ب ≤ θگاه  باشد آن:  ( )1 2 nmax X , X ,..., X=درستنمایی حداکثرθ  

 

nفرض کنید 6مثال 1X ,... , Xیک نمونه تصادفی nتایی از توزیعی با چگالی احتمال زیر باشد: 

  ( ) 2
2xf x ; x 1

1
= θ ≤ <

− θ
  

)برآوردگر حداکثر درستنمایی )MLE پارامتر θ  کدام است؟  
1 (( )1 n

ˆ max X ,..., Xθ =   2 (( )1 n
ˆ min X ,..., Xθ =  

3 (( ) ( )1 n 1 nmin X ,..., X max X ,...,X
ˆ

2

+
θ =   4 (

1
n n

i
i 1

ˆ X
=

 
 θ =
 
 
∏  

 .  درست است2گزینه  :حل
)  :داریم» الف«با توجه به نکته گفته شده در قسمت )1 2 nmin X , X , , X= حداکثر درستنماییx ≥ θ → θ  

  :اثبات
)ابتدا تابع درستنمایی) الف )L θرا بر اساس نمونه مستقل ( )n 2 1X ,..., X ,Xآوریم  به صورت زیر به دست می:  

  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

nn
i

i 11 2 n
1 2 n 2 2 2 n2

2 x
2x 2x 2x

L f x ; f x ; ... f x ; ...
1 1 1 1

=θ = θ × θ × × θ = × × × =
− θ − θ − θ − θ

∏
  

)این براي آنکهرساند، بنابر گیري از تابع درستنمایی ما را به نتیجه نمی در این قسمت، مشتق )L θ نسبت به θ ،ماکزیمم شود 
)باید )21− θ در مخرج کسر مینیمم شود، درنتیجه باید θرا ماکزیمم کنیم تا ( )21− θاره  مینیمم شود، از طرفی همو

x 1θ ≤ ) خواهد بود؛ به عبارت دیگرx برابر با مینیمم مقدار θ است، بنابراین ماکزیمم مقدار > )1 2 nmin X , X ,..., Xθ =.  
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   (Interval Estimation)) فاصله اطمینان(اي  برآورد فاصله
)اي به دنبال یک آماره در برآورد نقطه )θ̂براي تخمین پارامتر مجهول جامعه هاي نمونه  از روي داده( )θدانیم که   اما می؛ بودیم

  .زن ممکن است دقیقاً برابر مقدار پارامتر نباشد بلکه در عین نزدیکی به مقدار واقعی پارامتر بیشتر یا کمتر از آن باشد این تخمین
 به دستدانیم که براي  می.  آوردبه دست پارامتر جامعه را در یک فاصله θتوان احتمال قرار گرفتن  اي حل این مشکل میبر

 کردن مقدار کم کردن و اضافه این دو مقدار با ؛حد بالاي فاصله و حد پایین فاصله ، آیدبه دستآوردن هر فاصله دو عدد باید 
)اي پارامتر جامعه از برآورد نقطهثابتی  )θ̂ آیند  میبه دست.  

ˆ e= θ−حد پایین فاصله   
ˆ ˆe e→ θ − < θ < θ +  ˆ e= θ+فاصلهي حد بالا   





  

eآید  میبه دستدار ثابت است که حد بالا و پایین فاصله به کمک آن  همان مق. e را در اصطلاح آماري خطاي برآورد و یا دقت 
  .گویند آمده به این روش را فاصله اطمینان می دست بهنامند و فاصله  می

  

کنیم که با احتمال مشخصی   حدودي را مشخص می،اي به نام فاصله اطمینان اي با تعیین فاصله در برآورد فاصله :تعریف
)به نام سطح اطمینان )1− αیقین داریم پارامتر مجهول جامعه ( )θدر آن فاصله قرار دارد .  

  

ˆ به صورتاي است ، فاصلهθبه عبارت دیگر هر فاصله اطمینان براي پارامتر  eθ ) که با احتمال± )1 − α ،اطمینان داریم 
  : در آن قرار دارد، به عبارت ریاضی داریمθپارامتر 

  ( ) ( )ˆ ˆP e e 1θ − < θ < θ + = − α  
  :در این وضعیت

  
ˆ ˆ: e eθ − < θ < θ   فاصله اطمینان+

( ): 1 − αسطح اطمینان  

:
2 2
α α

+ = αدار بحرانی یا معنی (سطح خطا(  









  

  

=1سطح اطمینان   سطح خطا−
  

  سطح اطمینان و سطح خطا
)سطوح اطمینان )1− αها شود که در این صورت سطح خطاي آن در نظر گرفته می 99%و 95%،90% معمولاً به صورتα 

5%به صورت ,   . خواهد بود1% و%10
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ü دقت کنید!  
  . است95%راي سطح اطمینان،فرض ب مقدار پیش

)مفهوم سطح اطمینان )1-α  
)ات نمونه یک فاصله اطمینان هرگاه با توجه به مشاهد )ˆ eθ±در سطح اطمینان ( )1− αو یا سطح خطاي αي پارامتر  برا

)جامعه )θ آوریم  میبه دست:  
  ( ) ( )ˆ ˆP e P eθ < θ − + θ > θ + = α  

)  یا ) ( )ˆ ˆP e e 1θ − < θ< θ + = − α  
  :این فاصله به مفهوم آن است که

)گیري را تکرار کنیم بار نمونه 100 اگر)الف )1 100− α   . را در برخواهد داشتθآوریم که  میبه دستا اي ر  بار فاصله×
100αگیري را تکرار کنیم  بار نمونه100 اگر)ب   . را در بر نخواهد داشتθآوریم که  میبه دستاي را   بار فاصله×
) با احتمال)ج )1− αاطمینان داریم پارامتر جامعه در آن فاصله قرار خواهد داشت .  
  . اطمینان داریم پارامتر جامعه در آن فاصله قرار نخواهد داشتα با احتمال)د

5α%المثل در سطح وقتی از روي مشاهدات نمونه فاصله اعتمادي فی مثال سازیم، به مفهوم آن  اي می  براي میانگین جامعه=
 )70 ـ اقتصاد(  :است که

  . میانگین جامعه در آن فاصله قرار دارد5%با احتمال) 1
  . را در بر داردµآوریم که   می دستبهاي   بار فاصله95 بار تکرار کنیم100گیري را اگر نمونه) 2
  . میانگین جامعه در آن فاصله قرار دارد95%با اعتماد) 3
  . میانگین نمونه در آن فاصله قرار دارد95%با اعتماد) 4

  .  درست است2گزینه  :حل
5α%فاصله اطمینان در سطح 1 یا= %95− α   .دهد  از موارد زیر را نشان مییک هر =

  . بار قرار ندارد5آن فاصله قرار دارد و  بار میانگین جامعه در95گیري  نمونه100 از-
  .  قرار ندارد5% میانگین جامعه در آن فاصله قرار دارد و با احتمال95% با احتمال-

  نحوه ساختن فاصله اطمینان
)اي براي ایجاد فاصله اطمینان براي پارامتر مجهول جامعه، ابتدا بهترین برآوردکننده نقطه )θ̂کنیم، سپس  راي آن انتخاب می را ب

حدودي را ، گوییم، به نحوي که خواهیم دید می» تابع محوري«اي مرتبط که از این به بعد به آن  با استفاده از تابع توزیع نمونه
)کنیم که با احتمال مشخص می )1− αاطمینان داریم پارامتر جامعه در آن قرار دارد .  
)خواهیم یک فاصله اطمینان ض کنید میفر ،براي مثال )1− αبراي میانگین جامعه ( )µدر این وضعیت .  ایجاد کنیم

یانس جامعه معلوم حال با فرض آنکه جامعه اصلی نرمال و وار .اي براي آن است  بهترین برآورد نقطهX طورکه دیدیم آماره همان

XZاي باشد، تابع توزیع نمونه
n/

− µ
=

σ
  .گوییم می» تابع محوري«که در اینجا به آن   خواهد بود

  
2

: X Z
nα

σ
:Xفاصله اطمینان± Z

n/
− µ

= →
σ

  تابع محوري

که در آن
2

Zαضریب اطمینان است .  
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ü ت کنیددق!  
)هر فاصله اطمینان، بر اساس نتایج حاصل از نمونه و با استفاده از آماره معلوم )θ̂ فاقد پارامتر درنتیجه .شود ساخته می 

)مجهول )θاست .  
)هنگام تخمین پارامتر مجهول میانگین جامعه ،براي مثال )µتوسط آماره معلوم ( )X:  

X فاصله اطمینان است e±  
eµ فاصله اطمینان نیست ±  

  ضریب اطمینان
 از یکی از د بای به آناي مربوط هنگام تعیین فاصله اطمینان براي یک پارامتر دلخواه از جامعه، با استفاده از توزیع نمونه

 95%،90%ها با توجه به سطوح اطمینان در این وضعیت به مقادیر این توزیع.  استفاده کنیمF  یاZ،t،2χهاي توزیع
  . این مقادیر همان ضرایب اطمینان در فواصل اطمینان هستند؛هاي پیوست کتاب نیاز است  در جدول99%یا

 99%و 95%،90%براي سطوح) نرمال استاندارد (Z ضریب اطمینان

)هاي آماري نرمال استاندارد  توزیع بیشتر برآوردکنندهازآنجاکه )Zاست، مقادیر جدول Z که از این به بعد به آن ضریب اطمینان 
  : زیر استصورت به 99%و 95%،90% براي سطوح اطمینان،گوییم می

  ( )
2 2

P Z Z Z 1α α

 
 − < < = − α
 
 

  

  
  

( )P 1.96 Z 1.96 %95− < < =  ( )P 1.645 Z 1.645 %90− < < =  

  
( )P 2.58 Z 2.58 %99− < < =  

)روابط بین سطح خطا )αسطح اطمینان ،( )1− αطمینان و ضریب ا( )Zα  

)هرچه سطح اطمینان )1− αبیشتر شود، مقدار α یا 
2
α) ضریب اطمینان درنتیجهکمتر شده و ) داري، سطح خطا سطح معنی 

  .یابد افزایش می
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  طاسطح خ  سطح اطمینان  ضریب اطمینان

2

Z 1.28 , Z 1.645α α= =  ( )1 0.90− α =  0.1α =  

2

Z 1.645 , Z 1.96α α= =  ( )1 0.95− α =  0.05α ش  =
فزای
ا

  

↓

  

2

Z 2.32 , Z 2.58α α= =  

ش
فزای
ا

  

↓

  

( )1 0.99− α =  

ش
کاه

  

↓

  

0.01α =  
Z اطمینانایبضر :نتیجه αیا 

2

Zαبا سطح اطمینان ( )1− α داري سطح خطا یا سطح معنی رابطه مستقیم و با( )α رابطه 

  .عکس دارد

  اي میانگین جامعه  برآورد فاصله
به ) میانگین نمونه (Xکرده باشیم، انتخاب n یک نمونه تصادفی به حجم2σریانس و واµ اي با میانگین  در جامعهآنکهبا فرض 

در تعیین فاصله اطمینان براي میانگین جامعه به صورت زیر ) میانگین جامعه (µاي براي  عنوان بهترین برآوردکننده نقطه
  :شود استفاده می

  

x

XZ

n

−µ
=

σ
: یا tتابع محوري  

Xدر این حالت فاصله اطمینان براي میانگین جامعه به صورت  e±خواهد بود که eحالات .  میزان دقت یا خطاي برآورد است
  : زیر استصورت دیده شد، به Xاي  مختلف فاصله اطمینان بر اساس شرایطی که در توزیع نمونه

  فاصله اطمینان  شرایط

n معلوم و2σ جامعه اصلی نرمال و)1 1≥  X X

2 2

X Z , X Z
n nα α

 σ σ
 − +
 
 

  

     نامعلوم2σ جامعه اصلی نرمال و)2

n) الف 30>  X X

2 2

S S
X Z , X Z

n nα α

 
 − +
 
 

  

n) ب 30≤  ( ) ( )
X X

n 1 , n 1
2 2

S S
X t , X t ,

n nα α− −

 
 − +
 
 

  

    وم ل مع2σ جامعه اصلی غیرنرمال و)3

)) الف )n X  )قضیه حد مرکزي(<30 X

2 2

X Z , X Z
n nα α

 σ σ
 − +
 
 

  

n) ب X  )شف بی قضیه چی (≥30 X1 1X , X
n n

 σ σ
− × + ×  α α 
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2 برطبق قانون نرمال با واریانسXکمیت تصادفی 1مثال 25=σاي به حجم  از این جامعه نمونه. توزیع شده استn 100= 
xامید ریاضیکنیم و تخمین  به طور تصادفی انتخاب می ) براي میانگین95%فاصله اعتماد.  آمده استبه دست =180 )µ 

  )71 ـ اقتصاد(  جامعه کدام است؟
1 (( )179.02 , 180.98    2 (( )179.18 , 180.82  
3 (( )178.835 , 811.65    4 (( )178.712 , 181.288  

 .  درست است1گزینه  :حل
  :داریم )1(حالت با توجه به 

  
2

XZ X Z
n

n

α
− µ σ

= → µ ∈ ±
σ

 

  
( )

2
0.025

2

179.02 ,180.98

x 180 , n 100 , 25 5 ,

5X Z . 180 1

0.05

.96
n 100

Z 1.96

α





= =

σ
µ ∈ ± = ±

σ = → σ = α =

=

→ =

×



  

)تقاضاي کالا 2مثال )Xروز، داراي میانگین36 با توزیع نرمال براي x S و=40 اي  تخمین فاصله.  آمده استبه دست =5
)براي میانگین جامعه )µبرابر است با :( )0.05α  )71 ـ مدیریت(  =

1 (( )38.37 , 41.63 2 (( )36.7 , 43.3  3 (( )37.85 , 42.15 4 (( )38.64 , 41.36  

 . درست است1گزینه  :حل
  :داریم ) ـ الف2(حالت با توجه به 

  
2

X SZ X Z
S n
n

α
− µ

= → µ ∈ ±  

  
( )

2

0.025

S 5X Z . 40 1.96 38.37, 41.63
n 36

x 40 , S 5 , n 36 30, 0.05 Z 1.96

α
µ ∈ ± = ± =



= = = > α = → =

 

فاصله .  بوده است17 و15,16تایی از دانشجویان کلاسی که داراي توزیع نرمال است،3نمرات یک نمونه تصادفی 3مثال
)میانگین نمرات دانشجویان کدام است؟  90%اطمینان  )t  )86 ـ اقتصاد(  ≈3

1( 15.3 16.7−  2( 14.3 17.7−  3( 13.9 18.1−  4 (13.7 18.3−  

 .  درست است2گزینه  :حل
  : داریم)ـ ب2(حالت با توجه به 

  ( )n 1 ,n 1
2

X St X t
S n
n

α− −

− µ
= → µ ∈ ±  

 .ي نمونه برآورد شوندها  باید با توجه به دادهS وXامااست،  داده شده tمقدار
nهرگاه تعداد نمونه :نکته  .ین اعداد، برابر با عدد وسط است واریانس نمونه یک است و میانگ، باشد و اعداد نمونه متوالی باشند=3
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nدر این سؤال نیز   :اند، پس داریم  و اعداد نمونه متوالی=3
  216 , S 1 S 1= = → Xداده وسط= =  

  :رسیم اسبه کنیم به همین اعداد می نیز مح2Sرابطهاگر از طریق 

  
( ) ( ) ( ) ( )

i

2 2 2 2
i2

x 15 16 17 48X 16
n 3 3

x x 15 16 16 16 17 16 1 0 1S 1 S 1
n 1 3 1 2

 + + = = = =



− − + − + − + +
= = = = → =

− −

∑

∑
  

  
( )

, n 1
2
2

0.05,2

S 1X t 16 3 16 3 14.3 ,17.7
n 3

x 16 , S 1 , n 3 30 , t 3

α
−

µ ∈ ± = ± × = ± =

 = = = ≤ 

  

 درصد 95یک فاصله اطمینان.  ساعت است350ر متوسط نمونهدهد که عم  لامپ نشان می64یک نمونه تصادفی از 4مثال
Xها با فرض  براي متوسط طول عمر واقعی لامپ 100=σ85 ـ اقتصاد(  : عبارت است از( 

  374.5تا 325.5) 4  449.5تا 250.5) 3  546 تا154 )2  550تا 150) 1
 .  درست است4گزینه  :حل

  : داریم)ـ الف3(حالت با توجه به 

  
2

XZ X Z
n

n

α
− µ σ

= →µ ∈ ±
σ

  

  
( )

2

0.025

100X Z 350 1.96 350 24.5 325.5 , 374.5
n 64

x 350 , 100 , n 64 30 , 0.05 Z 1.96

α
σµ ∈ ± = ± × = ± =


 = σ = = > α = → =

  

nاي متشکل از اي با توزیع غیرنرمال، نمونه از جامعه 5مثال x مشاهده با میانگین=25 25σ و انحراف معیار=100 تهیه =
)اي میانگین جامعه بر0.95فاصله اطمینان. شده است )µ73 ـ اقتصاد(  : برابر است با( 

1 (100 4.47±  2 (100 20±  3 (25100 4.47
25

±  4 (( )100 4.47 5±  

 .   درست است4گزینه  :حل
  : داریم) ـ ب3(با توجه به حالت 

  ( )1 1 25X . 100 100 4.47 5
0.05n 25

x 100 , 25 , n 25 30 , 0.05

 σ
µ ∈ ± = ± × = ±

α
 = σ = = ≤ α =

  

   (e)محاسبه خطا یا دقت 
  : ازعبارت استدر برآورد فاصله براي میانگین جامعه دقت یا خطا 

2

: e Z
nα

σ
  خطا=

جاي به در حالات مختلف ،در رابطه بالا
2

Z αاز 
2

t α1 و
α

  .شود  استفاده میS ازσطور در صورت مجهول بودن  و همین
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2 برطبق قانون نرمال با واریانسXکمیت تصادفی 1مثال 16=σبراي ارزیابی پارامتر . توزیع شده است µاي به   نمونه
nحجم xامید ریاضیانتخاب و تخمین  =64 ) حداکثر خطاي حدي. آمده استبه دست =120 )εچقدر 0.95 با احتمال 
 )71 ـ اقتصاد(          است؟
1( 2.58  2( 1.9  3( 0.98  4 (1.98  

 . درست است3گزینه  :حل
  : داریم)1(حالت با توجه به 

  
2

XZ X Z
n

n

α
− µ σ

= → µ ∈ ±
σ



  

  

0.025
2

4: e Z . Z . 1.96 0.98
n n 64α

σ σ
= = = ×   خطا=

2
0.025n 64, 16 4 , 0.05 Z 1.96= σ = → σ = α = → =  







  

nاگر تعداد نمونه 2مثال  باشد و جامعه آماري نرمال باشد، مقدار 1.581 و50 میانگین و انحراف معیار نمونه به ترتیب ،=5
)گیري خطاي نمونه )ε0.025:راهنمایی(  است؟ در برآورد میانگین جامعه کدامt 0.025Z و=2.776 1.96=( 

 )82 ـ حسابداري(
1( 1.39  2( 1.96  3( 4.38  4 (6.21  

 . درست است2گزینه  :حل
  :اریمد )ـ ب2(حالت با توجه به 

  ( )n 1 ,n 1
2

X St X t
S n
n

α− −

− µ
= → µ ∈ ±



 

, n 1
2

S 1.581: e t . 2.776 1.96
n 5α

−
= = ×   خطا=

0.025n 5 , S 1.581 , t 2.776= = =  







  

   (2e)محاسبه طول فاصله 
  :کنیم براي محاسبه طول فاصله در برآورد فاصله میانگین جامعه به صورت زیر عمل می

  
2 2

: X Z , X Z
n nα α

 σ σ − +
 
 

  اصله اطمینان ف

  
2 2 2

X Z X Z 2Z 2e
n n nα α α

   σ σ σ   = + − − = =
   
   

  طول فاصله=بالا حد−پایین حد

2

2e 2 Z
nα

σ
=   طول فاصله=

جاي بهدر رابطه بالا در حالات مختلف 
2

Z αاز 
2

t α1 و
α

  .شود  استفاده میS مجهول باشد ازσطور در مواردي که   و همین

 خطا

 خطا
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 (n)محاسبه تعداد نمونه 

  :ت با برابر اسe به مقداربا توجه تعداد نمونه ،در برآورد فاصله براي میانگین جامعه

  

2 2
2

22 2
2

2 2

Z

e Z e Z n
nn e

α

α α

σ
σ σ

= → = → =  

جاي بهدر رابطه بالا در حالات مختلف 
2

Z αاز 
2

t α1 و
α

  .کنیم  استفاده میS ازσطور در صورت مجهول بودن   و همین

 آوردن فاصله به دست باشد، حداقل تعداد نمونه لازم براي 5 و میزان خطاي برآورد20اگر انحراف معیار جامعه 1مثال
) درصد میانگین کدام است؟ 95اطمینان )Z | 0.025 1.96α =  )73 ـ مدیریت(  =

1( 62  2( 8  3 (157  4 (347  

 . درست است1گزینه  :حل

  2

0.025

20e Z 5 1.96 n 7.84 n 62
n n

e 5 , 20 , 0.05 Z 1.96

α
σ = → = × → = →


 = σ = α = → =


  

اگر دقت برآورد . دفی انتخاب گردداست یک نمونه تصا، در نظر 4انگین یک جامعه نرمال با واریانسبه منظور برآورد می 2مثال
 )81 ـ حسابداري(  ، کدام است؟5% باشد، حجم نمونه تحقیق در سطح خطاي0.4

1( 94  2( 97  3( 100  4 (103  
 . درست است2گزینه  :حل

  
0.025

2
2

e Z
n

e 0.4 ,

20.4 1.96 n 9.8 n 97
n

2 , 0.05 Z 1.964

α → = × → = →

→ σ =

σ =

 = α = → =σ =


  

)خطا یا دقت  تأثیر عوامل مختلف بر )eو طول فاصله ( )2e  
  :زیر استفاده کنیم مثال براي محاسبه خطاي برآورد فاصله اطمینان میانگین از روابط به طور که درصورتی

  
2

St
nα  یا  

2

SZ
nα یا  

2

e Z
nα

σ
=  

، )انحراف معیار جامعه یا نمونه (S وσ، ارتباط عوامل بالابا توجه به روابط 
2

t α یا 
2

Z α) ضریب اطمینان(،( )1− α)  سطح

  :ه شرح زیر استب) طول فاصله (2eو) خطا (e با)تعداد نمونه( nو) سطح خطا( α، )اطمینان
  

  ارتباط با دقت برآورد  )طول فاصله (2eو) خطا (eارتباط با  عامل
)1 (σ) معکوس  مستقیم  )انحراف معیار جامعه  
)2 (S) کوسمع  مستقیم  )انحراف معیار نمونه  
)3 (

2

t α یا 
2

Z α) معکوس  مستقیم  )ضریب اطمینان  
)4 (( )1− α) معکوس  مستقیم  )سطح اطمینان  
)5 (α) مستقیم  معکوس  )سطح خطا  
)6 (nمستقیم  معکوس   تعداد نمونه  
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  :به مثال زیر دقت کنید) 5(و ) 4(درباره موارد 
   سطح اطمینان ضریب اطمینان              خطا                   

  
( )

( )
2

2

1 0.95 0.05 Z 1.96

1 0.99 0.01 Z 2.58

α

α

− α = → α = → =

− α = → α = → =
  

)شود با افزایش سطح اطمینان طورکه مشاهده می همان )1− αیا کاهش سطح خطا ( )α درنتیجه، ضریب اطمینان بیشتر شده و 
)خطا )eیابد  افزایش می.  

 برابر کنیم، 4معیار نمونه را دو برابر و حجم نمونه را  انحرافکه درصورتیاي براي میانگین جامعه نرمال،  در برآورد فاصله 1مثال
 )نمونه بزرگ (  کند؟ یخطاي برآورد چه تغییري م

  .کند تغییري نمی) 4  .شود ابر میرب 4) 3  .شود نصف می) 2  .شود برابر می 2) 1

 .  درست است4گزینه  :حل

)با توجه به شرط نمونه بزرگ )n  براي محاسبه خطا از رابطه <30
2

Se Z
nα=کنیم  استفاده می:  

  old new old
2 2 2

S 2S Se Z e Z Z e
n 4n nα α α= → = = =  

  .کند شود خطاي برآورد هیچ تغییري نمی  میمشاهدهطورکه  همان
 در صورت ثابت ماندن سایر عوامل طول .کنیم  برابر می4اي نرمال، حجم نمونه را اي براي میانگین جامعه در برآورد فاصله 2مثال

 )نمونه بزرگ(کند؟  اصله چه تغییري میف
  .کند تغییري نمی) 4  .شود برابر می 4) 3  .شود نصف می) 2  .شود برابر می 2) 1

 .  درست است2گزینه  :حل

)با توجه به شرط نمونه بزرگ )n ه  براي محاسبه خطا از رابط<30
2

Se Z
nα=کنیم  استفاده می:  

  old new old
2 2 2

S S S 1e Z e Z Z e
2n 4n 2 nα α α= → = = =  

)با توجه به آنکه خطا نصف )eطول فاصله است، شده ( )2eشود  نیز نصف می.  

 :یشتر شود، با فرض ثابت ماندن سایر عوامل ب(Level of Confidence)اي پارامتر، هرچه سطح اطمینان  دربرآورد فاصله 3مثال
 )75 ـ اقتصاد(  

  .کند دقت برآورد تغییرنمی) 2    .شود دقت برآورد بیشتر می) 1
  .شود  زیاد میαسطح معنا ) 4    .شود دقت برآورد کمتر می) 3

 .  درست است3گزینه  :حل
  .یابد  دقت برآورد کاهش میدرنتیجهیابد و  اطمینان خطاي برآورد افزایش میاز جدول، با افزایش سطح ) 4(با توجه به رابطه 

 طول فاصله اطمینان ،……… یک از موارد زیر در مورد فاصله اطمینان یک پارامتر آماري مصداق ندارد؟ هرقدر کدام 4مثال
  )80 ـ اقتصاد(  .شود کمتر می

  متر شوداي ک زننده نقطه واریانس تخمین) 2    حجم نمونه بیشتر باشد) 1
  ضریب اطمینان بالاتر رود) 4  دواریانس جامعه آماري کمتر شو) 3

 اعمال تغییرات

 عمال تغییراتا
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 . درست است4گزینه  :حل
  . استدرستاز جدول ) 6( با توجه به رابطه ،1گزینه
  . استدرستاز جدول ) 2( با توجه به رابطه ،2گزینه
  . استدرستاز جدول ) 1( با توجه به رابطه ،3گزینه
  .ز جدول نادرست استا) 3( با توجه به رابطه ،4گزینه

  . در مورد کاهش طول فاصله اطمینان مصداق ندارد4بنابراین تنها گزینه 

 )81 ـ اقتصاد(  کند، کدام عبارت درست است؟ در ساختن فاصله اطمینان براي میانگین، اگر حجم نمونه افزایش پیدا 5مثال
  .بدیا طول فاصله اطمینان افزایش می) 2  .یابد طول فاصله اطمینان کاهش می) 1
  .یابد ، افزایش می2Sاي، واریانس نمونه) 4  .ماند طول فاصله اطمینان بدون تغییر می) 3

 . درست است1گزینه  :حل
)نمونه با خطا از جدول، تعداد) 6(با توجه به رابطه  )eو طول فاصله ( )2eارد رابطه معکوس د. 

1اگر حجم نمونه به  6مثال
4

) طول فاصله اطمینان ، تقلیل یابد )100 1 − α74 ـ اقتصاد(  : درصد میانگین جامعه( 

  .شود  برابر می4ر دیگر شرایطیدر صورت عدم تغی) 1
2 (4Xیابد  افزایش می.  
  .شود نصف می) 3
  .شود ، دوبرابر میXS،در صورت عدم تغییر انحراف معیار نمونه) 4

 .   درست است4گزینه  :حل

  old new old
2 2 2

S S 2Se Z e Z Z 2e
n n n

4

α α α= → = = =  

و ) نمونه معیارف  انحرا (Sشود، در صورت ثابت بودن عوامل  طورکه دیده می همان
2

Z α) مقدار خطا )ضریب اطمینان ،( )e دو 

) طول فاصلهدرنتیجهبرابر شده و  )2e شود می نیز دو برابر.  

  اي تفاضل یا مجموع میانگین دو جامعه  برآورد فاصله
2هاي  و واریانس2µو1µ هاي فرض کنید دو جامعه نرمال با میانگین

1σ2و
2σهایی مستقل به   وجود داشته باشند و نمونه

یم، براي تعیین فاصله اطمینان مجموع یا اختلاف میانگین دو جامعه، آماره  از جامعه دوم انتخاب کن2n از جامعه اول و1nتعداد
1نااریب 2X X± بنابرایناست با کمترین واریانس بهترین انتخاب ،:  

  ( ) ( )1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

X X
t

n n

± − µ ± µ
=

σ σ
+

: یا  Zتابع محوري
( )

( )

1 2 1 2

2 2
1 22

1 2
1 2

E X X

X X
n n

± = µ ±µ
 →σ σ
σ ± = +


  

 اعمال تغییرات
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)لت فاصله اطمینان به صورتدر این حا )1 2X X e±   :شود  به حالات مختلف به صورت زیر بررسی میبا توجه و است ±
  

  فاصله اطمینان  شرایط

   دو جامعه نرمال ، واریانس ها معلوم )1
  ها معلوم یا دو جامعه غیرنرمال، واریانس

) و )1 2n , n   )قضیه حد مرکزي ( <30
( )

2 2
1 2

1 2
1 22

X X Z
n nα
σ σ

± ± +  

  ها نامعلوم  دو جامعه نرمال، واریانس)2
2و  1n 30 , n 30> >  ( )

2 2
1 2

1 2
1 22

S S
X X Z

n nα± ± +  

 ها نامعلوم   واریانس  دو جامعه نرمال،)3

2و 1n 30,n 30≤ ) یا≥ )1 2n n 30+ ≤ 
  

2با فرض ) الف 2
1 2σ = σ  

  )برابري واریانس دو جامعه(

( )
( )1 2

1 2 pn n 2 , 1 22

1 1X X t S
n nα

+ −
± ± × +  

( ) ( )2 2
1 1 2 22

P
1 2

n 1 S n 1 S
S

n n 2
− + −

= =
+ −

   واریانس ترکیبی

1 2n n 2= +   درجه آزادي−

2با فرض  )ب 2
1 2σ ≠ σ  

  )عدم برابري واریانس دو جامعه(

( )
2 2
1 2

1 2 r , 1 22

S S
X X t

n nα± ± +  

( )
( ) ( )

22 2
1 1 2 2

2 22 2
1 1 2 2

1 2

S / n S / n
: r

S / n S / n

n 1 n 1

+
=

+
− −

  درجه آزادي

  (e) محاسبه دقت یا خطا
1مقدار خطا یا دقت در فاصله اطمینان مربوط به  2µ ± µبا توجه به حالات مختلف به شرح زیر است :  

  )2(و ) 1(حالات 
2 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 22 2

S S
e Z , e Z

n n n nα α
σ σ

= + = +  

  )الف-3(حالت 
( )1 2

pn n 2 , 1 22

1 1e t S
n nα

+ −
= +  

  )ب-3(حالت 
( )

2 2
1 2

r , 1 22

S S
e t

n nα= +  

  .است 2eو طول فاصله برابر
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 اطلاعات در مورد میانگین و واریانس از یک بر اساس. وزن مسافران و بار همراه آنان در یک پرواز داراي توزیع نرمال است 1مثال
)تایی مستقل از بار مسافران، فاصله اطمینان2nصادفیتایی از وزن مسافران و یک نمونه ت1nنمونه تصادفی )1 − α درصد براي 

)مجموع میانگین وزن مسافر و بار همراه وي )1 2µ + µ83 ـ اقتصاد(   کدام است؟( 

1 (( )
2 2
1 2

1 2
1 22

X X Z
n nα
σ σ

+ ± +  2 (( )
2 2
1 2

1 2
1 22

S S
Z

n nαµ + µ ± +  

3 (( ) ( )1 2
1 2 p, n n 2 1 22

1 1X X t S
n nα + −+ ± +  4 (( )

2 2
1 2

1 2 , r
1 22

S S
X X t

n nα+ ± +  

 .  درست است4گزینه  :حل
1ها کوچک نمونه«و » واریانس جوامع نامعلوم و نابرابر«فرض   پیشبه طوربا توجه به آنکه  2n , n شود،  در نظر گرفته می» >30

)ها راي مجموع میانگیندهد و فاصله اطمینان ب رخ می) ب-3(حالت  )1 2µ + µعبارت است از :  

  ( )
2 2
1 2

1 2 1 2 r , 1 22

S S
X X t

n nαµ + µ ∈ + ± +  

)اي مجموع متوسط وزن مسافر برآورد فاصله 2مثال )1µو بار همراه وي ( )2µ یک نمونه تصادفیبر اساس در یک پرواز  
1n2تایی از وزن مسافران و یک نمونه تصادفیn86  ـاقتصاد(  تایی مستقل از بار همراه مسافران کدام است؟(  

1 (( )
2 2
1 2

1 2
1 22

X X Z
n nα
σ σ

+ ± +  2 (( )1 2 p, r 1 22

1 1X X t S
n nα− ± +  

3 (( )1 2
1 22

1 1X X Z
n nα− ± σ +  4 (( )

2 2
1 2

1 2 , r 1 22

S S
t

n nαµ + µ ± +  

 .  درست است1گزینه  :حل
شرایط این مسئله دقیقاً مانند مثال قبل است و برآورد فاصله براي مجموع میانگین دو جامعه   فرض نرمال بودن جوامع، با پیش
  : است از عبارت

  ( )
2 2
1 2

1 2 1 2 r , 1 22

S S
X X t

n nαµ + µ ∈ + ± +  

  .ها وجود ندارد که در گزینه
گیري بوده و معلوم است   چیز با توجه به نتایج حاصل از نمونه زیرا در یک فاصله اطمینان همه، استنادرست 4 گزینه ،دقت کنید

1در این مثال (و به هیچ وجه نباید از پارامتر مجهول  2µ + µ (در آن استفاده کرد.  
  :انتخاب گزینه درست

  :شویم که ها متوجه می قت در گزینهبا کمی د
که سؤال برآورد مجموع میانگین را  حالی  در،دهند رد تفاضل میانگین را نشان می زیرا برآو، نادرست هستند3 و 2هاي  ـ گزینه

  .خواسته است
  . نیز با توجه به دلایلی که مطرح شد اصلاً فاصله اطمینان نیست4ـ گزینه 
  !! است که متأسفانه کلید سازمان سنجش نیز بوده است1ن تنها گزینه قابل انتخاب گزینه بنابرای
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 اي نسبت جامعه برآورد فاصله

xp موفقیت مشاهده شود، رابطه xکه درصورتیتایی nاي  اي با انتخاب نمونه براي تخمین نسبت یا نرخ موفقیت در جامعه
n

= 
  : است بنابرایننرمالهاي بزرگ  گیري مطرح شد، در نمونه  در بحث نمونهطورکه همان p توزیع. گیریم را نسبت نمونه در نظر می

  p p: Z
p q
n

−
  تابع محوري=

  :بنابراین فاصله اطمینان نسبت جامعه عبارت است از

2 2

p q p qp Z , p Z
n nα α

 
 − +
 
 

  

 به  باشد،شود و اگر نسبت نمونه نیز داده نشده  نسبت آن در نمونه استفاده میp باشد از جامعه مجهولp در شرایطی که:توجه

1  را برابرq وpفرض طور پیش
2

  .دانیم  می

ها از   نفر از آن80تایی از دانشجویان مشاهده کرده است که100 یک نمونه تصادفیبر اساسمعاون اداري مالی دانشگاهی  1مثال
 هزینه تحصیلی استفاده  درصدي نسبت واقعی دانشجویانی که از کمک90فاصله اطمینان. کنند هزینه تحصیلی استفاده می کمک
 )83 ـ اقتصاد(  کنند، کدام است؟ می

1 (0.8 0.0656±  2 (0.8 0.0784±  3 (0.8 0.0520±  4 (0.8 0.0822±  
 .  درست است1گزینه  :حل

  
2

0.05

p q 0.8 0.2p Z 0.8 1.64 0.8 0.0656
n 100

n 100, x 80
x 80p 0.8 , 0.1 Z 1.64
n 100

α
 ×

± = ± = ±

 = =

 = = = α = → =



  

 (e)محاسبه دقت یا خطا 
  : ازعبارت استمعه دقت یا خطا در برآورد فاصله براي نسبت جا

2

p qe Z
nα=  

ایم که بین   واحد محصول را به طور تصادفی انتخاب کرده200به منظور ارزیابی کیفیت محصولات تولید شده، تعداد 2مثال
 ) 72 ـ اقتصاد( کدام است؟0.95در سطح احتمال) یا خطاي حدي (دقت تخمین. دار مشاهده شده است محصول نقص 40ها آن

1( 0.0554  2( 0.1025  3( 0.0046  4 (0.55  

  . درست است1گزینه  :حل

2

p q 0.2 0.8e Z 1.96 0.0554
n 200α

×
= = × =  

0.025
x 40p 0.2 , 0.05 Z 1.96
n 200

= = = α = →   

n)مورد نظرتعداد افراد داراي صفت ( 200 , x 40= =  
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 (2e)محاسبه طول فاصله 

  :کنیم اي نسبت جامعه، به صورت زیر عمل می براي محاسبه طول فاصله در برآورد فاصله

  
2 2

p q p q: p Z , p Z
n nα α

 
 − +
 
 

  فاصله اطمینان

  
2 2 2

p q p q p qp Z p Z 2 Z 2e
n n nα α α

   
   = + − − = =
   
   

  طول فاصله

2

p q2e 2 Z
nα=   طول فاصله=

  (n)محاسبه تعداد نمونه 
  : برابر است باe به مقدار با توجهاي براي نسبت جامعه، تعداد نمونه  در برآورد فاصله

  

2

22 2
2

2 2

Z p q
p q p qe Z e Z n
n n e

α

α α= → = → =  

وي معتقد است نسبت مذکور . صدد تعیین حجم نمونه براي برآورد درصد کالاهاي معیوب است مأمور کنترل کیفیت در 3مثال
 چقدر است؟ 5% باشد، حداقل حجم نمونه در سطح خطاي0.04اگر دقت برآورد.  نیست0.20بیش از

( )Z | 0.025 1.96α =  )79 ـ مدیریت(  =
1( 8  2( 10  3( 385  4 (481  

  . درست است3گزینه  :حل

  2

0.025

pq 0.2 0.8e Z 0.04 1.96 n 19.6 n 385
n n

e 0.04 , p 0.2 , 0.05 Z 1.96

α
 ×

= → = → = →



= = α = → =


  

 برآورد کنیم، حجم نمونه 1% با حداکثر خطاي تخمین5%دار اگر بخواهیم نرخ بیکاري در جامعه را در سطح معنی 4مثال
)انتخابی چقدر باشد؟  )%2.5Z   )73 ـ اقتصاد(  =2

1( 1000 2( 10000  3( 20000  4 (100000  

 . درست است2گزینه  :حل

1فرض برابر   را پیشq وpنداریم) نرخ بیکاري(چون هیچ اطلاعاتی از نسبت 
2

  .گیریم  در نظر می

  2

0.025

1 1
pq 2 2e Z 0.01 2 n 100 n 10000
n n

1e 0.01 , 0.05 Z 2 , p q
2

α


×

 = → = × → = → =


 = α = → = =
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 (2e) و طول فاصله (e)تأثیر عوامل مختلف بر خطا یا دقت 
شده درباره   و تمامی موارد بیاناست برابر µ با طول فاصله و خطايp نرمال است، بنابراین طول فاصله و خطايpکه توزیع ازآنجا
2eروابط ,e, nو α براي فاصله pهم صادق است .  

  اي تفاضل یا مجموع نسبت دو جامعه  برآورد فاصله
1پذیر باشند، از تخمین  دو جامعه میانگینکه درصورتی 2µ − µها   دادهکه درصورتیکنند، اما  ها استفاده می  براي مقایسه آن

  . باشند، باید از مقایسه نسبت موفقیت در دو جامعه استفاده کردکیفی
 گاه آنبگیریم، تایی از جامعه دوم را در نظر 2n موفقیت از یک نمونه2xتایی از جامعه اول و1n موفقیت از یک نمونه1xاگر
1

1
1

x
p

n
2 و=

2
2

x
p

n
  :، با فرضهستند به ترتیب نسبت نمونه در هر یک از دو جامعه =

  ها در دو جامعه مستقل بودن نمونه) 1
  هاي بزرگ انتخاب نمونه) 2

)آماره نااریب )1 2p p±بنابراین،و توزیع آن نرمال استخاب  با کمترین واریانس بهترین انت :  

  ( ) ( )1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

p p p p
: Z

p q p q
n n

± − ±
=

+

تابع محوري
( )

( )
1 2 1 2

2 1 1 2 2
1 2

1 2

E p p p p

p q p q
p p

n n

± = ±

→
σ ± = +

  

  : ازعبارت استبنابراین فاصله اطمینان آن 

1 1 2 2
1 2

1 22

p q p q
p p Z

n nα± ± +  

1p̂هاي اگر در دو جامعه تخمین مثال 2p̂ و=0.5  براي تفاوت نسبت دو جامعه کدام 99%د، فاصله اطمینان باش=0.69
1ها یکسان و برابر با  حجم نمونهاینکهاست؟ به فرض  2n n 300=  )75 ـ مدیریت(  . در نظر گرفته شوند=

1 (( )0.2915 , 0.0885− −    2 (( )0.3952 , 0.086− −  
3 (( )0.3952 , 0.0865−    4 (( )0.2932 , 0.089−  
 . درست است1گزینه  :حل

  ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1 1 2 2
1 2 1 2

1 22

1 2

1 2 1 2 0.005

p q p q
p p p p Z

n n

0.5 0.5 0.69 0.31
p p 0.5 0.69 2.58 0.19 0.

ˆ ˆp 0.5 , p 0.69 , n

1015 0.2915 , 0.0885
30

n 3

0 30

00 , 0.01 Z 2.58

0

α










 = = =

− ∈ − ± +

− ∈ − ± +

= α = → =

= − ± = − −

  

 (e)محاسبه دقت یا خطا 

  : ازعبارت استاي تفاضل نسبت دو جامعه  مقدار خطا در برآورد فاصله

1 1 2 2

1 22

p q p q
e Z

n nα= + 
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 (2e)محاسبه طول فاصله 

  :شود فاصله نسبت دیده شد، طول فاصله به صورت زیر مطرح می در برآورد طورکه همان
1 1 2 2

1 22

p q p q
2e 2 Z

n nα= +  

  اي واریانس جامعه برآورد فاصله

)اي نرمال با میانگین نامعلوم تایی از جامعهn واریانس یک نمونه2Sکه درصورتی )µ ،گاه آن باشد( )2
i2 x x

S
n 1

−
=

−
و است  ∑

)فاصله اطمینان براي برآورد واریانس جامعه )2σگیري   بر مبناي توزیع نمونه( ) 2
2
n 1 2

n 1 S
−

−
χ =

σ
تعیین ) تابع محوري (

  :، بنابراینشود می

  

( ) ( )2 2
2 2
n 1 2 2

n 1

n 1 S n 1 S
−

−

− −
χ = → σ =

σ χ
  

  :  ازعبارت استاي آن  ورد فاصله برآدرنتیجهو 

( ) ( )2 2

2 2

, n 1 1 , n 1
2 2

n 1 S n 1 S
,

α α
− − −

 
 − − 
 χ χ 
 

  

  معلوم بودن میانگین جامعه

) میانگین جامعهکه درصورتی )µ ،گاه آن معلوم باشد ( )2
i2 x

S
n

− µ
= ) و تعیین فاصله اطمینان براي واریانس جامعه∑ )2σ 

)گیري بناي توزیع نمونهبر م )

2
2
n 2

nS
χ =

σ
 :خواهد بود، بنابراین) تابع محوري( 

  ( )
( )

2 2
2 2
n 2 2

n

nS nS
χ = → σ =

σ χ
  

  : ازعبارت استاي آن  و برآورد فاصله
2 2

2 2

,n 1 ,n
2 2

nS nS,
α α

−

 
 
 χ χ
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ü دقت کنید!  
)فرض میانگین جامعه  پیشبه طور )µصریح ذکر شود که به صورتشود مگر آنکه در صورت مسئله   گرفته می نامعلوم در نظر 

 .شود  ذکرمیانگین معلوم است و یا مقدار آن

1فاصله اطمینان مثال − αاي با توزیع نرمال چیست؟   درصد براي واریانس جامعه)α براي دنباله راست توزیع تعریف شده 
 )85 ـ اقتصاد(   .)است

1( 
( ) ( )

2 2

1 ,n 1 ,n 1
22 2

2 2n 1 S n 1 S

α α
− − −

χ χ

< σ <
− −

  2 (
( ) ( )

2 2

,n 1 1 ,n 1
22 2

2 2n 1 S n 1 S

α α
− − −

χ χ

<σ <
− −

  

3 (( ) ( )2 2
2

2 2

1 ,n 1 ,n 1
2 2

n 1 S n 1 S

α α
− − −

− −
<σ <

χ χ
  4 (( ) ( )2 2

2
2 2

,n 1 1 ,n 1
2 2

n 1 S n 1 S

α α
− − −

− −
<σ <

χ χ
  

 . درست است4گزینه  :حل
)فرض میانگین جامعه  پیشبه طور )µشود  نامعلوم فرض می. 

  معیار جامعه افاي انحر برآورد فاصله
)هرگاه فاصله اطمینان براي انحراف معیار جامعه خواسته شد، کافی است فاصله اطمینان براي واریانس جامعه )2σ به دست را 

 جامعه عیار مآمده جذر بگیریم بنابراین فاصله اطمینان براي انحراف دست بهآوریم و سپس از حد بالا و حد پایین فاصله اطمینان 
 : ازعبارت است

)در شرایطی که میانگین جامعه )µ فرض پیش(:  باشدنامعلوم(  

  ( ) ( )2 2

2 2

,n 1 1 ,n 1
2 2

n 1 S n 1 S
,

α α
− − −

 
 

− − 
 χ χ  
 

 

)در شرایطی که میانگین جامعه )µ باشدمعلوم :  

  
2 2

2 2

,n 1 ,n
2 2

nS nS,
α α

−

 
 
 
 χ χ  
 

  

  هاي دو جامعه اي نسبت واریانس برآورد فاصله
2هاي دو جامعه تشکیل نسبت  هاي مقایسه واریانس یکی از راه 2

1 2/σ σ است که اگر دو واریانس با هم مساوي باشد، نسبت 
  . خواهد شد1مذکور برابر
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2که درصورتی
1S2 و

2S 1هاي هاي مستقل از هم با اندازه هاي نمونه از نمونه به ترتیب واریانسn2 وn از دو جامعه نرمال با 

2هاي واریانس
1σ2 و

2σهاي دو جامعه  باشند، فاصله اطمینان براي برآورد نسبت واریانس( )2 2
1 2/σ σ بر مبناي توزیع 

1 2

2 2
1 1

n 1 , n 1 2 2
2 2

S
F

S

/
/− −
σ

=
σ

  : بنابراین،شود تعیین می) تابع محوري (

  

1 2
1 2

2 2 2 2
1 1 1 1

n 1,n 1 2 2 2 2
n 1,n 12 2 2 2

S S1F
FS S

/
/− −

− −

σ σ
= → = ×

σ σ
  

  : ازعبارت است فاصله اطمینان درنتیجه

1 2 1 2

2 2
1 1
2 2
2 2, n 1 , n 1 1 , n 1 , n 1

2 2

S S1 1
F FS S

,
α α− − − − −

 
 

× × 
 
  

  

 به برقراري رابطهبا توجه حال درعین
1 ,m , n

2 ,n , m
2

1F
Fα

− α
  :تواند به صورت زیر نیز بیان شود  حد بالاي فاصله اطمینان می=

  
2 1

1 2

2 2
1 1
2 2, n 1 , n 1
2 22, n 1 , n 1

2

S S1 F
F S S

, α
− −α − −

 
 

× × 
 
  

  

  معلوم بودن میانگین جوامع
2 در توزیع طورکه همان 2

1 2S S/ ونه از رابطه  میانگین دو جامعه معلوم باشد براي محاسبه واریانس هر نمکه درصورتی اشاره شد

( ) 2
i2 x

S
n

− µ
= هاي دو جامعه بر مبناي توزیع   در این حالت فاصله اطمینان براي برآورد نسبت واریانس. شود  استفاده می∑

1 2

2 2
1 1

n ,n 2 2
2 2

S
F

S

/
/

σ
=

σ
  : وشود تعیین می 

1 2

2 2
1 1
2 2

n ,n2 2

S1
F S

σ
=

σ
  

  تابع محوري
→  1 2

2 2
1 1

n ,n 2 2
2 2

S
F

S

/
/

σ
=

σ
  

  

  : ازعبارت است فاصله اطمینان نسبت واریانس دو جامعه درنتیجه

1 2 1 2

2 2
1 1
2 2
2 2,n ,n 1 ,n ,n

2 2

S S1 1,
F FS Sα α−
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1فاصله اطمینان مثال − α 84 ـ اقتصاد(   : ازعبارت است براي نسبت واریانس دو جامعه با فرض نرمال بودن جوامع( 

1 (
1 2 1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 2 2,n 1 ,n 1 ,n 1 ,n 1

2 2

S S1 1. .
F FS Sα α− − − −

σ
≤ ≤

σ
  

2 (
1 2 1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 2 2,n 1,n 1 1 ,n 1,n 1

2 2

S S1 1. .
F FS Sα α− − − − −

σ
≤ ≤

σ
  

3 (
1 2

1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2 ,n 1,n 1
2 2 2 2,n 1,n 1

2

S S1. .F
FS S

α
− −α − −

σ
≤ ≤

σ
  

4 (
2 1

1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2 1 ,n 1,n 1
2 2 2 2,n 1,n 1

2

S S1. .F
FS S

α
− − −α − −

σ
≤ ≤

σ
  

 .  درست است2گزینه  :حل

با توجه به رابطه
1 2

2 1

1 ,n 1,n 1
2 ,n 1,n 1

2

1F
Fα

− − − α − −

  : فاصله زیر نیز درست است=

  
2 1

1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2 ,n 1,n 1
2 2 2 2,n 1,n 1

2

S S1 . F
FS S

α
− −α − −

σ
≤ ≤

σ
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  اي هاي نمونه جداول خلاصه توزیع
  )میانگین نمونه (X توزیع -1

  
 

)واریانس جامعه  جامعه )2σ  
  تعداد نمونه

( )n  
  توزیع

X  
  توضیحات

  دلخواه  معلوم  نرمال
( )n  ، مستقل از تعداد نمونهXتوزیع  نرمال  ≤1

  .همیشه نرمال است

)  نامعلوم  نرمال )n 30>  
 و  وابسته به تعداد نمونهXتوزیع  نرمال  )بزرگ(

  . بزرگ همیشه نرمال استبراي نمونه

)  نامعلوم  نرمال )n 30≤  
n  )کوچک( 1t  و  وابسته به تعداد نمونهXتوزیع  −

n کوچک براي نمونه 1t   . است−

)  معلوم  غیرنرمال )n 30>  
 وابسته به تعداد نمونه Xتوزیع  نرمال  مرکزي قضیه حد

  .نرمال است) بزرگ(

n  معلوم  غیرنرمال 30≤  
نامعلوم 

    )شف بی چی(
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1 توزیع -2 2X X±) تفاضل یا مجموع میانگین دو نمونه(  

  

  جامعه
  واریانس جامعه

( )2 2
1 2,σ σ  

  تعداد نمونه 

( )1 2n , n  
  توزیع 
1 2X X±  

  توضیحات

  معلوم  نرمال
  دلخواه

( ) ( )1 2n 1 , n 1≥ توزیع مستقل از تعداد نمونه همیشه نرمال   نرمال  ≤
  .است

1  نامعلوم  نرمال 2n 30 ,n 30> )توزیع وابسته به تعداد نمونه  نرمال  < )n 30> 
  .نرمال است

  نامعلوم  نرمال
( )1 2n n 30+    یا≥

( )1 2n 30 , n 30≤ ≤  1 2n n 2t + −  
با فرض برابري واریانس دو جامعه 

2 2
1 2σ = σ  

  نامعلوم  نرمال
( )1 2n n 30+    یا≥

( )1 2n 30 , n 30≤ ≤  
rt  

انس دو جامعه با فرض عدم برابري واری
2 2
1 2σ ≠ σ  

  

   نسبت موفقیت در نمونهp توزیع-3
  

  توضیحات  pتوزیع   جامعه
  .دار استهاي بزرگ از تقریب نرمال برخور  در نمونهpاي  کلی توزیع نمونهبه طور  نرمال  اي دوجمله

  

1 توزیع-4 2p p±) تفاضل یا مجموع نسبت موفقیت در دو نمونه از دو جامعه(  
  

1توزیع  جامعه 2p p±  توضیحات  

  نرمال  اي دوجمله
هاي تصادفی و مستقل و به اندازه کافی بزرگ   کلی با انتخاب نمونهبه طور

1توزیع آماره 2p p±نرمال است .  
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) توزیع -5 ) 2

2
n 1 S−

σ
  

  

)توزیع   تعداد  جامعه ) 2

2
n 1 S−

σ
  توضیحات  

)  n  نرمال )
2
n 1−χ   با فرض برخورداري از جامعه نرمال، آماره( ) 2

2
n 1 S−

σ
2σین حدود اطمینان  براي تعی

  .شود استفاده می
  

 توزیع -6
2 2
1 2
2 2
1 2

S S
/

   
   
   σ σ   

  
  

توزیع   تعداد نمونه  جامعه
2 2
1 2
2 2
1 2

S S
/

   
   
   σ σ   

  توضیحات  

2  نرمال 1n , n  
1 2n 1,n 1F − 2در شرایطی که   − 2

2 1σ = σ) 2 آماره گاه آن) واریانس دو جامعه برابر 2
1 2S /S 

داراي توزیع 
1 2n 1 ,n 1F −   .است −

  :گاه معلوم باشد آن) میانگین جامعه (µ اگر 6 و 5هاي   در حالت:توجه

  ( ) 1 2

2 22 1 22
n ,nn2 2 2

1 2

S SnS , / F
   
   χ
   σ σ σ   

   



  



 

  
  
  

  گیري نمونه
 )86 ـ اقتصاد(  شوند، کدام است؟ هاي سواري که وارد یک بزرگراه می گیري از اتومبیل ترین روش نمونه مناسب  . 1

  بندي شده طبقه) 4  اي خوشه) 3  ساده) 2 سیستماتیک) 1

مگنی  و درون هر طبقه نیز ه………ها همگنی وجود  اي با روش تصادفی ساده، بین طبقه گیري طبقه در نمونه  . 2
  )88 ـ محیط زیست(   .……… وجود

  ندارد ـ ندارد) 4  ندارد ـ دارد) 3  دارد ـ ندارد ) 2  دارد ـ دارد ) 1

  اي هاي نمونه توزیع

  توزیع میانگین نمونه

تایی nاز این جامعه یک نمونه . اشدب  می12 و انحراف معیار72توزیع نمرات آزمون داوطلبان، نرمال با میانگین  . 3
دانیم  می.  است0.9772 باشد برابر69ها حداقل احتمال اینکه میانگین نمره ارزشیابی آن. کنیم انتخاب می

( )P Z 2 0.0228≥   )88 ـ حسابداري و مدیریت (   کدام است؟n، مقدار=
1( 36  2( 64  3( 81  4 (100  

 و انحراف 50اي که داراي میانگین عهتایی از جام100آمده از یک نمونه تصادفی دست  میانگین بهاینکهاحتمال   . 4
 )86  ـاقتصاد (   باشد، چند درصد است؟48 است کمتر از10معیار

1( 2.5  2( 5  3 (45  4 (47.5  

.  دستگاه است10 و انحراف معیار50شده توسط یک شرکت در ماه داراي میانگین هاي فروخته تعداد اتومبیل  . 5
  دستگاه باشد، چقدر است؟48تایی کمتر از100آمده از یک نمونه تصادفی دست احتمال اینکه میانگین به

 )87  ـاقتصاد(  
1( %2.5  2( %5  3( %45 4 (%47.5  

 بندي شده هاي طبقه تست
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 ساعت 30 ساعت و انحراف معیار200ل با میانگینهاي تولیدي کارخانه آلفا داراي توزیع نرما ريطول عمر بات  . 6
  ساعت باشد،210 تا190تایی بین36ها در یک نمونه تصادفی ري اینکه میانگین طول عمر باتاحتمال. است

  )88  ـاقتصاد(  تقریباً چقدر است؟
1( %25  2( %32  3( %68  4 (%95  

 )87  ـيریزي شهر برنامه (  رود؟  به کار میxµشف براي تخمین بی در کدام مورد، قانون چی  . 7

   غیرنرمال یا نامشخصXتوزیع) 2     نرمالXتوزیع) 1
   استیودنتX،tتوزیع) 4    توزیع جامعه آماري نرمال) 3

 انحراف معیار توزیع میانگین نمونه .شود  انتخاب می200عضوي با واریانس 626معهتایی از یک جا50هاي نمونه  . 8
  )88  ـریزي شهري برنامه(  کدام است؟ 

1 (1.85  2 (1.92  3 (2.05  4 (2.16  

 انحراف معیار توزیع میانگین نمونه .شود  انتخاب می14 عضوي با واریانس65تایی از یک جامعه9یک نمونه  . 9
  )88ـ  GIS(  کدام است؟

1( 1.16  2( 1.25  3( 1.34 4 (1.43  

از این . کند  گرم تبعیت می200 کیلوگرم و انحراف معیار2هاي شکر از توزیع نرمال با میانگین وزن بسته  . 10
 کیلوگرم باشد، چقدر 2.2ها حداقل  احتمال اینکه متوسط وزن بسته.کنیم  بسته را انتخاب می9ها تعداد بسته

  )86 ـ محیط زیست(  است؟ 
1(0.0013 2(0.023  3(0.0023  4 (0.013 

  )86 ـ محیط زیست(  کدام عبارت صحیح است؟   . 11
 تر اي با جایگذاري کوچک اي بدون جایگذاري از واریانس میانگین نمونه  هاي کوچک واریانس میانگین نمونه براي نمونه )1

  . است
  . تر است با جایگذاري بزرگاي  اي بدون جایگذاري از واریانس میانگین نمونه  هاي کوچک واریانس میانگین نمونه براي نمونه) 2
  . تر است اي با جایگذاري کوچک اي بدون جایگذاري از واریانس میانگین نمونه  هاي بزرگ واریانس میانگین نمونه براي نمونه) 3
  . تتر اس اي با جایگذاري بزرگ اي بدون جایگذاري از واریانس میانگین نمونه  هاي بزرگ واریانس میانگین نمونه براي نمونه) 4

 بدون جایگذاري و از یک جامعه متناهی دیگر به n یک نمونه به حجمNاز یک جامعه متناهی به حجم  . 12
اي با   واریانس میانگین نمونهنسبت. کنیم  با جایگذاري انتخاب میn یک نمونه تصادفی به حجمNحجم

  )88 ـ محیط زیست(  :  ازعبارت استجایگذاري به بدون جایگذاري 

1 (n
N

  2 (N n
N
−  3 (N 1

N n
−
−

  4 (N n
N 1

−
−

  

 . اختیار شده است9 یک نمونه تصادفی به حجم3 و انحراف معیار15از یک جامعه آماري نرمال با میانگین  . 13
  )88 ـ محیط زیست(   بیشتر باشد، کدام است؟18 میانگین نمونه ازاینکهاحتمال 

1 (0.5  2 (0.0013  3( 0.4487 4 (0.9987  
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 : داراي توزیع برنولی به صورت زیر باشدXفرض کنید متغیر تصادفی  . 14

( ) ( )1 xxP X x 1 ; x 0,1 ; 0 1−= = θ − θ = < θ <  
  )88 ـ محیط زیست (  رود؟ ندارد میطبق قضیه حد مرکزي کدام آماره به سمت توزیع نرمال استا

1 (( )
( )

n X n

1

− θ

θ − θ
  2 (( )

( )
n X n

1
n

− θ

θ − θ
  3 (( )

( )
X

1
n

− θ

θ − θ
  4 (( )

( )
X n

1
n 1

− θ

θ − θ
−

  

حجم جامعه N(ها یکسان باشد؟  اي با توزیع داده حجم نمونه در یک مطالعه چقدر باشد تا توزیع میانگین نمونه  . 15
  )88 ـ محیط زیست(  ).است

1(n 1= 2(n N=  3(n   .  باشد30بیشتر از) 4 =30

  X از روي توزیع n محاسبه

  باشد، حجم نمونه کدام است؟12 و انحراف معیار جامعه آماري4 داراي واریانسXگیري اگر توزیع نمونه  . 16

  )GIS86  ـ(  
1( 24 2( 32 3( 36 4 (64  

  کدام است؟n باشد، مقدار12اگر انحراف معیار جامعه آماري.  است2 داراي انحراف معیارXاي توزیع نمونه  . 17

  )88 ـ محیط زیست(  
1( 6 2( 36  3( 72 4 (144  

  توزیع تفاضل میانگین دو نمونه 
 انتخاب شوند 4تایی از جامعه دوم با واریانس25و یک نمونه 9تایی از جامعه اول با واریانس100اگر یک نمونه  . 18

 و این دو نمونه مستقل از یکدیگر باشند، انحراف معیار تفاضل میانگین دو جامعه کدام است؟

 )86  ـحسابداري و مدیریت(  

1( 0.25  2( 0.5  3( 1.25  4 (1.5  

 از دو 9 با واریانس36اي به حجم  میانگین نمونه2X و15 با واریانس48اي به حجم  میانگین نمونه1Xاگر  . 19
)جامعه مستقل باشند، انحراف معیار )1 2X X− کدام است؟ ،  )GIS  88ـ(  

1 (3
2

  2 (2
3

  3 (4
3

  4 (3
4

  

 از دو جامعه مستقل با واریانس 2nاي به حجم  میانگین نمونه2X و1nاي به حجم  میانگین نمونه1Xفرض کنید  . 20
)برابر باشند، مقدار )1 2Var 4X 3X− 88 ـ محیط زیست(  :  ازعبارت است(  

1 (2

1 2

4 3
n n

 
σ − 

 
  2 (2

1 2

16 9
n n

 
σ − 

 
  3 (2

1 2

4 3
n n

 
σ + 

 
  4 (2

1 2

16 9
n n

 
σ + 
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  توزیع نسبت نمونه

 از جامعه گرفته 2n و1nهاي اي دو نمونه تصادفی مستقل به حجم ها در جامعه براي تخمین نسبت موفقیت  . 21
کمیت . ها در نمونه اول و دوم است  تعداد موفقیت2x و1xشده و برآوردکننده زیر پیشنهاد شده است که در آن

 )87  ـاقتصاد(  انتظاري این برآوردکننده کدام است؟

  1 2

1 2

x x1p̂
2 n n

 
= + 

 
  

1( p  2 (xµ  3 (
1 2

p
2n n

  4 (( )1 2 X

1 2

n n
n n
+ µ

+
  

 هاي کوچک چیست؟  در نمونهpگیري در آزمون فرضیه مربوط به یک نسبت خاص در جامعه، توزیع نمونه  . 22

 )87  ـاقتصاد(  

  پواسون) 4  اي دوجمله) 3  نرمال) 2  نمایی) 1

  توزیع واریانس نمونه

بوط به آن جامعه باشد، تایی از جامعه نرمالی کمتر از واریانس مر36 واریانس یک نمونه تصادفیاینکهاحتمال   . 23
 )86  ـاقتصاد(  کدام است؟

1 (( )( )1, 35P F 6<  2 (( )( )1, 36P F 5<  3 (( )
2
35P 36 χ < 

 
  4 (( )

2
35P 35 χ < 

 
  

  اي  نقطههاي کنندهخواص برآورد

  نااریبی
k)تورش( با اریب θ برآوردکننده پارامترθ̂اگر  . 24 5θ  است؟ ) بدون تورش(م برآوردکننده زیر نااریب  باشد، کدا+

 )86  ـاقتصاد(  

1 (
ˆ 5

k
θ −  2 (

ˆ 5
k 1
θ −

+
  3 (

ˆ 5
k k 1
θ

−
+

 4 (( ) 5ˆk 1
k 1

+ θ +
+

  

2یک برآوردکننده نااریب براي  . 25
Xσ88  ـاقتصاد(   کدام است؟(  

1 (( )2
i xx

n

− µ∑  2 (( )2
ix x

n

−∑  3 (( )2
ix x
n 2

−
−∑  4 (( )2

i xx

n 1

− µ

−
∑  

  )86 ـ محیط زیست(  تر از پارامتر آن باشد، کدام عبارت صحیح است؟ اگر امید یک برآورد کننده بزرگ  . 26
  . برآوردکننده سازگار است) 1
  . کننده داراي اریب استبرآورد) 2
  . برآوردکننده داراي کمترین واریانس است) 3
  . تواند خاصیت برآوردکننده را بیان کند شکل تابع برآوردکننده می) 4
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  کارایی
 µ̂ پنج برابرµ̂ˆعلاوه انحراف معیار هب. باشند  میµ دو برآوردگر مستقل نااریب از پارامترµ̂ˆ وµ̂فرض کنید . 27

 : پیشنهاد شده استµصورت زیر براي برآورده  سه برآوردگر بµ̂ˆ وµ̂با ترکیب. است

( )1 2 3
1 4 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆw w w
2 5 5

= µ + µ = µ + µ = µ  

  )87  ـاقتصاد(  : ند ازا عبارت) از راست به چپ(این برآوردگرها به ترتیب کارایی 
1 (1 2 3w , w , w  2 (2 1 3w , w , w  3 (3 1 2w , w , w  4 (1 3 2w , w , w  

)زننده  نرمال بوده و دو تخمینXاگر توزیع  . 28 )2
i2 x x

S
n 1

−
=

−
) و∑ )2

i2 x
ˆ

n
− µ

σ = 2 براي تخمین∑
Xσ مورد 

nينظر باشد، به ازا  )87  ـاقتصاد(  چیست؟) 2S به2σ̂نسبت واریانس( ضریب کارایی =10
1( 0.19  2( 0.81  3( 0.9  4 (1.1  

 زننده تخمین سه  . 29

1 1 2 3
1 1 1T X X X
3 3 3

= + +  ،      2 1 2 3
1 1 2T X X X
4 4 4

= + 3              و+ 1 2 3
1 2 5T X X X
8 8 8

= + +،  

  )86 ـ محیط زیست(  ها برقرار است؟ کدام رابطه بین واریانس آن. وجود دارند 
1 (( ) ( ) ( )1 2 3Var T Var T Var T< <  2 (( ) ( ) ( )2 3 1Var T Var T Var T< <  
3 (( ) ( ) ( )2 1 3Var T Var T Var T< <  4 (( ) ( ) ( )3 2 1Var T Var T Var T< <  

) باشند و داشته باشیمθ دو برآوردکننده نااریب براي2T و1Tمعه و پارامتر جاθهرگاه  . 30 )1Var T  و =6
( )2Var T   )87 ـ محیط زیست(   است؟θیک برآوردکننده بهتري براي ، کدام=2

1 (1T  2 (2T  3 ( کدام  هیچ) 4  هر دو به یک اندازه  

)با فرض.  سه برآوردکننده زیر مفروض استθاي، براي برآورد در جامعه  . 31 )E X = θ کدام برآوردگر نسبت به 
  )88 ـ محیط زیست(  یر برآوردگرها کاراتر است؟سا

  31 2
3

X5X 4X
T

10 10 10
= + +   ،   1 2

2 3
X 3X 4T X
8 8 8

= + +   ،31 2
1

XX X
T

3 3 3
= + +  

1 (1T    2 (2T  
3 (3T    4 (گیري نمود تصمیمتوان به طور دقیق  نمی .  

  (MSE)میانگین مجذور خطا 

): پیشنهاد شده استθهاي زیر براي برآورد پارامتر  با ویژگی2θ̂ و1θ̂دو برآوردکننده  . 32 )2
ˆV ar 50θ = 

)و )2
ˆE 6θ − θ ) و= )1

ˆV ar 90θ ) و= )1
ˆE 0θ − θ  )86  ـاقتصاد(  : گاه  آن=

1 (2θ̂تر است، چون کاراتر است  مناسب.  
2 (1θ̂تر است، زیرا یک برآوردکننده نااریب   مناسب)است) بدون تورش.  
3 (1θ̂ تر است، چون میانگین مجذور خطاي آن مناسب( )MSEکمتر است .  
4 (2θ̂تر است، چون میانگین مجذور خطاي آن  مناسب( )MSEکمتر است .  
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 زیر پیشنهاد B وAردکنندهتایی، دو برآو  اساس یک نمونه تصادفی سه به منظور برآورد میانگین جامعه بر  . 33
 )87  ـاقتصاد(  کند؟ یک برآوردکننده بهتري است، چه ملاکی کفایت می براي تشخیص آنکه کدام. شده است

  1 2 3 1 2 3X X X X X X
A B 2

2 3
+ + + +

= = + 

(2واریانس) 3  واریانس) 2  تورش) 1   تورش+واریانس) 4  )رشتو+

 یک از موارد زیر ملاك عمل است؟ م کداθ براي پارامترθ̂براي تشخیص مناسب بودن برآوردکننده  . 34
  )88  ـاقتصاد(  

1 (( )ˆE θ  2( ( )( )2ˆ ˆE Eθ − θ  3 (( )2ˆE θ − θ  4 (( ) ( )ˆ ˆE V arθ + θ  

  اي  فاصلهبرآورد

  فاصله اطمینان میانگین جامعه
.  بوده است17و 16،15،تایی از دانشجویان کلاسی که داراي توزیع نرمال است3نمرات یک نمونه تصادفی  . 35

) میانگین نمرات دانشجویان کدام است؟90%فاصله اطمینان )t  )86  ـاقتصاد(  ≈3
1 (15.3 16.7−  2 (14.3 17.7−  3 (13.9 18.1−  4 (13.7 18.3−  

 17 و16،15. بانک که داراي توزیع نرمال استتایی از مشتریان3مسکن پرداختی به یک نمونه تصادفیوام   . 36
−1فاصله اطمینان . ومان بوده استمیلیون ت α87  ـاقتصاد(   براي میانگین وام پرداختی بانک چقدر است؟( 

1 (
2

16 Z 3α±  2 (Z
16

2
α±  3 (

,3
2

116 t
2 α±  4 (

, 2
2

116 t
3 α±  

 هزار تومان خرید 50 و دیگري30اند، یکی  مشتري یک فروشگاه، دو نفر که به تصادف انتخاب شده500از  . 37
) براي کل فروش این فروشگاه چقدر است؟95%فاصله اطمینان. کرده است )t   )88  ـاقتصاد(  =3

1 (15000 25000−  2 (10000 30000−  3 (7000 33000−  4 (5000 35000−  

 160میانگین قد این دانشجویان. کنیم  نفر را به عنوان نمونه اختیار می9،از میان دانشجویان یک کلاس  . 38
  )88  ـGIS( درصد در کدام فاصله است؟95میانگین جامعه با احتمال. متر است  سانتی5متر و انحراف معیار سانتی

1 (( )154.8 , 165.2    2 (( )155.5 , 164.5  
3 (( )156.8 , 163.2    4 (( )156.4 , 163.6  

اي   انتخاب شده است و میانگین نمونه16 و واریانسµتایی از توزیع نرمال با میانگین25فرض کنید یک نمونه  . 39
) براي میانگین جامعه کدام است؟95% یک فاصله اطمینان.است 10برابر با )0.025Z   )87 ـ محیط زیست(  =2

1 (810
5

±  2 (1610 2
5

± ×  3 (3210
25

±  4 (10 16
25 5

±  

  μفاصله براساس  nمحاسبه 

1براي برآورد میانگین یک جامعه نرمال، حجم نمونه چقدر باید باشد تا حداکثر خطاي برآورد برابر  . 40
4

 انحراف 
)معیار جامعه باشد؟ )0.025Z 2  )86  ـاقتصاد( 

1( 16  2( 32  3( 52  4 (64  
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 باشد حداقل تعداد نمونه لازم براي به دست آوردن فاصله 4 و میزان دقت برآورد20اي اگر انحراف معیار جامعه  . 41
  )88  ـریزي شهري برنامه(   درصد میانگین کدام است؟95اطمینان

1( 56 2( 96  3( 116 4 (120  

2رگ با واریانسآوري اطلاعات و برآورد میانگین صفت در یک جامعه بز فردي براي جمع  . 42 25σ  چه تعداد نمونه =
)  باشد؟1 اطمینان خطاي برآورد حداکثر95%باید انتخاب نماید تا با )0.025Z   )87 ـ محیط زیست(  =2

1( 79 2( 85 3( 90  4 (100  

   2e , e , nروابط بین 
گاه طول فاصله  اگر واریانس جامعه نصف شود، آن. باشد  داراي توزیع نرمال Xفرض کنید متغیر تصادفی  . 43

  )86 ـ محیط زیست(  :اطمینان

1 (1
2

2) 2  . شود  برابر می
2

  . شود برابر می 2) 4  . شود  برابر می2) 3  . شود  برابر می

  فاصله اطمینان تفاضل یا مجموع میانگین دو جامعه 
)فراي مجموع متوسط وزن مسا برآورد فاصله  . 44 )1µو بار همراه وي ( )2µاساس یک نمونه   در یک پرواز بر

 تایی مستقل از بار همراه مسافران کدام است؟2nتایی از وزن مسافران و یک نمونه تصادفی1nتصادفی

  )86  ـاقتصاد(  

1 (( )
2 2
1 2

1 2
1 22

X X Z
n nα
σ σ

+ ± +  2 (( )1 2 p, r 1 22

1 1X X t S
n nα− ± +  

3 (( )1 2
1 22

1 1X X Z
n nα− ± σ +  4 (( )

2 2
1 2

1 2 , r 1 22

S S
t

n nαµ + µ ± +  

 براي تفاضل دو میانگین جامعه 95%یک فاصله. اطلاعات زیر از دو جامعه مستقل از یکدیگر نرمال وجود دارد . 45
( )1 2µ − µ 86 ـ محیط زیست(  : ازعبارت است(  

4) 1  جامعه اول   جامعه دوم  1.96 72.4±  
2 (4 1.96 90.5±  
3 (4 2.31 72.4±  
4 (4 2.31 90.5±  

2n 5=  
2x 170=  

( )2
2x x 866− =∑  

1n 5=  
1x 174=  

( )2
1x x 944− =∑  

  فاصله اطمینان نسبت جامعه
 براي 95%فاصله اطمینان. دان  نفر پسر بوده50تایی از نوزادان تازه متولدشده،100اساس یک نمونه تصادفی بر  . 46

)نسبت واقعی پسران متولدشده کدام است؟  )0.025 0.05Z 1.96 , Z 1.64=  )86  ـاقتصاد(  =

1 (0.418 0.582− 2 (0.4903 0.5097−  3 (0.402 0.598− 4 (0.4918 0.5082−  
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ها به   آن80%دهندگان یک شهر انتخاب و مشخص شده است که  نفري از بین رأي100ونه تصادفییک نم  . 47
 رأي خواهند داد برابر A براي نسبت افراد در جامعه که به90%یک فاصله اطمینان. دهند  رأي میAکاندیداي
): است با )0.05Z  )87  ـاقتصاد(  =1.65

  0.92)تا (0.88) 4  0.905)تا (0.895) 3  0.97)تا (0.83) 2  1)تا (0.4) 1

 براي تولیدات 90%یک بازه.  کالا سالم و بقیه معیوب هستند89اي تایی از تولیدات کارخانه100در یک نمونه  . 48
): ازعبارت استلم سا )0.95 0.975Z 1.64 , Z 1.96=   )86 ـ محیط زیست(  =

1(0.89 0.110.89 1.64
99
×

±  2 (0.89 0.110.89 1.64
100

×
±  

3 (0.89 0.110.89 1.96
99
×

±  4 (0.89 0.110.89 1.96
100

×
±  

nدر یک نمونه تصادفی به حجم  . 49  کالاي تولیدي به طور 25نه دیده شده است که از محصولات یک کارخا=125
 براي نسبت کالاهاي معیوب تولیدي در یک کارخانه 95%یک فاصله اطمینان. غیراستاندارد تولید شده است

): ازعبارت است )0.025Z   )87 ـ محیط زیست(  =2
1 (1 20

5 125 5
±  2 (1 125 2

5 125
×

±  3( 1 20
5 5 5

±  4 (1 125
5 5

±  

 کالاي معیوب باشد و در  نسبتθاگر. شود در میان تولیدات یک کارخانه معمولاً تعدادي کالاي معیوب یافت می  . 50
 : ازعبارت است θ براي95% کالاي معیوب موجود باشد یک فاصله اطمینان6تایی36یک نمونه

  0.9751
2

Z Z 2α
−

 
 = ≈
 
 

 

  )88 ـ محیط زیست(  

1 (1 1 5
6 18

±  2 (1 1 5
6 18 6

±  3 (5 1 5
6 18

±  4 (15 1 5
6 18 6

±  

  p فاصله براساس nمحاسبه 
باًٌ چه  برآوردکنیم، تقری95% و ضریب اطمینان±0.02اگر بخواهیم نسبت افراد باسواد یک جامعه را با خطاي  . 51

 )87  ـاقتصاد(  سب است؟اي منا حجم نمونه
1(1000  2(2500  3(5000  4 (7500  



 

  
  
  

  گیري نمونه
 .  درست است1گزینه   .1

گیري سیستماتیک استفاده  گیري مناسبی از جامعه مورد بررسی در دسترس نباشد از روش نمونه در مواردي که چارچوب نمونه
 در هاي سواري واردشده به یک بزرگراه هستند که چارچوب معینی از آن در این سؤال نیز جامعه مورد بررسی، اتومبیل. شود می

 .دسترس نیست

  .  درست است3گزینه   .2
ها  یعنی بین طبقه. بندي، واریانس بین طبقات جامعه زیاد و واریانس درون هر طبقه کم است گیري به روش طبقه در نمونه

  . داردو درون هر طبقه همگنی وجود  ندارد همگنی وجود

  اي هاي نمونه توزیع

  توزیع میانگین نمونه
  .  درست است2گزینه   .3

  ( )2 2X N 72 , 12µ = σ =نمرات آزمون   

  ( ) X 69 72 3 nP X 69 0.9772 P 0.9772 P Z 0.9772
12 12

n n

 
   − µ − − ≥ = → ≥ = → ≥ =  σ    
 

) 1(  

  ( ) ( )P Z 2 0.0228 P Z 2 1 0.0228 0.9772≥ = → < = − =) 2(  
)حال با توجه به ) ( )P Z a P Z b a b< = > → =   :  داریم،−

  n 2 n 8 n 64
4

−
= − → = → =  

 هاي تشریحی پاسخ
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 .  درست است1گزینه   .4
nه معلوم و ، واریانس جامع)چون نرمال بودن ذکر نشده(جامعه غیرنرمال  100 30=  مورد حد مرکزيقضیه بر  پس بنا.  است<

  : داریمXاي هاي نمونه از توزیع)  ـ الف3(

  XZ

n

− µ
=

σ
 و

2
X ~ N ,

n

 σ
µ  

 
  

  

( ) ( )X 48 50P X 48 P P Z 2 0.0228 %2.5
10

n 100

50 , 10 , n 100

  
  

−µ −  < = < = <− =  σ    
µ = σ = =


  

 .  درست است1گزینه   .5
n، واریانس جامعه معلوم و )چون از نرمال بودن چیزي گفته نشده( ه نامعلومتوزیع جامع  قضیه حد مرکزي بنا بر است پس <30

  . نرمال استxتوزیع ) ـ الف3مورد (
2

X ~ N ,
n

 σ
µ  

 
  

  ( ) ( )X 48 50P X 48 P P Z 2 0.025 %2.5
10

n 100

50 , 10 , n 100

  
  −µ −  < = < = < − = = σ 

   
 µ = σ = =

  

  :یادآوري

  
  .  درست است4ه گزین  .6

  ( )2 2: X N 200 , 30µ = σ =ريتطول عمر با  

  ( ) ( )190 200 X 210 200P 190 X 210 P P 2 Z 2 0.95
30 30
36 n 36

 
 − − µ − < < = < < = − < < =

σ 
 
 

  

  :یادآوري

  

( )P 2 Z 2 0.95− < < =  
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 .  درست است2گزینه   .7
n و واریانس جامعه معلوم،)یا توزیع جامعه را ندانیم(هرگاه توزیع جامعه غیرنرمال  :یادآوري از )  ـ ب3( مورد بنا بر باشد، ≥30
  .شود  استفاده میXµشف براي تخمین بی  نامعلوم است و در این شرایط از قضیه چیX، توزیعXاي هاي نمونه توزیع

 . درست است2گزینه   .8
Nجامعه محدود    :گیري بدون جایگذاري است، بنابراین واریانس میانگین نمونه عبارت است از فرض نمونه  و پیش=626

  ( )
2 2

2
XX

N n N n 626 50 200 24V ar X . . 2 1.92
N 1 n N 1 n 626 1 50 25

− σ − σ −
σ = = → σ = = × = × =

− − −
  

  گیري بدون جایگذاري نمونه  :یادآوري

  گیري با جایگذاري نمونه

( )

( )

2

2

N nV ar X .
N 1 n

V ar X
n

 − σ
=

 −


σ =

  

 .  درست است1گزینه   .9

   جایگذاريگیري بدون نمونه  :یادآوري

  گیري با جایگذاري نمونه
( )

2

2

N n
N 1 nV ar X

n

 − σ

 −= 

σ


  

Nبا توجه به اینکه جامعه محدود است    :گیري بدون جایگذاري است داریم فرض نمونه  و پیش=65

  ( )
2

2
XX

N n 65 9 14 56 14 49 49 7V ar X . 1.16
N 1 n 65 1 9 64 9 36 36 6

− σ −
σ = = = × = × = → σ = = =

− −
  

  .  درست است1گزینه   .10
  ( )( )22: X N 2 , 0.2µ = σ =هاي شکر وزن بسته  

باشند به عبارت دیگر چون میانگین برحسب کیلوگرم ) مقیاس(که میانگین و انحراف معیار باید بر طبق یک واحد  دقت کنید
  :است پس انحراف معیار نیز باید برحسب کیلوگرم باشد

  200200gr 0.2kg
1000

σ = = =  

  ( ) ( )X 2.2 2 0.2P X 2.2 P P Z P Z 3 0.0013
0.2 0.2

3n 9

   
   − µ − ≥ = ≥ = ≥ = ≥ = σ        

  

 :یادآوري
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 .  درست است1گزینه   .11

  گیري بدون جایگذاري نمونه  :یادآوري

  گیري با جایگذاري نمونه
( )

2

2

N n
N 1 nV ar X

n

 − σ

 −= 

σ


  

Nدانیم که ضریب تصحیح واریانس می n
N 1

− 
 − 

تر   بنابراین واریانس میانگین نمونه را کوچک،، همواره عددي بین صفر و یک است

  :خواهد کرد
2 2N n .

N 1 n n
− σ σ

<
−

  

n تعداد نمونه به نسبت جامعه بزرگ باشد یعنیکه درصورتیدانیم  همچنین می 0.05
N

N، از ضریب تصحیح واریانس ≥ n
N 1

− 
 − 

 

  . و با حالت با جایگذاري برابر خواهد شدشود میپوشی  گیري بدون جایگذاري چشم در شرایط نمونه
   :درست است همواره بنابراین دو جمله زیر

  . تر است اي با جایگذاري کوچک اي بدون جایگذاري از واریانس میانگین نمونه هاي کوچک واریانس میانگین نمونه براي نمونه
  . اي با جایگذاري برابر است اي بدون جایگذاري با واریانس میانگین نمونه هاي بزرگ واریانس میانگین نمونه  براي نمونه

  .  است درست3گزینه   .12

  گیري بدون جایگذاري نمونه  :یادآوري

  گیري با جایگذاري  نمونه
( )

2

2

N n
N 1 nV ar X

n

 − σ

 −= 

σ


  

 

  اي با جایگذاري واریانس میانگین نمونه
2

2
N 1n
N nN n .

N 1 n

σ
−

= =
−− σ

−

  
  اي بدون جایگذاري واریانس میانگین نمونه

  .  درست است2گزینه   .13
  ( )2 2

iX N 15 , 3µ = σ =  
  .  نرمال خواهد بودX هر چه باشد توزیعnه نرمال و واریانس جامعه معلوم است، بنابراینجامع

  ( ) ( )X 18 15P X 18 P P Z 3 0.0013
3

n 9

 
 − µ − > = > = > =

σ 
 
 

  

  :یادآوري
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  .  درست است3گزینه   .14
) جامعه معلوم و تعداد نمونههرگاه توزیع جامعه غیر نرمال اما واریانس: قضیه حد مرکزي :یادآوري )nبزرگ باشد توزیع X 

XZ   :نرمال خواهد بود

n

− µ
=

σ
  

  ( )
( )

( ) ( )2

E X
X Bin 1,

Var X 1

µ = = θθ → 
σ = = θ − θ

  

  
( )

X XZ
1

n n

− µ − θ
= =

σ θ − θ
  

  .  درست است1گزینه   .15
  : توزیع میانگین نمونه

)  )همیانگین جامع(   )E X = µ  

)) واریانس جامعه( ) ( )
2

n 1 2V ar X V ar X
n

=σ
= → = σ  







  

nها  تعداد نمونهکه درصورتیپس تنها    . استیکسان ) جامعه(ها   باشد توزیع میانگین نمونه با توزیع داده=1

  Xاز روي توزیع  nمحاسبه 
  . درست است3گزینه   .16

 و واریانس Xµ داراي میانگینXاي توزیع نمونه :یادآوري
2
X
n

σبنابراین، است :  

  X

X

2 4 22 X X
XX 12

122 n 6 n 36
n n n

σ = =

σ =
σ σ

σ = → σ = → = → = → =  

  . است درست 2گزینه   .17

  ( )
2

X
12V ar X 2 n 6 n 36

n n n
σ σ

= → σ = → = → = → =  

  X 2 , 12σ = σ =  

  توزیع تفاضل یا مجموع میانگین دو نمونه
 .  درست است2گزینه   .18
1اي هاي نمونه  ذکر نشده جامعه نرمال است، اما چون در توزیعآنکهبا  2X X±پیش ،ها نرمال نباشد نداریم  موردي که جامعه 
1 واریانس جوامع هم معلوم است و؛کنیم ها را نرمال فرض می ض، جامعهفر 2n , n هاي  از توزیع) 1(حالت  بنا بر است، پس ≤1

1 اي نمونه 2X ± Xداریم :  

  
2 2
1 2

1 2 1 2
1 2

X X ~ N ,
n n

 σ σ
 ± µ ± µ +
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))هنمونانحراف معیار تفاضل میانگین دو ( ) ( )
2 2
1 22

1 2 1 2
1 2

9 4X X 0.25 X X 0.5
n n 100 25

σ σ
σ − = + = + = → σ − =  

) جزء،دلیل مستقل بودن دو نمونه  بهدقت کنید، )1 22Cov X , X−هاي  بنابراین در تمامی موارد توزیع. شود  برابر صفر می
1اي  نمونه 2X X± صفر در نظر گرفته شده استکوواریانس جزء .  

  . کدام است نه دو جامعه نمونه ضل میانگین دو انحراف معیار تفاپرسید  باید می طراح:سؤالاشتباه 
  . بوددرست 1 گزینه  خواست، دو نمونه را میمیانگین  سؤال، واریانس تفاضل که درصورتی :توجه

 . درست است4گزینه   .19

  
( ) ( ) ( ) ( )

0

1 2 1 2 1 2V ar X X V ar X V ar X 2Cov X , X− = + −

( )

2 2
1 2

1 2

1 2

15 9 9
n n 48 36 16

9 3V ar X X
16 4

σ σ
= + = + =

− = =

  

  . درست است4گزینه   .20

)  :یادآوري )
2

Var X
n

σ
=  

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 222 2

1 2 1 2
1 2 1 2

16 9Var 4X 3X 4 V ar X 3 Var X 16 9
n n n n

 σ σ
− = + − = + = σ + 

 
  

)کوواریانسکه چون دو جامعه مستقل از هم هستند، جزء  توجه کنید )1 2C ov X , X در محاسبه واریانس بالا برابر صفر خواهد 
  . ایم نظر کرده شد که از نوشتن آن صرف

  توزیع نسبت نمونه
 .  درست است1گزینه   .21

  :، بنابراینمنظور از کمیت انتظاري همان امید ریاضی برآوردکننده است

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

E X E XX X n p n p1 1 1 1ˆE p E p p p
2 n n 2 n n 2 n n 2

E X n p , E X n p

       
= + = + = + = + =             


 = =

  

  .اي هستند  هر دو داراي توزیع دوجمله2X و1Xدقت کنید که

 .  درست است3گزینه   .22
)هاي کوچک در نمونه :یادآوري )n )هاي بزرگ اي و براي نمونه  دوجملهp توزیع≥30 )n  قضیه حد بنا بر p توزیع<30

 .استمرکزي نرمال 

  توزیع واریانس نمونه
 .  درست است4گزینه   .23

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 22 2
n 1 352 2

n 1 S n 1
P S P P n 1 P 35

−

 − − σ     <σ = < = χ < − = χ <        σ σ 
 

 دلیل استقلاله ب
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  اي  نقطههاي کنندهخواص برآورد

  نااریبی 
 .  درست است2گزینه   .24

  :گیریم ربوط به اریبی را در نظر میابتدا رابطه م
  ( )ˆE k 5θ − θ = θ   اریبی:+

) برابر با θ براي پارامتر Tکه شرط نااریبی برآوردکننده دلخواه حال ازآنجا )E T = θاست، کافی است در رابطه بالا θ را به 
 مشخص T سمت راست تساوي منتقل کرده و بقیه مقادیر را به سمت چپ، داخل امید ریاضی قرار دهیم تا برآوردکننده نااریب

  :شود

  ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ 5ˆ ˆ ˆE k 5 E 5 k E 5 k 1 E
k 1

 θ −
θ − θ = θ + → θ − = θ + θ → θ − = + θ → = θ  + 

  

  .  درست است1گزینه   .25
)ریانس جامعههاي نااریب براي وا  تنها برآوردکننده:یادآوري )2

Xσند ازا  عبارت :  

)در صورت معلوم بودن میانگین جامعه    )2
i2

X
x

S
n
− µ

= ∑  

)در صورت مجهول بودن میانگین جامعه    )2
i2

X
x x

S
n 1

−
=

−
∑  

  .  درست است2گزینه   .26
(پارامتر→ناریب است) آماره(برآورد کننده    :یادآوري Eهآمار= (  

(پارامتر→داراي اریبی است) آماره(برآورد کننده    Eآماره< (  
  کارایی

 .  درست است1گزینه   .27

µ̂و ˆ̂µدو برآوردگر نااریب براي µبنابراین،اند  و مستقل :   ( ) ( )ˆˆ ˆE Eµ = µ = µ  
  :کنیم ابتدا نااریبی برآوردگرها را بررسی می

)نااریب       ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1 1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆE W E E E
2 2 2 2 2

 = µ + µ = µ + µ = µ + µ = µ 
 

  

)نااریب       ) ( ) ( )2
4 1 4 1 4 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆE W E E E
5 5 5 5 5 5

 = µ + µ = µ + µ = µ + µ = µ 
 

  

)نااریب    ) ( )3 ˆE W E= µ = µ  
 بنابراین باید واریانس ،اي کاراتر است که واریانس کمتري داشته باشد در بین چند برآوردکننده نااریب، برآوردکننده :یادآوري

 :برآوردگرها را محاسبه کنیم

  2 2
ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ

5 25µ µµ µ
σ = σ → σ = σ  

  ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

1 1 1 26ˆˆ ˆV ar W V ar 25
2 4 4 4µ µ µ µµ

   = µ + µ = σ + σ = σ + σ = σ     
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  ( ) 2 2 2 2 2
2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

4 1 16 1 16 1 41ˆˆ ˆV ar W V ar 25
5 5 25 25 25 25 25µ µ µ µµ

 = µ + µ = σ + σ = σ + σ = σ 
 

  

  ( ) ( ) 2
3 ˆˆV ar W V ar µ= µ = σ  

)بنابراین به ترتیب  ) ( ) ( ) 2 2 22 2 2
3 2 1 ˆ ˆ ˆ

41 26W W W
25 4µ µ µσ < σ < σ ← σ < σ < σها به ترتیب   بنابراین کارایی آن

1 2 3W , W , W است.  
 : دو متغیر تصادفی مستقل باشندY وX هرگاه:یادآوري

  ( ) ( )X Y
2 22 2V ar aX bY a b 2ab Cov X, Y+ = σ + σ + X Y

2 22 2

0
a b= σ + σ  

 .  درست است3گزینه   .28

 :یادآوري

1(  ( )
( )

( )
( )

2 2
i i2 2

n n 12 2
x x x

;
−

− µ −
χ χ

σ σ

∑ ∑   

  : درجه آزادي عبارت است ازk با2χتوزیع  با Xمتغیرامید و واریانس ) 2
  ( ) ( )E X k , V ar X 2k= =  

  :برابر است با 2S به واریانس2σ̂سبت واریانس ن

  ( )
( )

( ) n 10

4
2

42

2
ˆV ar n 1 9n 0.9

n 102V ar S
n 1

=
σ

σ −
= = =

σ
−

  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 2 22 4i i i i2 2
2 2 2

4 4 4
2
n2 2

2 222 2 4i ii i2 2
2 2 2

x x x x
ˆ ˆ; V ar V ar V ar V ar

n n n n

2V ar 2n
nn n

x x x xx x x x
S ; V ar S V ar V ar V ar

n 1 n 1 n 1 n 1

     − µ − µ σ − µ − µσ     σ = σ = = =     σ σ     
     

σ σ σ
= χ = =

    σ − −− − σ   = = = =  − − σ − σ−     

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑∑ ∑

( ) ( )( )
( )

( )
4 4 4

2
n 12 2

2V ar 2 n 1
n 1n 1 n 1−




 
 



σ σ σ
= χ = − =

−− −

  

  .  درست است1گزینه   .29

)دانیم همواره  می :نکته تستی )
2

V ar X
n

σ
  بنابراین در این سؤال،یانگین کمتر استکننده دیگر م از واریانس هر برآورد=

3

i
i 1

1

x

T X
3

== =
∑

))1( و تنها در گزینه دارد واریانس کمتري 3T و2T از )1V ar Tتر است که حتماً جواب   از بقیه کوچک
  . مسئله است
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  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2
1 1 2 3

1 1V ar T V ar X V ar X V ar X
9 9 3

σ
= + + = σ + σ + σ =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
2 1 2 3

1 1 4 6 3V ar T V ar X V ar X V ar X
16 16 16 16 8

= + + = σ = σ  

  ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
3 1 2 3

1 4 25 30 15V ar T V ar X V ar X V ar X
64 64 64 64 32

= + + = σ = σ  

  ( ) ( ) ( )
2

2 2
1 2 3

3 15V ar T V ar T V ar T
3 8 32

σ
= < = σ < = σ  

  . اند  انتخاب شده2σ و واریانس µها مستقل و از یک جامعه با میانگین iXگونه مسائل فرض در این  پیشبه طوردقت کنید که 

  .  درست است2گزینه   .30
  . است که واریانس کمتري داشته باشد) کاراتر(اي بهتر   برآوردکننده  در بین دو برآوردکننده نااریب،:یادآوري

)  : درنتیجه ،ندا  نااریبθ هر دو براي 2T و1Tدر این سؤال نیز  ) ( )1 2E T E T= = θ  
  . است θ که واریانس کمتري دارد برآوردکننده بهتري براي 2Tبنابراین 

  ( ) ( )2 1V ar T 2 V ar T 6= < =  

  . درست است1گزینه   .31

هاي میانگین جامعه همواره هدر بین برآوردکنند :)تستی(اول راه حل 

n

i
i 1

x

X
n

==
∑

در این سؤال ؛ )کاراترین( از بقیه کاراتر است 
  .است کاراترین 1Tنیز 

  

3

i
i 1

1

x

T X
3

== =
∑

  
 بنابراین ، که واریانس کمتري داشته باشداي کاراتر است کنندهبرآورد ،ندا با توجه به اینکه هر سه برآوردکننده نااریب: راه حل دوم

  : داریم
  ( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2

1 1 2 32
1V ar T V ar X V ar X V ar X

9 33
σ + σ + σ σ

= + + = =  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 2

2 2 2
2 1 2 32

1 9 16 26V ar T V ar X 3 V ar X 4 V ar X
64 648

σ + σ + σ
= + + = = σ  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 2

2 2 2
3 1 2 32

1 25 16 42V ar T 5 V ar X 4 V ar X V ar X
100 10010

σ + σ + σ
= + + = = σ  

  1Tاز همه کاراتر است .( ) ( ) ( )
2

2 2
1 2 3

26 42V ar T V ar T V ar T
3 64 100

σ
= < = σ < = σ →  

ها iX دو به دويکوواریانسها جزء   بنابراین در محاسبه واریانس برآوردکننده،و مستقل از هم هستندها از یک جامعه iX:توجه
  . شود میبرابر صفر 
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 (MSE)میانگین مجذور خطا 

 .  درست است4گزینه   .32

در این . کمتري داشته باشد MSEاست که) راترکا(اي بهتر  برآوردکننده) اریب یا نااریب(دانیم در بین دو برآوردکننده دلخواه  می
  .رود  براي انتخاب مناسب بودن آماره به کار میMSE معیار، اریب است2θ̂ نااریب و1θ̂سؤال با توجه به اینکه 

  ( )1
ˆ 0θ ) نااریب است1θ̂→ اریبی= ) ( )1 1

ˆ ˆE 0 Eθ − θ = → θ = θ →  

  ( ) ( )2 2
ˆ ˆE 6 6θ = θ − θ = θ + − θ )اریبی= ) ( )2 2

ˆ ˆE 6 E 6θ − θ = → θ = θ + →  

  2) 90 0 90= + )اریبی= ) ( )1 1
ˆ ˆMSE V ar (θ = θ +  

  250 6 86= + ))اریبی(2= ) ( )2 2
ˆ ˆMSE V arθ = θ +  

( )2
ˆMSE θ 2 کمتر است درنتیجهθ̂تر است  مناسب. 

  ( ) ( )2 1
ˆ ˆMSE 86 MSE 90θ = < θ =  

اي کاراتر است که حداقل واریانس و اریبی را با   کمتر است چون برآوردکننده2θ̂اش از ست اما کارایی نااریب ا1θ̂ با اینکه:توجه
  . کمتري داشته باشدMSE یعنی،هم داشته باشد

 .  درست است3گزینه   .33

) میانگین مجذور خطا (MSEاي بهتر است که ملاك برآوردکننده) اریب یا نااریب( در بین دو برآوردکننده دلخواه :یادآوري
MSEواریانس+ )اریبی(2  .کمتري داشته باشد =  

  .است MSEها  بنابراین ملاك مقایسه آن، اریب هستندB وAدر این سؤال نیز هر دو برآوردکننده

)  اریب ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3
1 2 3

X X X 1 1 3E A E E X E X E X
2 2 2 2

+ + = = + + = µ + µ + µ = µ ≠ µ 
 

  

)  اریب ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3
1 2 3

X X X 1 3E B E 2 E X E X E X 2 2 2
3 3 3

+ + = + = + + + = µ + = µ + ≠ µ 
 

  








  

  .  درست است3گزینه   .34
، بهترین ملاك سنجش، میانگین مجذور )اریب یا نااریب( هاي دلخواه  هبراي تشخیص مناسب بودن برآورد کنند :یادآوري

)خطا )MSEاست :  

  ( ) ( ) ( )
2

2ˆ ˆ ˆMSE E V ar E
 
 = θ − θ = θ + θ − θ 
 
 


  

ص مناسب بودن معیار براي تشخیبهترین بنابراین  ،)دلخواه( بدون هیچ اطلاع دیگر داده شده θ̂در این سؤال نیز برآورد کننده
  . است MSEآن

  . استθ̂ همان واریانس2دقت کنید که گزینه 

 اریبی
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  اي  فاصلهبرآورد

  فاصله اطمینان میانگین جامعه 
 .  درست است2گزینه   .35

nجامعه نرمال، واریانس نامعلوم و    :داریم µاي  از برآورد فاصله) ـ ب 2(مورد  بنا بر است ≥30

  ( )n 1 ,n 1
2

X St : X t
S n
n

α− −

− µ
= → µ ±  

  .هاي نمونه برآورد شوند  باید با توجه به دادهS وX اما است داده شدهtمقدار 

nهرگاه تعداد نمونه  :نکته نگین اعداد برابر با عدد وسط  باشد و اعداد نمونه متوالی باشند واریانس نمونه یک است و میا=3
 .است

nدر این سؤال نیز   : پس داریم،اند  و اعداد نمونه متوالی=3
  216 , S 1 S 1= = → Xداده وسط= =  

  :رسیم اسبه کنیم به همین اعداد میاگر از طریق فرمول نیز مح

  
( ) ( ) ( ) ( )

i

2 2 2 2
i2 2

x 15 16 17 48X 16
n 3 3

x x 15 16 16 16 17 16 1 0 1S 1 s 1
n 1 3 1 2

 + + = = = =



− − + − + − + +
= = = = → =

− −

∑

∑
  

   را برابر3همیشه 
→  ( )14.3 ,17.7  

,  .ید بگیر1.7 n 1
2

S 1: X t 16 3 16 3
n 3α

−
µ ± = ± × = ±  

 .  درست است4گزینه   .36
nحال جامعه نرمال، واریانس جامعه نامعلوم و   : داریمµاي  از برآورد فاصله) دوم ـ ب( مورد بنا براست پس ≥30

)  . نمونه برآورد شوند باید ازS وXها با توجه به داده )n 1 ,n 1
2

X St X tS n
n

α− −

−µ
= → µ ∈ ±  

nهرگاه تعداد نمونه  :نکته در . ها یک است  باشد و اعداد نمونه متوالی باشند میانگین اعداد برابر با عدد وسط و واریانس داده=3
nاین سؤال نیز   :اریماند پس د  و اعداد نمونه متوالی=3

  2n :15,16,17 x 16 , S 1 S 1→ = = → =  
  

,n 1 , 2
2 2

S 1X t 16 t
n 3α α

−
µ ∈ ± → µ ∈ ±  

  .  درست است4گزینه   .37
)با توجه به راهنمایی مسئله )t  نامعلوم و تعداد  فرض توزیع جامعه را نرمال در نظر بگیریم؛ واریانس جامعه  پیشکه درصورتی  ،=3

nنمونه  2 30=   . ودنت خواهد بودیاست−t) میانگین نمونه (X بنابراین توزیع، است>

  ( )
,n 1

2

S 200: X t 40 3 40 30 10,70
n 2α

−
± = ± = ±   µفاصله اطمینان=



آمار و احتمال 
 

  

  

 

604  
 

  ix 30 , 50=  

  ix 30 50 80X 40
n 2 2

+
= = = =∑  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
i2

X
x x 30 40 50 40 100 100S 200
n 1 2 1 1

− − + − +
= = = =

− −
∑  

ix که فاصله اطمینان میانگین جامعه دقت کنید
N

µ = ته شده سفاصله اطمینان کل فروش جامعه خوا خواسته نشده بلکه ∑

)یعنی )ix∑، بنابراین کافی است فاصله اطمینان میانگین جامعه را درN  تا به فاصله اطمینان کل فروش  ضرب کنیم=500
  :برسیم

  ( ) ( ) ( )ix : N 10,70 500 10,70 5000 , 35000× = × =∑  

 . درست است3گزینه   .38
nجامعه غیرنرمال، واریانس جامعه نامعلوم و   :چنین توزیعی وجود ندارد اما اگر . است>30

  :استفاده کنیمشف  بی  از قضیه چی باید واست نامشخص Xاگر واریانس جامعه را معلوم فرض کنیم، توزیع) 1

  1 S: X
n

µ ±
α

  

  .ها نیست  در گزینهدرستشف جواب  بی  از قضیه چیهاما در صورت استفاد
)ودنت نیز استفاده کنیمیاست−tاگرجامعه را نرمال فرض کنیم و از توزیع) 2 )0.025,8t   .ها نیست  باز هم جواب در گزینه=2.3
)معلوم فرض کنیمهم  جامعه را نرمال و واریانس را ،اگر به ناچار) 3 )0.025Z   : یعنی کلید داده شده است3 گزینه ، جواب=1.96

  ( )
2

S 5: X Z 160 1.96 160 3.26 156.74 , 163.26
n 9αµ ± = ± = ± =  

  .  درست است1گزینه   .39
  . است نرمال X هر چه باشد توزیعnاست پستوزیع جامعه نرمال و واریانس جامعه معلوم 

  
2

16 8: X Z 10 2 10
5n 25α

σ
µ ± = ± = ±  

  2
0.025

2

x 10 , 16 , n 25 , 1 0.95 0.05 , Z Z 2α= σ = = − α = → α = = =  

  μ فاصله براساس nمحاسبه 
 .  درست است4گزینه   .40

  
0.025

2

0.025

1 1e Z Z 2 n 8 n 64
4 4n n n

1e , 0.05 Z 2
4

α
σ σ σ = → σ = → σ = → = → =



 = σ α = →



  

 .ست است در2گزینه   .41

  2

0.025
2

20e Z 4 2 n 10 n 100
n n

e 4 , 20 , 1 0.95 0.05 0.025 , Z Z 2
2

α

α

σ = → = × → = → =

 α = σ = − α = → α = → = =
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0.025Zدر جدول توزیع نرمال استاندارد :توجه  و گیریم می در نظر 2 است، اما براي راحتی در محاسبه ما همواره آن را=1.96
n،یعنی در این سؤال) ترین و کمتر نزدیک(ر باشد آمده کمی کمت دست کنیم که از جواب به اي را انتخاب می در آخر، گزینه 96= 

  .جواب سؤال است

  .  درست است4گزینه   .42

  2

2
0.025

2

25e Z 1 2 n 10 n 100
n n

25 , e 1 , 1 0.95 0.05 0.025 , Z Z 2
2

α

α

 σ
= → = → = → =




ασ = = − α = → α = → = = =


  

   2e , e , n  روابط بین
 .  درست است2گزینه   .43

  
2

2;
2 2

σ σ
σ → ⇒ σ   شود واریانس نصف می→

  2

2 2 2

22: 2e 2Z 2e 2 Z 2 Z .
2n n n

σ
σ →

α α α

σ
σ σ

= → =    اطمینانفاصلهطول =

2  اطمینانطول فاصلهبنابراین، 
2

  .شود برابر می

  یا مجموع میانگین دو جامعه فاصله اطمینان تفاضل 
 .  درست است1گزینه   .44

1 جوامع را نرمال، واریانس جوامع را نامعلوم و نابرابر و ،فرض  پیش: است هم آمده83 سال  دراین سؤال عیناً 2n , n 30≤ 
1اي از برآورد فاصله)  ـ ب3(مورد  بنا بردانیم پس  می 2µ ± µ ،1توزیع 2X X± ،rtاز4 و 2 هاي گزینهدر .  است rt استفاده 

 و همچنین  آمدهها ها فاصله اطمینان براي تفاضل میانگین صله اطمینان براي مجموع میانگین به جاي فا2 اما در گزینه شده است
1 نیز به جاي4در گزینه .شده است؛ استفاده pSاز 2X X+ ،1 نمونه 2µ + µاي که  تنها گزینه.  جامعه گذاشته شده است
  .ناچار به انتخاب آن هستیمکه .  است1 است گزینه ها مجموع میانگینصله اطمینان براي فا

  .  درست است4گزینه   .45
1فرض نابرابر و دو جامعه نرمال، واریانس جوامع نامعلوم و پیش 2n , n  بنا بر است بنابراین توزیع تفاضل میانگین دو جامعه >30

  . است rودنت با درجه آزاديیاست−t)ب - 3(حالت 

 ( )
2 2
1 2

1 2 1 2 r, r,1 22 2

944 866
S S 866 9445 1 5 1: X X t 174 170 t 4 2.31 4 2.31 90.5
n n 5 5 20α α

+− −µ −µ − ± + = − ± + = ± = ±  

  

( )

( )

2
12

1
1

2
22

2
2

x x 944S
n 1 5 1

x x 866S
n 1 5 1

 −
 = =

− −

 −

= =
− −

∑

∑
  

0.025دانیم که مقدار می :توجه
2

Z Z 1.96α =   . ست اr,0.025t مقدار2.31 است، پس حتماً=
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  فاصله اطمینان نسبت جامعه
  .  درست است3گزینه   .46

  ترین گزینه نزدیک
→ ( )0.402,0.598  

 
( )0.025

2

p q 0.5 0.5p Z 0.5 Z 0.5 2 0.05 0.4,0.6
n 100α

×
± = ± = ± × =  

    0.025
x 50p 0.5 , 0.05 0.025 Z 2
n 100 2

α
= = = α = → = →   

n.)رد نظر هستندتعداد افراد نمونه که داراي صفت مو(     100 , X 50= =  











  

0.025Zبراي راحتی در محاسبه همیشه  :توجه 2آمده را به عنوان  دست ترین گزینه به اعداد به در نظر بگیرید و در آخر نزدیک
  .جواب انتخاب کنید

 . استدرستگزینه ؟   .47

  
( )

2

0.05
2

ˆ ˆpq 0.8 0.2ˆp p Z 0.8 1.65 0.8 0.066 0.734 , 0.866
n 100

p̂ 0.8 , n 100 , 0.1 , Z Z 1.65

α

α

 ×
∈ ± = ± = ± =



 = = α = = =


  

  . این سؤال پس از برگزاري کنکور حذف شد،ها نبود  در گزینهالبته چون جواب

  .  درست است2گزینه   .48
Xتعداد کالاهاي سالم در نمونه   :  

  
2

0.05 0.95
2

p q 0.89 0.11p : p Z 0.89 1.64
n 100

x 89p 0.89 , q 0.11
n 100

n 100 , 0.1 Z Z Z 1.64

α

α

 ×
± = ±



 = = = =


 = α = → = = =



  

  .  درست است1گزینه   .49
Xتعداد کالاي داراي صفت مورد نظر   :  

  
2

0.025
2

1 4 2
p q 1 1 1 4 1 205 5 5p : p Z 2 2
n 5 125 5 5 55 5 25 5 125 5

x 25 1 4p , q
n 125 5 5

n 125 , 1 0.95 0.05 , Z Z 2

α

α


×

 ± = ± = ± = ± = ±


 = = = =




= − α = → α = = =
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  .  درست است1گزینه   .50
Xتعداد کالاي معیوب در نمونه   :  

  
2

0.025 0.975
2

1 5
p q 1 1 5 1 56 6p : p Z 2 2
n 6 36 6 36 6 18

x 6 1 5p q
n 36 6 6

n 36 , 1 0.95 0.05 , Z Z Z 2

α

α


×

θ = ± = ± = ± = ±


 = = = → =




= − α = → α = = = =


  

  p فاصله براساس nمحاسبه 
 .  درست است2گزینه   .51

1pفرض  پیشبه طورسواد در جامعه نداریم بنابراین  چون هیچ اطلاعی از نسبت افراد با q
2

=  :گیریم  در نظر می=

2

1 1
pq 2 2e Z 0.02 2 n 50 n 2500
n nα

×
= → = → = → =  

0.025
2

, e 0.02 , 0.05 , Z Z 2α= α = =  )1 )فرض پیشp q
2

= =  









  

  



 

  



 

  
  
  
  

  گیري نمونه
ها به طرفی خاص، جلوگیري   و از گرایش آنرندها تجانس بیشتري با جامعه دا  نمونه،گیري  روش نمونهکدامدر   . 1

  شود؟ می
  اي تصادفی طبقه) 4  تصادفی) 3  با هدف و منظور خاص) 2  اتفاقی) 1

گیري مناسب  ها براي نمونه روشیک از این   آماري که از نظر صفت مورد نظر ناهمگون است، کدامهدر یک جامع  . 2
 است؟

  هر سه) 4  گروهی) 3  منظم) 2  تصادفی ساده) 1

 اي است؟ گیري مرحله گیر زیر مبناي نمونه هاي نمونه یک از روش کدام  . 3
  تصادفی ساده) 4  اي خوشه) 3  منظم) 2  گروهی) 1

   توزیع میانگین نمونه

 باشد، خطاي معیار میانگین نمونه 256هاي نمونه  و برآورد واریانس داده12ونه و میانگین نم100اگر حجم نمونه  . 4
 کدام است؟

1( 0.16  2( 1.6  3( 2.56  4 (25.6  

 چه صورت است؟اي برآورد میانگین، به ترتیب به بر خط» انحراف معیار«و » نمونه«هاي  أثیر افزایش اندازهت  . 5

  کاهش ـ کاهش) 4  افزایش ـ کاهش) 3  افزایش ـ افزایش) 2  کاهش ـ افزایش) 1

1 به Xچه ضریبی، موجب کاهش خطاي معیارافزایش حجم نمونه با   . 6
3

 ؟شود اش می  مقدار اولیه
1( 3  2( 9  3( 6  4 (12  

 زماییخودآ
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، )میانگین نمونه (X واریانس. است نمونه تصادفی استخراج شده10،2عضوي با واریانس 6اي از جامعه  . 7
  است؟چقدر

1(5  2(4  3(3  4 (2  

، 100اي تصادفی به حجم  براي نمونه. است محاسبه شده4 و انحراف معیار آن90میانگین توزیع یک جامعه  . 8
  گیرد؟ قرار می) هاي نرمال استاندارد احتمال (Zاي از  باشد، در چه بازه91 و89احتمال اینکه میانگین نمونه بین

1( 0.4 , 0.4−  2( 2.25 , 2.25−  3( 3.6 , 3.6−  4 (2.5 , 2.5−  

 ها درست است؟ یک از این رابطه کدام  . 9
1( ( ) XE X = µ  2( ( ) XE X = µ  3( X Xµ   2 و 1) 4  =

XXهها در فاصلX داراي توزیع نرمال باشد، چند درصدXاگر  . 10 2± σ؟گیرند ، قرار می 

  درصد 90) 4  درصد 95.45) 3  درصد 99.73) 2  درصد 68.3) 1

  ؟شود مونه، موجب کاهش کدام مورد میافزایش حجم ن  . 11
  گیري صرف وقت براي عمل نمونه) 2    گیري مخارج عمل نمونه) 1
  خطاي معیار شاخص آماري) 4    ها مخارج عمل پردازش) 3

  تفاضل میانگین دو نمونه توزیع

 . مستقل باشنده از دو جامع2nاي به حجم  میانگین نمونه2X و1nاي به حجم  میانگین نمونه1Xفرض کنید  . 12

1 2

2
X X−σا برابر است ب: 

1 (2 2
1 2σ + σ  2( 

2 2
1 2

1 2n n

σ σ
−  3 (

2 2
1 2

1 2n n

σ σ
+  4 (

2 2
1 2

1 2n n

σ σ
+  

 مستقل با واریانس ه از دو جامع2nاي به حجم  میانگین نمونه2X و1nاي به حجم  میانگین نمونه1Xفرض کنید  . 13
)برابر باشند، مقدار )1 2Var 4X 3X−عبارت است از  :  

1 (2

1 2

4 3
n n

 
σ − 

 
  2 (2

1 2

16 9
n n

 
σ − 

 
  3 (2

1 2

4 3
n n

 
σ + 

 
  4 (2

1 2

16 9
n n

 
σ + 

 
  

  ع نسبت نمونهتوزی
التحصیل دوره کاردانی حسابداري   فارغ8000 نفر که در فهرست بیش از400اي تصادفی شامل از بین نمونه  . 14

سبت آن عده که ادامه خطاي معیار برآورد شده براي نرند؛  نفر تصمیم به ادامه تحصیل دا256اند، تعداد بوده
  دهند، چقدر است؟  تحصیل می

1( 0.128  2( 0.64  3( 0.024  4 (0.28  

 ؟داردتایی چه توزیعی 20 تصادفیه در یک نمونpگیري رفتار توزیع نمونه  . 15
  اي دوجمله) 4  نرمال) 3  نمایی) 2  یکنواخت) 1



  …و اي   نمونههاي توزيع
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 توزیع واریانس نمونه

) و باشد2σ و واریانسµ داراي توزیع نرمال با میانگینXاگر متغیر  . 16 )2X N ,µ σ، در این صورت 

( )2
i
2

x x−

σ
 : داراي توزیع∑

1 (t2) 2  . استχنرمال است) 4  .اي است دوجمله) 3  . است. 

)اگر  . 17 )2n
i2

i 1

x x
S

n 1=

−
=

) تعریف شود، میانگین و واریانس متغیر تصادفی∑− ) 2

2
n 1 S−

σ
   کدام است؟

1(( ) ( )n 1 , n 1− −  2 (( ) ( )n 1 , 2 n 1− −  3 (( ) ( )2 n 1 , n 1− −  4 (
( )

4
22 ,

n 1
σ

σ
−

  

  اي هاي نقطه خواص برآوردکننده
  نااریبی

3 تصادفیهنمون  . 18 2 1X , X , Xهاي اي با پارامتر  از توزیع دوجملهθمقدار .شود  انتخاب می10 وa براي اینکه 
1هآمار 2 3aX 2aX 3aX+   باشد، کدام است؟θ یک بردآوردگر نااریب براي+

1 (1
60

  2 (1
6

  3 (2
9

  4 (1
3

  

  کارایی
  کارایی بین آنان برقرار است؟از نظراي  چه رابطه. ها، مستقل از یکدیگرندiX؛ زیر مفروض استهسه برآوردکنند  . 19

1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3
1 1 1 1 5 2 1 1 3T X X X , T X X X , T X X X
3 3 3 8 8 8 5 5 5

= + + = + + = + +    
1 (( ) ( ) ( )2 3 1Var T Var T Var T> >  2 (( ) ( ) ( )1 3 2Var T Var T Var T> >  
3 (( ) ( ) ( )2 1 3Var T Var T Var T> >  4 (( ) ( ) ( )1 2 3Var T Var T Var T< <  

  سازگاري
 اریبی و واریانس به سمت صفر میل کرد برآوردکننده مورد .نهایت بردیم  را به سمت بیnدر یک برآوردکننده،  . 20

  نظر کدام است؟ 
 نااریب)4  ناسازگار) 3  کارا) 2  ازگارس) 1

 (MSE)میانگین مجذور خطا 

 زیر پیشنهاد شده B وAهاساس یک نمونه تصادفی دو تایی، دو برآوردکنند  برآورد میانگین جامعه بربراي  . 21
 ؟کافی است چه ملاکی  بهتري است،هیک برآوردکنند براي تشخیص آنکه کدام. است

1 2
1 2

X X
B 2 A X X

2
+

= − = +  

1(( )( )2ˆE θ − θ    2(( )( ) ( )( )2 2ˆ ˆ ˆE E Eθ − θ + θ − θ  
3(( )ˆE θ − θ    4(( ) ( )ˆ ˆE V arθ + θ  
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  اي برآوردفاصله
  فاصله اطمینان میانگین جامعه 

 و 250ها میانگین آن. کنیم تایی انتخاب می64شوند نمونه تصادفی میهایی که با دستگاه پر  از بین شیشه  . 22
شف در  بی با استفاده از قانون چی. شده نداریم دلیلی بر نرمال بودن توزیع مایع ریخته.  است12انحراف معیار
  ها در کدام فاصله است؟  شده در شیشه  درصد میانگین کل مایع ریخته96سطح اطمینان

1 (( )242 , 258  2 (( )242.5 , 257.5  3 (( )238, 262  4 (( )245.5, 254.5  

 و انحراف معیار 20عضوي از یک جامعه آماري نسبتاً بزرگ میانگین نمونه مساوي 9اگر در یک نمونه تصادفی  . 23
 براي هشت درجه و نه درجه آزادي به t(اي قرار دارد؟   میانگین این جامعه در چه فاصله، باشد6نمونه برابر

  ).است 3.250 و 3.355ترتیب 
1 (23.250 , 16.750  2 (26.71 , 13.29  3 (24.5 , 15.5  4 (23.355 , 16.645  

x روز داراي میانگین30 با توزیع نرمال برايXتقاضاي کالاي  . 24 S و انحراف معیار=30 فاصله .  است=5
) برابر کدام است؟µ براي میانگین جامعه99%اطمینان )0.005Z 2.58= 

1 (530 2.58
30

±  2 (530 2.58
30

±  3 (30 2.58 5± ×  4(530 2.58
30

±  

اي   باشد، برآورد فاصله2 مساويZ و مقدار5 و20اگر میانگین و انحراف معیار یک نمونه چندعضوي به ترتیب  . 25
 میانگین جامعه کدام است؟ 

1 (24 , 16  2 (22 , 18  3 (21 , 19  4 (10.5 , 19.5  

.  است3.5اي برابر  میانگین نمونه.تایی انتخاب و مشخص شده است36 تصادفیهاز یک توزیع پواسون یک نمون  . 26
  :  براي میانگین جامعه عبارت است از95% اطمینانهیک فاصل

1 (: 3.5 1.96 3.5+λ  2(3.5: 3.5 1.96
6

λ ±  3(3.5 3.5: 1.96
36 6

λ ±  4(3.5: 3.5 1.96
36

λ ±  

  μ فاصله براساس nمحاسبه 
 100که انحراف معیار داراي مقدار تقریباً ثابت  درصورتی90%برآورد میانگین نمرات آزمونی با ضریب اطمینان . 27
 90% در سطح اطمینانZمیزان(چه تعداد نمونه دارد؟ بیشتر نباشد، نیاز به  4 و مقدار خطاي برآورد ازاشدب

  .)  است1.64برابر 
1( 1600  2( 1681  3( 3600  4 (3616  

 شود؟  خطاي برآورد باشد، حجم نمونه چگونه محاسبه میε حجم نمونه کوچک، جامعه غیرنرمال واگر  . 28

1 (
2
X
2

σ

ε
  2 (

2
X

2 2
σ

α ε
  3 (

2
X
2

σ

α ε
  4 (

2
X
2

σ

α ε
  



  …و اي   نمونههاي توزيع
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   2e , e , nروابط بین 
صورت ، به  است2σ براي میانگین یک جامعه نرمال که واریانس آن مقدار مشخص95%یک فاصله اطمینان  . 29

X 1.96 , X 1.96
n n

 σ σ
− +  

 
نان را به نصف کاهش دهیم لازم اگر بخواهیم طول این فاصله اطمی.  است

 : است که
  . برابر کنیم4 راnتعداد نمونه) 2  . را دو برابر کنیمnتعداد نمونه) 1
3 (σ4    . را نصف کنیم (σرا دو برابر کنیم .  

  فاصله اطمینان تفاضل یا مجموع میانگین دو جامعه 
)دفرض کنی  . 30 )2

i 1 1 1X N , , i 1, 2,..., nµ σ =و ( )2
j 2 2 2X N , , j 1, 2,..., nµ σ = دو جامعه مستقل از 

−1 اطمینانهیک فاصل. یکدیگرند α1 براي 2µ − µهاي جوامع نامعلوم و مساوي باشند،  که واریانس ، درصورتی
 کدام است؟ 

( ) ( ) ( ) ( )
2 12 2 n n

2 21 1 2 22 2 2
p 2 i 1 i

1 2 2 1j 1 i 1

n 1 S n 1 S 1 1S , S y y , S x x
n n 2 n 1 n 1= =

− + −
= = − = −

+ − − −∑ ∑  

1 (1 2 p1 1 22

1 1X X Z S
n nα

−
− + +   2 (

2 2
1 2

1 2 1 1 22

S S
X X Z

n nα
−

− + +  

3 (
( )1 2

2 2
1 2

1 2 1 , n n 2 1 22

S S
X X t

n nα
− + −

+ + +  4 (
( )1 2

1 2 p1 , n n 2 1 22

1 1X X t S
n nα

− + −
− + +  

  فاصله اطمینان نسبت جامعه 
براي . کنند بیست درصد مشتریان فروشگاهی، کالاي خاص وي را انتخاب میکند که   کالایی ادعا میهتولیدکنند  . 31

 فاصله اطمینان براي این تجربه .اند  نفر از مشتریان انتخاب شده225تحقیق در درستی ادعاي وي به تصادف
)کدام است؟ )2µ ± σ  

1 (( )42 , 48  2 (( )33 , 57  3 (( )36 , 52  4 (( )34 , 58  

فاصله اطمینان نسبت دانشجویان شاغل براي . اند  نفر شاغل بوده48 نفري از دانشجویان192در یک نمونه  . 32
)جامعه کدام است؟ )t 3.14 , Z 2.56= =  

1 (( )0.12 , 0.28  2 (( )0.1 , 0.4  3 (( )0.518 , 0.348  4 (( )0.17 , 0.33  

 p فاصله براساس nمحاسبه 

 مطمئن باشیم حداکثر 95%چه حجمی از نمونه لازم است تا. هدف بررسی نسبت بیکاري در یک شهر است  . 33
) نخواهد شد؟5%خطاي برآورد بیشتر از )0.975Z 1.96= 

1( 380  2( 385  3( 290  4( 400  
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  امعه فاصله اطمینان واریانس ج
,0,1فرض کنید  . 34 2,3, )هاي یک نمونه تصادفی از توزیع  یافته4,5,6,7 )2N 0,σ95%اي یک برآورد بازه.  باشد 

  کدام است؟ 2σهاي برابر براي با دم

1 (140 140,
16.012 1.6898

 
 
 

  2 (140 140,
17.534 2.1797

 
 
 

  

3 (448 448,
17.834 2.1797

 
 
 

  4 (448 448,
16.012 1.6898

 
 
 

  

  فاصله اطمینان نسبت واریانس دو جامعه 
  .شود  استفاده می………براي ساختن فاصله اطمینان براي نسبت واریانس دو جامعه از ملاك   . 35

1 (t  2 (2χ  3( F  4 (Z  
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  مقدمه
 ها آننیازي به آزمودن سرشماري، دیگر آید که در صورت   میبه دستقدار واقعی پارامترهاي جامعه تنها از طریق سرشماري م

 همواره ،در این شرایط.  اما اگر سرشماري انجام نشود پارامترهاي جامعه با آنکه مقادیر ثابتی دارند، مجهول خواهند بود،نیست
آیا میانگین « براي مثال ؛ مورد آزمون قرار گیردگیري از طریق نمونهباید  که آید به وجود می ها آنعاهایی درباره ها یا اد حدس

هاي  ریسک شرکت « یا» است20%ادعا شده است درصد بیکاري در کشور کمتر از«، »تومان است؟ 125000حقوق کارمندان
  .» است1000شده در بورس حداقل رفتهپذی

 ؛شود  آزمون فرض آماري استفاده می از، بر اساس نتایج حاصل از نمونهشده ي مطرحها براي بررسی صحت یا عدم صحت فرضیه
هاي نمونه،   از دادهاصلح کلی هدف از آزمون فرض آماري، تعیین این موضوع است که آیا با توجه به اطلاعات به طوربنابراین 

 این حدس بنا بر هدف تحقیق، شامل ؛شود یا خیر  قوي تأیید میبه طور ،زنیم حدسی که درباره خصوصیتی از یک جامعه می
  .ادعایی درباره مقدار یک پارامتر جامعه است

 )83  ـمدیریت(  توان آزمون فرض آماري را برگزار کرد؟ یک از موارد زیر نمی در کدام 1 مثال
  . باشد30حجم نمونه کمتر از ) 2  .سرشماري استفاده شده باشداز ) 1
  کدام هیچ) 4  .نمونه به روش تصادفی منظم انتخاب شده باشد) 3

  . درست است1گزینه  :حل
 )83  ـحسابداري(  در کدام مورد نباید از آزمون فرض استفاده کرد؟ 2 مثال

1 (n 10=  2 (n 30<  3( n   سرشماري) 4  ≤30

  . درست است4گزینه  :حل

ü دقت کنید!  
) نتایج حاصل از نمونه به هر حجمی )n   .گیرند، باید آزمون شود  که براي بررسی صحت یا عدم صحت فرضیه مورد استفاده قرار می≤1

 (Statistical Hypothesis) فرض آماري
 که قابل قبول بودن آن باید بر مبناي اطلاعات شود نامیده می فرض آماري ، درباره یکی از پارامترهاي جامعههر ادعا یا حدسی
: آید  میبه وجود ادعا ممکن است درست یا نادرست باشد، دو فرض مکمل در ذهن ازآنجاکه. گیري بررسی شود حاصل از نمونه

  .پردازیم  تحلیل و بررسی دو فرض مکمل میدر ادامه به. »ادعا نادرست است«، »ادعا درست است«

 فصل
  

6 هاي آماري آزمون فرض
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  (Null Hypothesis & Alternative Hypothesis)فرض صفر و فرض مقابل

)فرض صفر )0H: است، فرض صفر» ≥«ا ی» ≤«، »=« و همواره شامل یکی از علایم ردفرضی که باید آن را اثبات ک( )0H 
  .شود نامیده می

)فرض مقابل )1H: 0 فرض مخالفH0 که در صورت عدم اثباتHشود و همواره شامل یکی از علایم   پذیرفته می»≠« ،»< «
)است، فرض مقابل» <«یا  )1H شود نامیده می.  

  1H و 0Hهاي قوانین فرض
  .  هستیم و نه ادعا0Hـ همواره به دنبال اثبات فرض1
مانند شخص متهمی که  ،هاي نمونه ثابت شود  است مگر آنکه خلاف آن با توجه به نتایج حاصل از داده0H فرض بر درستی-2

  .گناهی اوست مگر آنکه خلاف آن ثابت شود در دادگاه فرض بر بی
 و اگر 0H باشد، در»≤ یا≥،=« باشد؛ اگر شامل1H یا0Hاره جامعه ممکن است درشده درب ـ ادعا یا حدس مطرح3

 .است 1H باشد، در»< یا >،≠«شامل
 ند؟ا هاي آزمون کدام فرضیه. است 1000هاي پذیرفته شده در بورس کمتر از ادعا شده است ریسک شرکت 3 مثال

1(0

1

H : 1000
H : 1000

σ >
 σ ≤

 2(0

1

H : 1000
H : 1000

σ ≥
 σ <

  3(0

1

H : 1000
H : 1000

σ ≤
 σ >

  4( 0

1

H : 1000
H : 1000

σ <
 σ ≥

  

 .  درست است2گزینه  :حل
) انحراف معیاردانیم منظور از ریسک همان   میطورکه همان )σهاي آزمون را با توجه به ادعا در   حال اگر بخواهیم فرضیه. است

  :داشتنظر بگیریم، خواهیم 

)ادعا(  
0

1

H : 1000
H : 1000

σ ≥
 σ <

  

 0H  با این حال براي آزمون فرضیه به دنبال اثبات؛ قرار گرفت1Hنبود در» =«شده شامل علامت   ادعاي مطرحازآنجاکه
  .شود می در غیر این صورت ادعا پذیرفته ،شود شده رد می  پذیرفته شود ادعاي مطرح0Hکه درصورتی .هستیم
 ند؟ا هاي آزمون کدام فرضیه. است 20%ادعا شده است درصد بیکاري در کشور حداقل 4 مثال

1( 0

1

H : p 0.2
H : p 0.2

≥
 <

  2( 0

1

H : p 0.2
H : p 0.2

≤
 >

  3( 0

1

H : p 0.2
H : p 0.2

>
 ≤

  4( 0

1

H : p 0.2
H : p 0.2

<
 ≥

  

 .  درست است1گزینه  :حل
  :است زیر به صورتهاي آزمون  فرضیهبا توجه به ادعا، 

  )ادعا(
 

0

1

H : p 0.2
H : p 0.2

≥
 <

  

 0Hکه درصورتی . هستیم0H با این حال به دنبال اثبات؛ قرار گرفت0Hبود در» =«شده شامل علامت   ادعاي مطرحازآنجاکه
  .شود  در غیر این صورت ادعا رد می،شود پذیرفته شود ادعا نیز پذیرفته می

 ) 82 ـ حسابداري(   صحیح نیست؟1H و 0Hکدام عبارت در مورد  5 مثال
1 (0H 1 وH1همواره ادعا در ) 2  . نقیض یکدیگرندHگیرد  قرار می.  
  . است مگر خلاف آن ثابت شود0Hفرض بر درستی ) 4  . قرار گیرد≤ یا ≥یا  = همواره باید0Hدر ) 3

  . درست است2گزینه  :حل
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  (Significance Level)دار  سطح معنی
ها یعنی اختلاف بین مقدار  وتدار بودن تفا اي براي معنی  مشخص کردن درجهي بعدگامهاي آماري،  پس از تعریف فرضیه

)و مقدار واقعی پارامتر جامعه است؛ حجم نمونه مورد تحقیق 0Hپیشنهادي )nنیز باید در این مرحله تعیین شود .  
 به شرط آنکه از انجام یک آزمون آماري با توجه به نتایج حاصل از نمونه مقداري ،رد کرد 1Hرا به نفع 0Hتوان فرض همواره می
این احتمال . تر یا مساوي یک احتمال بسیار کوچک باشد ، کوچک0H آوریم که احتمال وقوع آن مقدار با توجه بهبه دست

 α،0.01مقادیر مرسوم براي. دهند نمایش می» α«گویند و آن را با  می» اي نوع اولدار یا سطح خطا یا خط سطح معنی«کوچک را 
  . است0.05و

آوري اطلاعات   باید رد شود یا خیر دخالت مستقیم دارد، باید آن را پیش از شروع جمع0Hدر تعیین اینکه α مقدارازآنجاکه
را بسیار کم در  α اگر فرض آماري درباره تأثیر عمل جراحی روي قلب باشد، محقق باید مقدار ،براي مثال. نمونه مشخص کنیم

)دن نادرست فرض صفر زیرا خطرهاي رد کر،بگیردنظر  )0H و قبول فرض مقابل( )1H  ممکن است به یک توصیه غلط منجر
  .شود
  :بررسی شود، به آن مفهوم است که αدار وقتی یک آزمون فرضیه در سطح معنی :نتیجه

  ».رد شود 0H درصد احتمال وجود دارد کهαحداکثر«

−1حداقل« α0 درصد احتمال وجود دارد کهHپذیرفته شود .«  
  

  
که  حالیر دشود  رد می0H در آنکه » خطاي نوع اول« ممکن است دو نوع خطا پیش آید؛ یکی 0Hهنگام اتخاذ تصمیم درباره 

  .که فرض غلط است شود در حالی  پذیرفته می0Hکه در آن » خطاي نوع دوم«فرض درست است و دیگري 
گناهی متهم است مگر آنکه   فرض بر بیدانیم که می. گردیم  شخص متهم برمیمثالبراي درك بهتر خطاي نوع اول و دوم به 

اعضاي هیئت .  در دادگاه رد یا قبول شود باید این فرضیه،گناه بودن را فرضیه صفر تلقی کنیم  پس اگر بی،خلاف آن ثابت شود
  .کنند دهند و درنهایت نظر خود را صادر می منصفه به اظهارات در دادگاه گوش می
در این صورت هیئت منصفه . گناه است ولی هیئت منصفه وي را گناهکار تشخیص دهد یحال فرض کنید که شخص متهم واقعاً ب

از طرف دیگر اگر متهم گناهکار باشد و هیئت .  خطاي نوع اول را مرتکب شده استیعنییک فرضیه صفر درست را رد کرده است، 
  . مرتکب خطاي نوع دوم شده است وردهگناه تشخیص دهد، یعنی فرضیه صفر را که درست نیست قبول ک منصفه وي را بی

 (Statistical Errors)خطاهاي آماري 

  .پردازیم  میها آن یک احتمال هستند که در ادامه به بررسی درواقعیک از خطاهاي آماري نوع اول و دوم  هر

  خطاي نوع اول
  :به عبارتی. ع درست استواق ه ب0H وقتی0Hاحتمال رد کردن

 0H (0رد|درست( P (H=خطاي نوع اول P(α =         

)یف دیگر نیز براي خطاي نوع اول خلاف یکدیگرند، سه تعر1H و0Hهاي  فرضیهازآنجاکه )αباشددرستتواند   می :  
  0H 1پذیرش|درست( 1H ) P (H= 1پذیرش|نادرست 1H ) P (H= 0رد|نادرستP (Hα =  
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ü دقت کنید!  
 . باشد ارجح است0H است، بنابراین تعریفی که بر مبناي0H بحث بر روي رد کردن یا رد نکردن فرضهمواره

   :نکته
) خطاي نوع اول-1 )αر استدا  همان سطح معنی.  
  .رابطه معکوس دارد) خطا یا دقت برآورد (eبا) دار سطح خطا، سطح معنی (αمطرح شد، در فصل قبل هم طورکه همان -2

  :یادآوري
    رابطه معکوس  

e ↓  →←  α ↑  
    رابطه معکوس  
e ↑  →←  α ↓  





  
2

e Z
nα

σ
= →  یا    

2

pqe Z
nα=   یا   

2

Se t
nα=  

 )71 ـ مدیریت(  :دار بودن، احتمال خطاي نوع اول عبارت است از  معنیدر آزمون 1 مثال
  1H، به شرط درست بودن فرضیه0Hرد فرضیه) 1
  1H، به شرط نادرست بودن فرضیه0Hپذیرش فرضیه) 2
  1H، به شرط نادرست بودن فرضیه0Hرضیهرد ف) 3
  1H، به شرط درست بودن فرضیه0Hپذیرش فرضیه) 4

 .  درست است3گزینه  :حل

)رابطه بین خطاي نوع اول 2 مثال )α80حسابداري ـ (  ورد در ساختن یک فاصله اطمینان چگونه است؟ و دقت برآ( 
  خطی مستقیم) 4  مستقیم) 3  معکوس) 2  خطی) 1

 . درست است2گزینه  :حل
)منظور از دقت برآورد همان خطا )eاست .  

  خطاي نوع دوم
  : دیگربه عبارت؛ دواقع غلط باش ه ب0H است وقتی0Hفرض) رد نکردن(احتمال قبول کردن 

      0H (0پذیرش|غلط( P(H=خطاي نوع دومP(β =         

) خلاف یکدیگرند، سه تعریف دیگر نیز براي خطاي نوع دوم1H و0Hهاي  فرضیهازآنجاکه )βباشددرستتواند   می :  
  0H 1رد|نادرست( 1H ) P (H=1رد|درست 1H ) P (H=0پذیرش|درستP (Hβ =  

ü دقت کنید!  
 . باشد ارجح است0H است، بنابراین تعریفی که بر مبناي0H بحث بر روي رد کردن یا رد نکردن فرضوارههم

  βمفهوم 
)احتمال خطاي نوع دوم )β ناحیه ( همیشه قسمتی از سطح اطمینان

  . غلط استواقع به 0Hاست، زمانی که) 0Hپذیرش
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 )70 ـ ریتمدی(  :دار بودن، احتمال خطاي نوع دوم عبارت است از احتمال در آزمون معنی 3 مثال
  1H، به شرط درست بودن فرضیه0Hرد فرضیه) 1
  1H، به شرط نادرست بودن فرضیه0Hپذیرش فرضیه) 2
  1Hضیه، به شرط نادرست بودن فر0Hرد فرضیه) 3
  1H، به شرط درست بودن فرضیه0Hپذیرش فرضیه) 4

 .  درست است4گزینه  :حل

  (Power of a Test) توان آزمون

کننده به نوعی  وجود دارد و لازم است آزمون) β یا α (ي نوع اول و دومخطادو در هر استنباط آماري احتمال وقوع یکی از 
  .شود  موضوع تابع توان آزمون مطرح می،در رسیدن به این تعادل. تعادل بین این دو نوع خطا برسد

0H *پذیرش| غلط(
0: 1 1 P(Hβ = − β =   توان آزمون−

                        0H 0Pرد|غلط( (H=  

)  :یادآوري ) ( )1 P A ' | B P A | B− =  
)تعریف دیگر نیز براي توان آزمون خلاف یکدیگرند، سه 1H و0Hهاي  فرضیهازآنجاکه )1− βباشددرستتواند   می :  

  0H 1پذیرش|نادرست( 1H ) P (H=1پذیرش|درست 1H ) P (H=0رد|درستP (H=* 1β = −β  

ü دقت کنید!  
 . باشد ارجح است0H است، بنابراین تعریفی که بر مبناي0H بحث بر روي رد کردن یا رد نکردن فرضهمواره

 )75 ـ اقتصاد(  : یعنی(Power of the test)توان آزمون  4 مثال
  احتمال رد فرضیه نادرست) 2  احتمال پذیرش فرضیه نادرست) 1
  رد فرضیه نادرست) 4  احتمال پذیرش فرضیه درست) 3

 .  درست است2گزینه  :حل
)هر سه مقدار خطاي نوع اول :یادآوري )αخطاي نوع دوم ،( )βو توان آزمون ( )1− β احتمال هستند به همین دلیل در مثال ،

 . نادرست است4بالا گزینه 

  آزمون توانمند
) داراي خطاي نوع دوم،αآزمونی توانمند است که با توجه به مقدار مشخصی از )βکمتر یا توان آزمون بیشتري باشد  . 

  ها آنطاها و احتمال جدول خ
0H0   غلطHگیري نتیجه   درست  

)خطاي نوع دوم )β  تصمیم درست( )1− α  0Hشود  پذیرفته می.  
))توان آزمون( تصمیم درست )1− β  خطاي نوع اول( )α  0Hشود  رد می.  
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  β∗ وβو αروابط بین
) نمونهاندازه که درصورتی -1 )n،ثابت باشد α وβبا افزایش دیگر،به عبارت. دارند معکوسهم رابطه   با α،βیابد و   کاهش می
  .عکسرب

    رابطه معکوس  
β↓  →←  α ↑  

)شود یک نمی β وα احتمالجمع لزوماً -2 )1α + β≤.  
  .یابد می کاهش β وαنوع خطاي هر دواحتمال ) نمونهاندازه ( nافزایشبا  -3
) استحداقل مقدارشان صفر و حداکثر مقدارشان یکاند،   مقدار احتمالβ  وα با توجه به اینکه -4 )0 , 1≤α β ≤.  
) خطاي نوع دوم-5 )βو توان آزمون ( )1∗β = − β استیک همیشه برابر مجموعشان دارند و معکوس رابطه .  

) خطاي نوع اول-6 )αو توان آزمون ( )1∗β = − βدارند مستقیم  رابطه.  
 دارد و مستقیمرابطه ) خطا یا دقت برآورد (eبا ) احتمال خطاي نوع دوم (βمعکوس دارند،  رابطه β و α ازآنجاکه -7

( )1∗β = − β) با ) توان آزمونe دارد معکوس رابطه.  
    رابطه معکوس  

α ↓  →←  e↑  
    رابطه مستقیم  

β ↑  →←  e↑  
    رابطه معکوس  

*β ↓  →←  e↑  










  

 )74 ـ مدیریت(  :یابد که ل فقط در صورتی کاهش میداشتن اندازه نمونه، احتمال اشتباه نوع او با ثابت نگه 1 مثال
  . کاهش یابد0Hطول ناحیه پذیرش) 2  . افزایش یابد0Hطول ناحیه رد) 1
  .احتمال خطاي نوع دوم کاهش یابد) 4  .احتمال خطاي نوع دوم افزایش یابد) 3
 . درست است3گزینه  :حل
 . رابطه معکوس دارندβ وα،)1( رابطه بنا بر

−1 همان0H است و طول ناحیه پذیرشα همان0Hطول ناحیه رد :یادآوري αبه صورت) 1(بنابراین اگر گزینه .  است 
 باشد، » افزایش یابد0Hطول ناحیه پذیرش« به صورت) 2( باشد، درست است و اگر گزینه » کاهش یابد0Hطول ناحیه رد«

  .درست است
 )75 ـ مدیریت(  : نوع اول و احتمال خطاي نوع دوماحتمال خطاي 2 مثال

  .مجموعشان بیشتر از یک است) 2  .با یکدیگر رابطه معکوس دارند) 1
  .ندا مساوي) 4  .مجموعشان مساوي با یک است) 3
 . درست است1گزینه  :حل
 . رابطه معکوس دارندβو α،)1( رابطه بنا بر

 ي که اشتباه نوع دوم افزایش نیابد؟طورتوان اشتباه نوع اول را کاهش داد به   میچگونه 3 مثال
  .سطح اطمینان را کاهش دهیم) 2  .تعداد نمونه را افزایش دهیم) 1
  .دار را افزایش دهیم سطح معنی) 4   .تعداد نمونه را کاهش دهیم) 3
 .  درست است1 گزینه :حل
  .یابد  هر دو نوع خطا کاهش میn با افزایش،)3( رابطه بنا بر
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  )73 ـ اقتصاد(  :شود که  عوامل، موجب میدر آزمون فرضیه، افزایش خطاي نوع اول به شرط ثابت بودن سایر 4 مثال
  .خطاي نوع دوم افزایش یابد) 2    .توان آزمون افزایش یابد) 1
  .خطاي نوع دوم ثابت باقی بماند) 4    . آزمون کاهش یابدتوان) 3

 .  درست است1گزینه  :حل

 . رابطه مستقیم دارندβ* وα،)6( رابطه بنا بر

) خطاي نوع اول. کیلوگرم است40ي ادعا کرده است که میانگین محصولاتش بیش ازا هانکارخ 5 مثال )α به معنی آن است که 
 :نتیجه بگیریم

  .که چنین نیست  کیلوگرم است درحالی40میانگین محصولات کارخانه بیشتر از) 1
  . هم هستکه چنین کیلوگرم است درحالی 40میانگین محصولات کارخانه حداکثر) 2
  .که چنین هم هست  کیلوگرم است درحالی40میانگین محصولات کارخانه بیشتر از) 3
  .که چنین نیست  کیلوگرم است درحالی40میانگین محصولات کارخانه حداکثر) 4

 .  درست است1گزینه  :حل
فرضیه  غلط بودنبر » که چنین نیست درحالی«و عبارت  فرضیه  بودندرستبر » ستکه چنین هم ه درحالی« عبارت ،دقت کنید

  .دارددلالت 
  :هستند زیر صورت به 1H و0Hهاي فرضیهدر این مسئله، 

0: Hکیلوگرم است40)رحداکث(تر یا مساوي  میانگین محصولات کارخانه کوچک ( )40µ ≤.  

1: Hگرم استکیلو 40میانگین محصولات کارخانه بیشتر از ( )40µ >.  
  . قرار گرفته است1H شود که ادعا در فرض  میمشخص ها فرضیهاین با توجه به 

  :پردازیم ها می حال به بررسی گزینه
  .که چنین نیست درحالی   کیلوگرم است40میانگین محصولات کارخانه بیشتر از  :1 گزینه

      

  ) درست0H( غلط 1H  )0Hرد (1Hپذیرش  
    

= درست است0H وقتی0Hرد   α    خطاي نوع اول=
  
  .که چنین هم هست درحالی   کیلوگرم است40میانگین محصولات کارخانه حداکثر  :2 ینهگز
      

  ) درست0H ( غلط1H  )1Hرد (0Hپذیرش  
  

  .که چنین هم هست درحالی   کیلوگرم است40میانگین محصولات کارخانه بیشتر از  :3 گزینه
      

  ) درست1H( غلط 0H  )0Hرد (1Hپذیرش  
    

=1غلط است0H وقتی0Hرد   − β    توان آزمون=
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  .که چنین نیست درحالی   کیلوگرم است40رحداکثمیانگین محصولات کارخانه   :4 گزینه
      

  ) درست1H( غلط 0H  )1Hرد (0Hپذیرش  
    

=غلط است0H وقتی0Hپذیرش   β   خطاي نوع دوم =
  .کنیم  را به بعد موکول میها آن محاسبه رو ازاین. هاي مختلف داریم فرض براي محاسبه خطاها ابتدا نیاز به بررسی آزمون  :توجه

 (Test Statistic) آزمون) آماره(ملاك 

تایی از جامعه محاسبه کرد و از طریق nتوان یک ملاك آزمون مناسب، بر اساس برآوردي از یک نمونه   هر آزمون فرضیه میبراي
  . آوردبه دست 0H میزان نزدیکی نتیجه حاصل را به فرض پیشنهادي ملاك،آن

 تابع محوري مورد به عنواناي  اي بر اساس توزیع نمونه آزمون همان متغیر استانداردي است که در برآورد فاصله) آماره(ملاك 
مام اجزاي تابع  درباره پارامتر جامعه، ت0H فرض پیشنهاديپذیرشگرفت با این تفاوت که در ملاك آزمون، با  استفاده قرار می

  .معلوم است
)اي میانگین جامعه  تابع محوري برآورد فاصله،براي مثال )µدر یک نمونهnتایی با میانگینX2اي نرمال با واریانس  از جامعهσ 

  :درا در نظر بگیری

  X: Z

n

− µ
=

σ
   تابع محوري

  . نامعلوم استµکه در آن

0آزمون براي آزمون فرضیه ) آماره(صورت ملاك  در این 0H :
≥

µ = µ
≤

  :است به شکل زیر 

  0X
: Z

n

− µ
=

σ
  ملاك آزمون

  .معلوم است) 0Hمقدار پیشنهادي (0µکه در آن

 )79  ـاقتصاد(  :همواره) اي آزمون تابع نمونه(در یک آزمون فرضیه، آماره آزمون  مثال
  .شود  ساخته می1H نحوه برآوردکننده پارامتر جامعه و با فرض صحیح بودنبر اساس) 1
  .شود  ساخته می0Hدکننده پارامتر جامعه و با فرض صحیح بودن نحوه برآوربر اساس) 2
  .شود  ساخته می1H در جامعه و با فرض صحیح بودنمورد نظر نحوه متغیر بر اساس) 3
  .شود  ساخته می0H در جامعه و با فرض صحیح بودنمورد نظر نحوه متغیر بر اساس) 4

 .  درست است2گزینه  :حل
  :گیرند به شرح زیر است هاي مختلف که در این فصل مورد بررسی قرار می ملاك آزمون
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 هاي آن هاي آماري و ملاك جدول فرضیه

  )استاندارد(آماره آزمون   گیري توزیع نمونه  فرضیه
  tیا Z  ودنتاستی−tانرمال ی  میانگین جامعه

  tیا Z  استیودنت−tنرمال یا  مقایسه میانگین دو جامعه
  Z  اي نرمال یا دوجمله  نسبت موفقیت

  Z  اي نرمال یا دوجمله  ه نسبت موفقیت دو جامعهمقایس
  2χ  کاي اسکور  واریانس جامعه

  F  فیشر  مقایسه واریانس دو جامعه
 2χ  اسکور کاي  نیکویی برازش

  2χ  اسکور کاي  استقلال متغیرهاي کیفی
  F  فیشر  مقایسه میانگین چند جامعه
 Fیا t   یا فیشراستیودنت−t  رگرسیون و ضریب همبستگی

   و مقادیر بحرانی1H  و0Hسطح
مقادیر . ناحیه رد آن و 0Hپذیرش ناحیه ؛شود  به دو ناحیه تقسیم می1H و0Hهاي توزیع آماره هر آزمون با توجه به فرض

این مقادیر از جدول استاندارد ملاك آزمون در پیوست کتاب با توجه به سطح . کنند  پذیرش جدا میبحرانی، ناحیه رد را از ناحیه
)دار معنی )α آیند  میبه دست.  

  : زیر هستندورتص به 1H و0Hهاي  این نواحی در توزیع نرمال با توجه به فرض،براي مثال

      
0 0

1 0

H :

H :

θ ≤ θ
 θ > θ

  0 0

1 0

H :

H :

θ = θ
 θ ≠ θ

  0 0

1 0

H :

H :

θ ≥ θ
 θ < θ

  

ü دقت کنید!  
  . بود دامنه نامساوي به چپ است یا به راست و یا به هر دو طرف، ناحیه بحرانی نیز به همان طرف خواهد1Hبا توجه به اینکه در فرض

  :رود  میبه کاراصطلاحات معادل زیر  0H و ردپذیرشبراي نواحی 
  

  ):0Hسطح( 0Hپذیرشناحیه 
)سطح اطمینان )1− αدار نیست اي که اختلاف معنی ، ناحیه فرض آزمون، ناحیه.  

  ):1Hسطح( 0Hحیه ردنا
)دار سطح معنی )α،دار است اي که اختلاف معنی خطاي نوع اول، ناحیه ، سطح خطا، ناحیه بحرانی.  

 اما ،توان رد کرد  را نمی0H قرار گیرد، فرض0Hپذیرش از نتایج نمونه در ناحیه حاصلآزمون ) ملاك( مقدار آماره که درصورتی
  .شود  رد می0H قرار گیرد فرض0Hاگر مقدار آن در ناحیه رد
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 : در آزمون فرضیه آماري همواره برابر است با0Hآزمون فرضیه) آماره(اي  سطح زیر منحنی مربوط به تابع نمونه مثال

 )74 ، 73 ـ مدیریت(  

)خطاي نوع اول) 2  درصد اطمینان آزمون فرضیه) 1 )α  
  دار سطح معنی) 1H    4ناحیه پذیرش) 3

 . درست است1گزینه  :حل
  . دارند یک مفهوم4 و 3، 2هاي  نهگزی

 هاي آماري انواع آزمون

هاي آماري با توجه به  شود، آزمون  در آن رد می0Hکند که فرض اي را مشخص می دامنه) دار سطح معنی (1H ناحیهازآنجاکه
 :دنشو  زیر تقسیم میبه شرح دودامنه و دامنه یک به دو حالت 1Hوضعیت فرض

   (One - Tail (Sided) Test)دامنه یک آزمون -1

  آزمون دامنه به چپ) الف

0 به صورت فرض آزمون هرگاه 0

1 0

H :

H :

θ ≥ θ
 θ < θ

و ناحیه اطمینان براي ) دار معنی( ناحیه بحرانی ؛است باشد، آزمون، دامنه به چپ 

  :است زیر به صورت Zمثال براي توزیع

U:.شود  پذیرفته می0Hفرض Zα≥ −   ملاك آزمون→

  
U:.شود  رد می0Hفرض Zα< −   ملاك آزمون→







  

ü دقت کنید!  
  . است1H ما به فرضتوجهنی همیشه در تعیین ناحیه بحرا

  آزمون دامنه به راست) ب

0به صورت فرض آزمون هرگاه 0

1 0

H :

H :

θ ≤ θ
 θ > θ

و ناحیه اطمینان ) دار معنی( ناحیه بحرانی است؛ باشد، آزمون، دامنه به راست 

  :است زیر به صورت Zبراي مثال براي توزیع

U:.شود  پذیرفته می0Hفرض Zα≤    ملاك آزمون→

  
U:.شود  رد می0Hفرض Zα>    ملاك آزمون→
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 (Two - Tail (Sided) Test) دودامنه آزمون -2

0به صورترض آزمون  فهرگاه 0

1 0

H :

H :

θ = θ
 θ ≠ θ

و ناحیه اطمینان براي مثال ) دار معنی( ناحیه بحرانی است؛ دودامنه باشد، آزمون، 

  :است زیر به صورت Zبراي توزیع
شود  پذیرفته می0Hفرض

2 2

: U ; Z U Zα α− ≤ ≤   آزمونملاك  →

  ملاك آزمون

  
2.شود  رد می0Hفرض

2

:U ; U Z

:U ; U Z

α

α

>

→
< −

  ملاك آزمون                                       











  

  دودامنه و دامنه یکهاي  دار و سطح اطمینان در آزمون سطح معنی
  دامنه یکآزمون 

  

 چپ دامنه به
0 0

1 0

H :

H :

θ ≥ θ
 θ < θ

  

  

0 دامنه به راست 0

1 0

H :

H :

θ ≤ θ
 θ > θ

  

  دودامنهآزمون 

  

0 0

1 0

H :

H :

θ = θ
 θ ≠ θ

  

  :توجه

1-0.10 , 0.05 , 0.01α   .هستند 0.90 و0.99،0.95 مقادیر مرسوم براي سطوح اطمینان=
  . استفاده شودFیا t،2χهاي  از توزیعZدار به جاي  بسته به آماره آزمون، ممکن است در تعیین سطوح اطمینان و معنی-2



 آمار و احتمال
 

  

 

628  
 

  رض آماريمراحل عمومی آزمون ف
توان نتیجه گرفت که براي انجام یک آزمون فرضیه مراحل زیر باید طی  بندي مبانی آزمون فرض که تا اینجا بیان شد، می از جمع
  :شود

) تعریف فرض صفر-1 )0H و فرض مقابل( )1H  
)دار  تعیین سطح معنی-2 )αبر اساس اهمیت موضوع آزمون   
   تعیین حجم نمونه-3
  آزمون) ملاك( تعیین آماره -4
  و مشخص کردن مقادیر بحرانی) رد و پذیرش( تقسیم توزیع آماره به دو ناحیه -5
  شده تهنمونه گرف و 0Hگیري و محاسبه آماره آزمون بر اساس آوري اطلاعات از طریق نمونه  جمع-6
  گیرد یا ناحیه پذیرش  تعیین اینکه آیا آماره آزمون در ناحیه رد قرار می-7
  1H و0Hگیري درباره  تصمیم-8

  :توان مراحل چهارگانه زیر را براي انجام هر آزمون آماري تدوین کرد  میذکرشدهبا خلاصه کردن موارد 
  1H و0Hهاي آماري تعریف فرضیه: ولمرحله ا

هاي  شده درباره پارامتر جامعه، باید فرض  تعریف شد، در این مرحله با توجه به ادعاي مطرح1H و0Hبا توجه به قواعدي که براي
0H1 وHرا مشخص کنیم .  

  گیري و ملاك آزمون تعیین توزیع نمونه: مرحله دوم
ملاك یا آماره . شوند گیري و ملاك آزمون با توجه به شرایط برآورد پارامتر جامعه مشخص می  گفته شد، توزیع نمونهطورکه همان

  .شود می تمام اجزاي آن معلوم 0H پیشنهادپذیرش با این تفاوت که با ،اي است اصلهآزمون همان تابع محوري برآورد ف
   و مقادیر بحرانی1H و0Hتعیین سطح زیر منحنی: مرحله سوم

 دودامنه یا دامنه یکبستگی دارد؛ در عین حال ) دار سطح معنی( αگیري و مقدار  به توزیع نمونه1H و0Hسطح زیر منحنی
  . تأثیر مستقیم دارد1H و0Hبودن آزمون نیز بر سطح

)دار گیري با توجه به سطح معنی مقدار استاندارد توزیع نمونهمقدار بحرانی عددي است که از  )α  از جداول پیوست کتاب
  .شود استخراج می
  1H و0Hگیري درباره  تصمیم: مرحله چهارم

 مقدار آماره در اگرکنیم،  ه دوم را با مقدار بحرانی مرحله سوم مقایسه میشده در مرحل در این مرحله مقدار آماره آزمون تعیین
قرار گیرد، ) دار سطح معنی( 1H در ناحیهاگر این مقدار اما ،شود  پذیرفته می0Hقرار گیرد، فرض) سطح اطمینان( 0Hناحیه

  .شود  رد می0Hرضف
  . خواهد شدانجامها تا انتهاي کتاب   مراحل چهارگانه براي تمام آزموناین

  آزمون میانگین جامعه
توان درباره صحت یا عدم  اي درباره مقدار میانگین یک جامعه آماري مطرح شود، با استفاده از آزمون فرض مناسب می اگر فرضیه

)ه در سطح اطمینانفرضیآن صحت  )1− αیا سطح خطاي αمراحل چهارگانه آزمون فرض براي میانگین . گیري کرد  تصمیم
  : زیر استبه شرحجامعه 

  هاي آماري فرض -1

X X X

X X X

0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 0

H : H : H :
, ,

H : H : H :

µ = µ µ ≥ µ µ ≤ µ    
  µ ≠ µ µ < µ µ > µ    

  

.دار میانگین مورد آزمون است همان مق0µ،ها  فرضیه ایندر
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  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
nکه درصورتی 2 1X , ... , X , X    نمونه مستقل nآمارهگاه آن ،تایی از جامعه باشد X با توجه به حالات مختلف برآورد، داراي 

  :شود  زیر تعریف میصورتبه آزمون ) آماره(حال بر اساس هر یک از این حالات، ملاك .  استt یاZتوزیع
  : است از  و ملاك آزمون عبارت استنرمال) دلخواه n (nنظر از  صرفX معلوم باشد، توزیع2σ نرمال و، اگر جامعه)1

0
X

X

X
Z ;

n

− µ σ
= σ =

σ
  

  :آید  میبه وجود حالت  و دواست وابسته n بهX نامعلوم باشد، توزیع2σاگر جامعه نرمال و) 2
nاگر) الف   : و ملاك آزمون عبارت است ازاست نرمال X باشد، توزیع<30

0
X

X

X SZ ; S
S n
− µ

= =  

nاگر) ب n باX،t باشد، توزیع≥30   : و ملاك آزمون عبارت است ازاست درجه آزادي −1
0

n 1 X
X

X St ; S
S n−
− µ

= =  

) معلوم و تعداد نمونه بزرگ باشد2σ،)نامعلوم( اگر جامعه غیرنرمال )3 )n  است قضیه حد مرکزي نرمال بنا بر X، توزیع<30
  :و ملاك آزمون عبارت است از

0
X

X

X
Z ;

n

− µ σ
= σ =

σ
  

   و مقدار بحرانی1H و0H تعیین سطح-3
 سپس با ،کنیم  بودن مشخص میدامنهدو یا دامنه یک نوع آزمون را از نظر ،هاي مرحله اول در این مرحله ابتدا با توجه به حالت

 استخراج ،ها در پیوست کتاب را از جدول مربوط به توزیع) 1H و0Hمرز( و توزیع آماره، مقدار بحرانی αتوجه به سطح خطاي
  .کنیم می

2 2
U Z or U Zα α> <−

→  

  

  .شود  رد می0Hفرض

  
0 X 0

1 X 0

H :

H :

µ = µ
 µ ≠ µ

  

U Z α<−
→  

  

  .شود  رد می0Hفرض

  
0 X 0

1 X 0

H :

H :

µ ≥ µ
 µ < µ
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U Z α>
→  

  
 .شود  رد می0Hفرض

  

  
  

0 X 0

1 X 0

H :

H :

µ ≤ µ
 µ > µ

  

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

)در سطح اطمینان 0H فرض،قرار گیرد) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  )1− α اما اگر ،شود پذیرفته می 
شود و   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(ملاك آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است گوییم اختلاف معنی حاً میاصطلا
 اثبات 0H« ،»توان رد کرد  را نمی0H «،» وجود ندارد0Hدلیلی براي رد«گیري جملاتی مانند  در مرحله تصمیم :توجه
 اول که با فعل منفی به کار  جمله دو ،در شرایط مشابهاما . اند معادل» شود  تأیید می0H« و »ودش فته می پذیر0H« ،»شود می
  .ح هستندارجاند  رفته
تایی از بین 64هبراي بررسی فرضیه، یک نمون. است 50حداقل ،پذیري در کشور ادعا شده است میانگین نمره مسئولیت 1 مثال

با فرض نرمال بودن جامعه .  است آمدهبه دست 16 و45انحراف معیار میانگین و و تصادفی انتخاب شده به طورمدیران کشور 
  .ررسی کنید را بفرضیه  این صحت5%در سطح خطاي

  .شود  پذیرفته می0Hفرض) 4  .شود ادعا رد می) 3  .شود  رد می1Hفرض) 2  .شود ادعا پذیرفته می) 1
  .  درست است3گزینه  :حل

 :راه حل اول
  هاي آزمون فرض) 1

  0

1

H : 50

H : 50

µ ≥
 µ <

  

  آماره آزمون) 2

  
0

0

X 45 50Z 2.5
S 16
n 64

x 45 , S 16 , 50 , n 64 30

 − µ −
= = = −




 = = µ = = >

  

  مقادیر بحرانی) 3

  

0.050.05 , Z 1.645α = = −  

  گیري تصمیم) 4
Z به قرار گرفتنبا توجه 2.5=   .شود  قرارگرفته است، ادعا رد می0Hشود و چون ادعا در  رد می0H در ناحیه بحرانی، فرض−

کنند؛ بنابراین، بدون   مفاهیم یکسانی را بیان می4 و 2، 1هاي  شود که گزینه ها مشخص می با کمی دقت در گزینه: اه حل دومر
  .انتخاب کنیمبه عنوان گزینه درست را  3 گزینه توانستیم میحل سؤال نیز 
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0در آزمون 2 مثال 0H : µ = µ اي آزمون   تابع نمونه،30ص و درجه آزادي کمتر از نامشخانحراف معیار براي جامعه نرمال با
 )72 ـ مدیریت(  :عبارت است از) آماره آزمون(

1 (0

X

X
t

− µ
=

σ
  2 (0

X

X
Z

S
− µ

=  3 (0

X

X
t

S
− µ

=  4 (0

X

X
Z

−µ
=

σ
  

 .  درست است3گزینه  :حل
  . استtآماره آزمون  )ـ ب2(حالت  با توجه به

0  وآماره آزمون، نرمال صفر و یک است 3 مثال XH : 60=µدر سطح اطمینان .  است3.5مقدار آماره آزمون.  تعریف شده است
   است؟ستدردرصد کدام گزینه  99
1 (0H1)2    .شود  تأیید میHشود  تأیید می.  
3 (1Hنیاز است موردگیري اطلاعات بیشتري براي تصمیم) 4    .شود  تأیید نمی .  

  .  درست است2گزینه  :حل

  

( ) 0 X

1 X

H : 60
1

H : 60

µ =
 µ ≠

  

)آماره آزمون  )2 Z 3.5=  
( ) 0.0053 0.01 , Z 2.58α = = →  

  .شود  تأیید می1H رد شده و0H فرض، مقدار آماره آزمون در ناحیه بحرانی استاینکهبا توجه به ) 4

   آزمون مقایسه میانگین دو جامعه
معروف هستند که از مراحل آزمون فرض آماري میانگین » هاي تطبیقی فرضیه«جامعه آماري به هاي مربوط به مقایسه دو  فرضیه

  .شود  استفاده میاین مقایسهاي دو جامعه بر
2 و واریانس1µ از جامعه اول با میانگین1n نمونههرگاه

1σ2ه و نمونn 2 از جامعه دوم مستقل از نمونه اول با میانگینµ و 

2واریانس
2σ ،داریم انتخاب شوند:  

  هاي آماري   فرض-1

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2

H : H : H :
, ,

H : H : H :

µ = µ µ ≤ µ µ ≥ µ    
  µ ≠ µ µ > µ µ < µ    

  

  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
1رهدانیم آما  میآنکهبا فرض  2X X−1 براي 2µ −µنااریب است، آماره آزمون عبارت است از :  

)هاي معلومانحراف معیارها از دو جامعه نرمال با  وقتی نمونه) 1 )2 1,σ σ انحراف  انتخاب شوند و یا دو جامعه غیرنرمال با
)هاي معلوممعیار )2 1,σ σ1 و 2n , n 1توزیع ، )قضیه حد مرکزي ( باشد <30 2X X−و داریم نرمال است :  

( ) ( )
0 1 21 2 1 2 H : 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

X X X X
Z Z

n n n n

µ =µ− − µ − µ −
= → =

σ σ σ σ
+ +
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ü دقت کنید!  
0تحت فرض 1 2 1 2H : 0µ = µ → µ − µ 1 قسمت= 2µ − µشود می  در صورت کسر آماره برابر صفر.  

1n نامعلوم، انتخاب شوند وانحراف معیارها از دو جامعه نرمال با  وقتی نمونه) 2 2n و <30 1 توزیع ، باشد<30 2x x− 
  :است و داریمنرمال 

  

( ) ( )
0 1 21 2 1 2 H : 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

X X X X
Z Z

S S S S

n n n n

µ = µ− − µ − µ −
= → =

+ +

  

  
2  نامعلوم انتخاب شوند وانحراف معیاره نرمال با ها از دو جامع  نمونهاگر) 3 1n 30 , n 30≤ 1 یا≥ 2n n 30+  باشد، ≥

  .، اما در این حالت خطاي استاندارد تحت تأثیر فرض تساوي یا عدم تساوي واریانس دو جامعه استاست tآماره
)انس دو جامعه با فرض تساوي واری)الف )2 2

1 2σ = σ،آماره t1 با 2n n 2+   :است زیر به صورت درجه آزادي −
  

( ) ( ) ( )
0 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2H :
n n 2

P P
1 2 1 2

X X X X
t t

1 1 1 1S S
n n n n

µ = µ
+ −

− − µ − µ −
= → =

+ +
  

  

  :که در آن

  ( ) ( )2 2
1 21 22

P
1 2

n 1 S n 1 S
S

n n 2

− + −
=

+ −
  

1اگر 2n n n=   : باشد=

  
( ) ( )2 2

1 22
p

n 1 S n 1 S
S

n n 2

− + −
=

+ −
( )

2 2
1 2

2 n 1

S S

2
−

+
=  

)با فرض عدم برابري واریانس دو جامعه )ب )2 2
1 2σ ≠ σ،آماره t است زیر به صورت و درجه آزادي آن:  

  

( ) ( ) ( )
0 1 21 2 1 2 1 2H :

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

X X X X
t t

S S S S

n n n n

µ = µ− − µ − µ −
= → =

+ +

  

  

  ( )
( ) ( )

22 2
1 21 2
2 22 2

1 21 2

1 2

S n S n

S n S n

n 1 n 1

/ /

/ /

+
=

+
− −

  درجه آزادي
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   و مقدار بحرانی1H و 0H تعیین سطح-3

2 2
U Z or U Zα α> <−

→  

  

  .شود  رد می0Hفرض

0 1 2

1 1 2

H :

H :

µ = µ
 µ ≠ µ  

U Z α>
→  

  

  .شود  رد می0Hفرض
0 1 2

1 1 2

H :

H :

µ ≤ µ
 µ > µ  

U Z α<−
→  

  

  .شود  رد می0Hفرض
0 1 2

1 1 2

H :

H :

µ ≥ µ
 µ < µ  

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(  مقدار ملاك،در این مرحله

−1 در سطح اطمینان0H فرض،قرار گیرد) 0Hپذیرش (اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان αاما اگر ملاك ،شود  پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است گوییم اختلاف معنی می
  : توجه

1فرض  پیشبه طور ، از تعداد نمونه صحبتی نشودکه درصورتی -1 2n , n   .است ≥30
  .است واریانس دو جامعه نابرابر و نامعلوم ،رضف  پیشبه طور از واریانس دو جامعه صحبتی نشود، که درصورتی -2
  .استفرض، دو جامعه نرمال  پیشبه طور  در آزمون مقایسه میانگین دو جامعه، -3

 مساوي Yتایی از200باشد و میانگین یک نمونه 5 آنانحراف معیار و 30 مساويXتایی از100اگر میانگین یک نمونه 1 مثال
 )73ـ مدیریت (  :ها برابر است با  باشد، مقدار ملاك آزمون صفر بودن تفاوت میانگین10 آنانحراف معیارو  25
1( 15.81  2( 1.96  3( 5.77  4 (3.44  

 . درست است3گزینه  :حل

  0 X Y

1 X Y

H : 0

H : 0

µ − µ =
 µ − µ ≠
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  : داریم)2(حالت با توجه به 

  

( ) ( ) ( )X Y0X Y

2 2 2 2 2 2
X Y X Y

X Y X Y

X X

Y Y

H : 0X Y 30 25X YZ Z 5.77
5 10S S S S
100 200n n n n

x 30 , S 5 , n 100 30

y 25 , S 10 , n 200 30

µ −µ = − − µ −µ −− = → = = =

 + + +



= = = >


= = = >

  

شده از این دو  هاي انتخاب هاي برابر، نتایج زیر از نمونه جامعه نرمال مستقل با واریانس هاي دو ینراي آزمون برابري میانگب 2 مثال
 )86 ـ اقتصاد(  : مقدار آماره آزمون برابر است با.اند  آمدهبه دستجامعه 

2
1S 15=  1x 170=  1n   جامعه اول  =18
2
2S 17=  2x 153=  2n   جامعه دوم  =18

1 (12.75  2 (17 17
4

  3 (34 2
3

  4 (17
4

  
 .  درست است1گزینه  :حل

  0 1 2

1 1 2

H :
1)

H :

µ =µ
 µ ≠ µ

  

  :داریم )ـ الف3(حالت با توجه به 

  

( ) ( ) ( )
1 2

1 2 1 2
n n 2

p
1 2
2 2
1 22

1 2 p p

2 2
1 1 2 2

X X 170 153 0 17 51t 12.75
41 1 1 1 1S 4 4

n n 18 18 9
2)

S S 15 17n n 18 S 16 S 4
2 2

x 170 , S 15 , x 153 , S 17

+ −

 − − µ − µ − − = = = = =


+ +



+ +
= = → = = = → =


 = = = =

  

  )شده هاي جفت ونهفرضیه نم(ها  آزمون مقایسه زوج
  .ها در دو جامعه نسبت به هم بود ، فرض اساسی، مستقل بودن نمونه)بخش قبل(در آزمون تفاضل میانگین دو جامعه 

  بررسی تفاوت نمرات دانشجویان، قبل و بعد از یک دوره کلاس تقویتی) 1
  در مواردي مانند




  بررسی تفاوت وزن افراد، قبل و بعد از یک دوره رژیم غذایی) 2  
 از روش آزمون توان ستقل نیستند، بنابراین نمی و مهستندشده براي ارزشیابی، قبل و بعد از دوره، یکسان  هاي انتخاب نمونه
  :شود  زیر استفاده میصورتبه » ها آزمون مقایسه زوج« در چنین مواردي از رد؛ده کها استفا  میانگین براي این نمونهتفاضل

) جفتبه صورتتایی که رفتار هر عضو آن، قبل و بعد از دوره مشخص، nبا فرض انتخاب یک نمونه )الف )i ix , y ،جدول  باشد
  :دهیم زیر را تشکیل می

  قبل  بعد   
i i i i i

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

n n n n n

x y d x y

x y d x y

x y d x y

x y d x y

= −

= −

= −

= −
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  :داریم) الف( به جدول مقادیربا توجه )ب

  میانگین تفاضل رفتار
n

i
i 1

d

d x y
n

== = −
∑

  

)  واریانس تفاضل رفتار )2
i2

d
d d

S
n 1

−
=

−
∑  

)   تفاضل رفتارانحراف معیار )2
i

d
d d

S
n 1

−
=

−
∑  

  واریانس میانگین تفاضل رفتار
2
d2

d

S
S

n
=  

d   میانگین تفاضل رفتارانحراف معیار
d

S
S

n
=  

  هاي آماري  فرض-1
( )d 0H تفاوتی بین قبل و بعد از دوره وجود ندارد=0 :  

( )d 1H تفاوت بین قبل و بعد از دوره وجود دارد≠0 :  







  

  )ملاك آزمون( آماره -2
n باtملاك آزمون زوجی از توزیع   :دکن جه آزادي به شرح زیر تبعیت می در−1

n 1
d

d 0t
S

n

−
−

=  

   و مقدار بحرانی1H و0H تعیین سطح-3

, n 1 ,n 12 2
U t or U tα α− −

> <−
→  

  

  .شود  رد می0Hفرض
0

1

H : d 0

H : d 0

=


≠
  

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می اسبهآزمون مح) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

−1 در سطح اطمینان،قرار گیرد) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  α0 فرضHاما اگر ملاك ،شود  پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی( در ناحیه بحرانی آزمون
  .دار است گوییم اختلاف معنی می
  د؟شو یک از موارد زیر از آزمون زوجی استفاده می در کدام 1 مثال

  هاي همبسته گروه) 2    هاي مستقل گروه) 1
  3 و 2) 4    هاي مستقل از هم زوج) 3
 .  درست است4گزینه  :حل
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اي براي یک نمونه تصادفی شش نفره برگزار شده است و  مدت حسابداري، دوره براي بررسی میزان تأثیر یک دوره کوتاه 2 مثال
، آماره آزمون یکسان بودن نمرات 5% در سطح خطاي. جدول زیر آمده استهاي دانشجویان قبل و بعد از دوره در نمره

  دانشجویان قبل و بعد از دوره کدام است؟
  نمره قبل از دوره  40  70  45  50  68  55
  نمره بعد از دوره  45  72  56  50  72  63

1(2.41−  2(3.06−  3(1.61−  4 (2.01−  

 .  درست است2گزینه  :حل

  0

1

H : d 0

H : d 0

=


≠
  

  n 1 5
d

d 0 5t t 3.06
S 4

6n

−
− −

= → = = −  

5, 2, 11,0, 4, 8= − − − − iبعد ـ قبل− i id x y= − =  
id 30d 5

n 6
−

= = = −
∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2d d 5 5 2 5 11 5 0 5 4 5 8 5i2Sd n 1 6 1

− − + + − + + − + + + + − + + − +
= =

− −
∑  

d
0 9 36 25 1 9 16 S 4

5
+ + + + +

= = → =  














  

ها از هم مستقل نیستند، امکان تعیین فاصله اطمینان براي تفاوت قبل و بعد از   چون نمونه،شده هاي جفت در فرضیه نمونه :نکته
 .دوره وجود ندارد

 نفر تجویز گردیده است و فشار خون آنان قبل از 15شار خون، این دارو بهبراي بررسی میزان تأثیر داروي کاهش ف 3 مثال
 بر اساسآیا . گیري شده است که نتایج حاصل به شرح جدول زیر است مصرف دارو و سپس دو ساعت بعد از مصرف دارو اندازه

 )83 ـ اقتصاد(   آورد؟به دستثیر دارو در کاهش فشار خون اي براي میزان تأ کننده فاصله توان یک برآورد این نتایج می
2S  x    

  قبل از مصرف  18  4.5
  دو ساعت بعد از مصرف  16 3.1

  .ها با هم برابرند بله به شرط آنکه بدانیم واریانس) 1
  .بله، به شرط آنکه افراد نمونه با جایگذاري انتخاب شده باشند) 2
  .بله، به شرط آنکه بدانیم توزیع نرمال است) 3
        .خیر، چون دو نمونه مستقل نیستند) 4

 . درست است4گزینه  :حل
هم ه ها ب با توجه به اینکه در این سؤال نمونه. هاست امعه، مستقل بودن نمونهشرط اساسی در آزمون تفاضل میانگین دو ج

هاي تفاضل میانگین دو جامعه استفاده کنیم و باید با استفاده از آزمون مقایسات زوجی  توانیم از برآوردکننده  نمی،اند وابسته
 .مسئله را حل کنیم
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  آزمون نسبت جامعه
آیا درصد بیکاري در  ،براي مثال ؛خاصی را براي یک صفت یا ویژگی از جامعه در نظر بگیریممندیم درصد یا نسبت   علاقهگاهی

)است 70%کشور حداقل )p مراحل چهارگانه . دشو؟ در این موارد لازم است آزمونی در خصوص نسبت یا درصد انجام ≤70%
  :زیر است به شرحآزمون نسبت یک جامعه 

  هاي آماري  فرض-1

0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 0

H : p p H :p p H : p p

H : p p H : p p H : p p

 = ≥ ≤   
  ≠ < >   

  

  . نسبتی است که باید مورد آزمون قرار گیرد0pهاي بالا در فرض

  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
  :گاه آن را داشته باشیم، مورد نظرتا صفت یا ویژگی xتایی از جامعه،n در یک نمونه که درصورتی

  x: p
n

  نسبت موفقیت در نمونه=

به  حالت  و ملاك آزمون دوp براي تعیین توزیع آماره،اي است دوجمله) تعداد موفقیت در نمونه( Xحال با توجه به آنکه توزیع
  :آید  میوجود

)تعداد نمونه کوچک :حالت اول )n 30≤  
  .ندارداي است ولی هیچ ملاك استانداردي براي آزمون وجود   نیز داراي توزیع دوجملهpدر این وضعیت آماره

 )87  ـاقتصاد(  هاي کوچک چیست؟  در نمونهpگیري در آزمون فرضیه مربوط به یک نسبت خاص در جامعه، توزیع نمونه مثال
  پواسون) 4  اي دوجمله) 3  نرمال) 2  نمایی) 1

 .  درست است3گزینه  :حل

) تعداد نمونه بزرگ:حالت دوم )n 30>  
 و ملاك آزمون براي آزمون این فرضیه که آیا نسبت استاي توزیع نرمال  دارp آماره،در این وضعیت بنا بر قضیه حد مرکزي

  : زیر استبه صورت Z هست یا خیر، داراي مقدار استاندارد0p در جامعه معادلمورد نظر

0

0 0

p p
Z

p q
n

−
=  

ü دقت کنید!  

xpبا فرض آنکه
n

 نظررسیم که از  ضرب کنیم، به ملاك جدیدي می nملاك را دراین  صورت و مخرج که درصورتی است، =

  : هیچ تفاوتی با آن ندارد،مقدار

  0

0 0

x np
Z

np q
−

=  



 آمار و احتمال
 

  

 

638  
 

   و مقدار بحرانی1H و0H تعیین سطح-3

2 2
U Z or U Zα α> <−

→  

  

  .شود  رد می0Hفرض
0 0

1 0

H : p p

H : p p

=
 ≠

 

  

U Z α<−
→  

  
  

  .شود  رد می0Hفرض
 

0 0

1 0

H : p p

H : p p

≥
 <

  

  

U Z α>
→  

  

  .شود  رد می0Hفرض

0 0

1 0

H : p p

H : p p

≤
 >

  

  

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

−1در سطح اطمینان 0H فرض،قرار گیرد) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  α اما اگر ملاك ،شود پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي 1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است گوییم اختلاف معنی می

اگر  1 مثال
0

1

1H : p
2
1H : p
2

 =

 ≠


 α=0.05 آماره آزمون و نتیجه آن در سطح، موفقیت مشاهده شده باشد59 آزمایش100 و از بین

 )81 ـ اقتصاد(  کدام است؟
  .شود  رد می0Hو 1.8) 2    .شود  رد می0Hو 1.84) 1
  .شود  رد نمی0Hو 1.8) 4    .شود  رد نمی0Hو 1.84) 3

 . درست است4گزینه  :حل

  ( )
0

1

1H :p
21
1H :p
2

 =

 ≠
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( )

0

0 0

0.025

p p 0.59 0.5 0.09Z 1.8
0.5p q 0.5 0.5
10100n2

x 59n 100 , x 59 p 0.59
n 100

0.05 Z 2

− −
= = = =

×


 = = → = = =
 α = → 

  

  

( )3

 
  .شود  رد نمی0Hگیرد، فرض ار میقر) 0Hپذیرش( چون مقدار عددي آماره آزمون در ناحیه اطمینان (4)

در یک نمونه . دهند جیح می مردم، محصول کارخانه او را تر80%کند حداقل صاحب یک کارخانه ادعا می 2 مثال
 ادعاي صاحب کارخانه پذیرفته شود؟ α=0.05 سطحتایی، بیش از چند نفر باید کالاي وي را ترجیح دهند تا در100تصادفی

( )0.05Z  )85 ـ اقتصاد(  =1.65
1( 64  2( 73  3( 79  4 (86  

 . درست است2گزینه  :حل

  ( ) 0

1

H : p 0.8
1

H :p 0.8

≥
 <

  

  ( )

00 0

0 0 0 0 0 0

x pp p x np x 100 0.8 x 80nZ
4p q p q np q 100 0.8 0.2

2
n n

xp , n 100
n

 −− − − × −
= = = = =

× ×




= =


  

  ( ) 0.053 0.05 , Z 1.65α = = →  

  
  :0Hبا توجه به شکل براي پذیرفتن ادعا یعنی همان فرض

  ( ) x 804 1.65 x 73.4 x 73
4
−

≥ − → ≥ → >  
  .عا پذیرفته شود نفر کالاي او را ترجیح دهند تا اد73بیش ازباید 
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  آزمون مقایسه نسبت دو جامعه 
 به صورتتواند  هاي کیفی انجام شود، آزمون تفاضل نسبت در دو جامعه می  مقایسه دو جامعه آماري با استفاده از دادهکه درصورتی

  .باشند  در دو جامعه میهاي موفقیت  به ترتیب نسبت2p و1p.زیر مطرح شود
  هاي آماري فرض -1

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2

H : p p H : p p H : p p

H : p p H : p p H : p p

= ≤ ≥    
  ≠ > <    

  

  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
 از یک موفقیت در هر 2x و1xتخاب شوند و به ترتیب ان2p و1pهاي  از دو جامعه با نسبت2n و1n دو نمونه مستقلهرگاه

1ها دیده شود، نمونه
1

1

x
p

n
2 و=

2
2

x
p

n
ملاك آزمون در این وضعیت بر اساس تابع . هستندهاي نمونه   به ترتیب نسبت=

  :کند تبعیت می Zتوزیعرح زیر از محوري برآورد به ش

  ( ) ( ) ( )
0 1 21 2 1 2 1 2H :p p

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

p p p p p p
: Z Z

p q p q p q p q
n n n n

=− − − −
= → =

+ +

  تابع محوري

ها با هم  توانیم فرض کنیم نسبت شود، می  ساخته می0H فرضپذیرش ملاك آزمون بر اساس توزیع برآورد و با ازآنجاکه
)شده متعلق به یک جامعه هستند در این صورت نیم که دو نمونه گرفته چنین تصور کدرنتیجه ؛اند مساوي )1 2x x+ تعداد 
)ها در مجموع دو نمونه موفقیت )1 2n n+خواهند بود تا p) زیر حاصل شودبه صورت) برآوردي از نسبت مشترك در دو جامعه :  

  1 2

1 2

x x
p

n n
+

=
+

  

  :صورت زیر استدر این وضعیت آماره آزمون به 

  1 2

1 2

p p
Z

1 1p q
n n

−
=

 
+  

 

  

 وجود ها آنتوانند استفاده شوند و از نظر مقدار تفاوتی بین  درنهایت هر دو رابطه زیر براي ملاك آزمون برابري نسبت دو جامعه می
  :ندارد

( )1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

p p p p
Z

p q p q 1 1p qn n n n

− −
= =

 
+ +  

 

  

   و مقدار بحرانی1H و 0Hین سطح تعی-3

2 2
U Z or U Zα α> <−

→  

  
  .شود  رد می0Hفرض

0 1 2

1 1 2

H : p p

H : p p

=
 ≠
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U Z α<−
→  

  

  .شود  رد می0Hفرض
0 1 2

1 1 2

H : p p

H :p p

≥
 <

   

U Z α>
→  

  
 .شود  رد می0Hفرض

  

0 1 2

1 1 2

H : p p

H : p p

≤
 >

 

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

−1در سطح اطمینان 0H فرض،قرار گیرد) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  α اما اگر ملاك ،شود پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است گوییم اختلاف معنی می

1nاگر  1 مثال 120=،2n 100=،1p 2p و=0.60 0 باشد، آماره آزمون=0.5 1 2H : p p≤83 ـ مدیریت(   کدام است؟( 
1( 2.1−  2( 1.347−  3( 2.575  4 (1.491  

 . درست است4گزینه  :حل

  1 2

1 1 2 2

1 2

p p 0.6 0.5Z 1.491
p q p q 0.6 0.4 0.5 0.5

120 100n n

− −
= = =

× ×
++

  

هاي کینزي بین دانشجویان کارشناسی و دانشجویان کارشناسی ارشد  تفاوت در نسبت طرفداران نظریهبراي بررسی عدم  2 مثال
تعداد طرفداران در هر کدام از .  از هر یک انتخاب گردیده است36 و64هاي رشته اقتصاد، دو نمونه تصادفی مستقل به حجم

0.05αاگر.  نفر بوده است6 و14به ترتیبها  نمونه  )84 ـ اقتصاد(   باشد، کمیت آماره آزمون و نتیجه آزمون چیست؟=
  .توان رد کرد  را نمی0Hو 1.8) 2    .شود  رد می0Hو 2.06) 1
  .توان رد کرد  را نمی0Hو 0.6) 4    .شود  رد می0Hو 1.78) 3

 .  درست است4گزینه  :حل

  ( ) 0 1 2

1 1 2

H : p p
1

H : p p

=
 ≠

  

  
( )

( )1 2

1 2

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

0.025

p p 0.22 0.17 0.05Z 0.6
101 1 0.41 1 0.2 0.8p q 6 864 36n n

2
x x x x14 6 14 6p 0.22 , p 0.17 p 0.2
n 64 n 36 n n 64 36

0.05 Z 2

− −
= = = =

    × + +  ×    


+ +
= = = = → = = = + +

α = →
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( )3

 
 .توان رد کرد  را نمی0Hقرار دارد، فرض) 0Hپذیرش(آمده در ناحیه اطمینان  دست  چون مقدار آماره آزمون به(4)

کنند، بیشتر از افراد خریدکننده از  اي خرید می هاي زنجیره  از فروشگاهافرادي که) الف(ادعا شده است که در شهر  3 مثال
 )81 ـ اقتصاد(  آماره آزمون این فرضیه کدام است؟. هستند) ب(اي در شهر  هاي زنجیره فروشگاه

1 (1 2

1 2

ˆ ˆp p

1 1pq
n n

−

 
+  

 

  2 (1 2

1 1 2 2

1 2

n n

p q p q
n n

−

+

  3 (1 2

2
p

1 2

X X

1 1S
n n

−

 
+  

 

  4 (
( )

0p̂ p

p 1 p
n

−

−
  

 .  درست است1گزینه  :حل

  آزمون واریانس جامعه
هاي   آیا ریسک شرکت، براي مثال؛قبولی هست یا خیر  بدانیم آیا پراکندگی جامعه داراي حدود قابلخواهیم میدر بعضی موارد 

)است 1000شده در بورس برابر پذیرفته )1000σ   ؟=
  : زیر استبه شرحمراحل چهارگانه آزمون واریانس جامعه .  انجام شودانحراف معیارواریانس یا براي در این موارد لازم است آزمونی 

  هاي آماري  فرض-1

X X X

X X X

2 2 2 2 2 2
0 0 00 0 0

2 2 2 2 2 2
1 1 10 0 0

H : H : H :

H : H : H :

  σ = σ σ ≥ σ σ ≤ σ  
  

σ ≠ σ σ < σ σ > σ    

  

  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
 براي تعیین توزیع و ملاك آزمون براي این فرضیه که آیا ،اي نرمال انتخاب شود معهتایی از جاn نمونه مستقلکه درصورتی

2واریانس جامعه معادل مقدار
0σ آید  میبه وجود هست یا خیر، دو حالت:  

)میانگین جامعه :حالت اول )µ پیش فرض( نامعلوم(  

)نمونه از رابطهدر این وضعیت واریانس  )2
2 x x

S
n 1

−
=

−
) و آمارهآید می به دست ∑ ) 2

2
n 1 S−

σ
n با2χ داراي توزیع  درجه −1

2 زیر داراي مقدار استانداردبه صورت ملاك آزمون درنتیجه، استآزادي 
n 1−χ است:  

( )
( ) X

2
2
n 1 2

0

n 1 S
−

−
χ =

σ
  

)میانگین جامعه :حالت دوم )µمعلوم   
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)به صورتتري  در این وضعیت واریانس نمونه از رابطه دقیق )2
2 x

S
n
− µ

=  و آمارهآید می به دست ∑
2

2
nS
σ

 2χ داراي توزیع

2 زیر داراي مقدار استانداردبه صورت ملاك آزمون درنتیجه، استدرجه آزادي  nبا
nχ است:  

( )

2
2
n 2

0

nS
χ =

σ
  

   و مقدار بحرانی1H و 0H تعیین سطح-3

2 2 2 2orn 1 n 11 2 2
χ <χ χ > χα α− −−

→  

  

  .شود  رد می0Hفرض

  

X

X

2 2
0 0

2 2
1 0

H :

H :

 σ = σ


σ ≠ σ

  

2 2
n 1 1χ <χ− −α→  

  

  .شود  رد می0Hفرض
X

X

2 2
0 0

2 2
1 0

H :

H :

 σ ≥ σ


σ < σ

  

2 2
n 1χ >χ α−→  

  

  .شود  رد می0Hفرض

  

X

X

2 2
0 0

2 2
1 0

H :

H :

 σ ≤ σ


σ > σ

  

  گیري  تصمیم-4

  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 
−1در سطح اطمینان 0H فرض،قرار گیرد) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  α اما اگر ملاك ،شود پذیرفته می 

شود و اصطلاحاً  یرفته می پذα در سطح خطاي 1H رد شده و فرض0Hفرض، قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 
  .دار است گوییم اختلاف معنی می
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nبراي 1 مثال 2S و=14 0 فرضیه=75
2H : 100≥σ1 را در مقابل فرضیه

2H : 100<σ0.01 در سطح=α آزمون 
یک از موارد  شود نزدیک به نرمال باشد، کدام اي که نمونه تصادفی از آن انتخاب می  شود جامعه فرضکه درصورتی. کنیم می

 )83 ـ اقتصاد(  )4.107کمیت بحرانی از جدول(درست است؟ 

1 (2 0.75χ   .شود  رد نمی0H و درنتیجه=
2 (2 9.75χ   .شود  رد می0H و درنتیجه فرضیه=
3 (2 9.75χ   .شود  رد نمی0H و درنتیجه فرضیه=
4 (F   .شود  رد می0H و درنتیجه فرضیه=0.75

 .ت درست اس3گزینه  :حل

  ( ) ( )
( ) 2

2 2
13n 1 2

0

n 1 S 13 752 9.75
100−

− ×
χ = → χ = =

σ
                ( )

2
0

2
1

H : 100
1

H : 100

 σ ≥


σ <
  

  

( )3

  
  .شود  پذیرفته می0Hگیرد، فرض  قرار می0Hپذیرش در ناحیه 9.75چون مقدار (4)

) آمدهبه دست 2χ همواره مثبت است و از طرفی در مثال بالا2χ به اینکه مقادیربا توجه ) بعد از نقطه بحرانی 9.75( )4.107 
 . است0Hپذیرشقرار گرفته و درنتیجه در ناحیه اطمینان یا همان 

2 خواهیم فرضیه  میµدر یک جامعه نرمال با میانگین معلوم 2 مثال
0H : 0.05σ 2 را در مقابل=

1H : 0.05σ  بر اساس ≠

nاطلاعات ) و=19 )2
ix

S 0.3
n

−
= =

µ∑84 ـ اقتصاد(  :ار عددي آماره آزمون عبارت است ازمقد.  آزمون کنیم( 

1( 2.1  2( 2.3  3( 32.4  4 (34.2  

 .  درست است4گزینه  :حل

  ( )
2

0
2

1

H : 0.05
1

H : 0.05

 σ =


σ ≠

  

) جامعه معلوم است، آماره آزمونµاینکهبا توجه به  )

2
2
n 2

0

nS
χ =

σ
  :است 

  ( ) ( ) ( )
( )

( )

22
2 2
n 192

0
2 22

0

19 0.3nS 34.2
0.052

n 19 ,S 0.3 , 0.05

 × χ = → χ = = σ


= = σ =
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  آزمون مقایسه واریانس دو جامعه
توانیم نسبت واریانس دو  براي این کار همواره می.  بدانیم آیا واریانس دو جامعه برابر است یا خیرخواهیم میدر بسیاري از موارد 

 دو جامعه برابر باشد هاي  وقتی واریانسگاه آن ،ا مورد توجه قرار دهیم چرا که اگر فرض کنیم هر دو جامعه نرمال هستندجامعه ر

نسبت
2
1
2
2

S

S
) داراي توزیع فیشر )Fخواهد بود که ملاك مناسبی براي آزمون است .  

  
2 2
1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 2 2

S S
F F

S S

/
/

σ =σσ
= → =

σ
  

  : زیر استبه شرحمراحل چهارگانه آزمون فرض براي واریانس دو جامعه 

  هاي آماري  فرض-1
2
1
2
2

1
σ

≤
σ

2   یا    2
0 1 2H :σ ≤σ  

2
1
2
2

1
σ

≥
σ

2  یا     2
0 1 2H :σ ≥σ  

2
1
2
2

1
σ

=
σ

2   یا    2
0 1 2H :σ = σ  

2
1
2
2

1
σ

>
σ

2   یا    2
1 1 2H :σ > σ  









  
2
1
2
2

1
σ

<
σ

2    یا   2
1 1 2H :σ <σ  









  
2
1
2
2

1
σ

≠
σ

2   یا    2
1 1 2H :σ ≠ σ  







  

  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
 از دو جامعه نرمال انتخاب شده باشند، براي تعیین توزیع آماره و ملاك آزمون براي برابري 2n و1nهاي مستقل نمونهاگر 

  :آید  میدبه وجوواریانس دو جامعه، دو حالت 
  )فرض پیش(نامعلوم ) 2µ و1µ(میانگین جوامع  :حالت اول

2با فرض برابري واریانس دو جامعه، آمارهحالت در این  2
1 2S S/داراي توزیع فیشر ( )F1 باn 2n و−1  درجه آزادي و ملاك −1

  :است زیر به صورتآزمون 

1 2

2
1

n 1 ,n 1 2
2

S
F

S
− − =  

ü دقت کنید!  

)هاي نمونه در دو جامعه از روابط در این حالت واریانس )2
12

1
1

x x
S

n 1
−

=
−

) و∑ )2
22

2
2

x x
S

n 1
−

=
−

  .شوند  محاسبه می∑

   معلومµ)2 وµ(1جوامع میانگین  :حالت دوم
2در این وضعیت با فرض برابري واریانس دو جامعه، آماره 2

1 2S S/فیشر داراي توزیع ( )F1 باn2 وnزادي و ملاك آزمون  درجه آ
  :است زیر به صورت

1 2

2
1

n ,n 2
2

S
F

S
=  
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ü دقت کنید!  

)به صورتتري  هاي نمونه در دو جامعه از روابط دقیق در این حالت واریانس )2
12

1
1

x
S

n
− µ

= ) و∑ )2
22

2
2

x
S

n
− µ

= ∑ 

  .شوند محاسبه می

   و مقدار بحرانی1H و0H تعیین سطح-3

n ,nn 1,n 1 1 11 2 11 22 2
F F or F Fα α− − − − −

→
> <

  

  

  .شود  رد می0Hفرض

2 2
0 1 2

2 2
1 1 2

H :

H :

 σ = σ


σ ≠ σ

  

1 2n 1 , n 1F Fα− − >
→  

  

  .شود  رد میH0فرض

2 2
0 1 2

2 2
1 1 2

H :

H :

 σ ≤σ


σ >σ
  

n 1 , n 1 11 2
F F− − −α<

→  

  

  .شود  رد می0Hفرض

2 2
0 1 2

2 2
1 1 2

H :

H :

 σ ≥σ


σ <σ
  

  

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

−1در سطح اطمینان 0H فرض،قرار گیرد) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  αاما اگر ملاك ،شود پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است گوییم اختلاف معنی می

  : درجه آزادي رابطه زیر برقرار استn وm باFدر توزیع :یادآوري

1 , m , n
, n , m

1F
F− α

α
= 

 در دو شرکت، مقدار آماره آزمون براي Xاست، با فرض نرمال بودن توزیع » ب« و »الف«اطلاعات زیر مربوط به دو شرکت  مثال
  کدام است؟»  در دو شرکتXتساوي واریانس «بررسی فرضیه 

1S 8=  1x 100=  1n   »الف«شرکت   =10
2S 10=  2x 120=  2n   »ب«شرکت   =15

1( 0.80  2( 0.41  3( 0.64  4 (0.53  
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 .  درست است3گزینه  :حل

  
2 2

0 1 2
2 2

1 1 2

H :

H :

 σ = σ


σ ≠ σ

  

  
2 21

9,14 2 2
2

S 8F 0.64
10S

= = =  

  بررسی آزمون با استفاده از فاصله اطمینان 
ین صورت که ه اب. هاي آزمون با استفاده از فاصله اطمینان است هاي آماري، بررسی فرضیه هاي تحلیل آزمون فرضیه یکی از روش

هاي   سپس با توجه به فرض آزمون یکی از تحلیلآید، می به دستهاي نمونه  بتدا فاصله اطمینان پارامتر دلخواه با استفاده از دادها
  :شود انجام میزیر 

  آزمون میانگین جامعه  )1
  فرضیه  0Hپذیرش فاصله   0Hفاصله رد  0Hپذیرشمثال   0Hمثال رد

0 4µ =  0 4µ =    
( )4,3−  ( )1,5  0 0H : µ = µ  
( )0, 2  ( )4,6  0 0H : µ≤µ  
( )1,3  ( )0, 4  

  . باشد0µباید شامل  . باشد0µباید فاقد

0 0H : µ≥µ  

1میانگین دو جامعه  آزمون برابري) 2 2 0
≥
=
≤

 
 µ − µ
 
 

  

  فرضیه  0Hپذیرشفاصله   0Hفاصله رد  0Hپذیرشمثال   0Hمثال رد
( )2 , 3.5  ( )1,0.5−  0 1 2H : µ = µ

( )1, 3  ( )0, 5  0 1 2H : µ ≤µ  
( )4, 1− −  ( )2, 0−  

  . صفر باشدباید شامل  .باید فاقد صفر باشد
0 1 2H : µ ≥µ  

  

  آزمون نسبت جامعه ) 3
  فرضیه  0Hپذیرش فاصله   0Hفاصله رد  0Hپذیرشمثال   0Hمثال رد

0p 0.5=  0p 0.5=    
( )1 , 0.25−  ( )0 ,0.6  0 0H : p p=

( )0.6 , 0−  ( )0.6, 0.5−  0 0H : p p≤  
( )0.8 , 0.9  ( )0.5, 0.8  

  . باشد0pباید شامل  . باشد0pباید فاقد

0 0H : p p≥  

1آزمون برابري نسبت دو جامعه) 4 2p p 0
≥
=
≤

 
 −
 
 

  

  فرضیه  0Hپذیرشفاصله   0Hفاصله رد  0Hپذیرشمثال   0Hمثال رد
( )0.3 , 0.8  ( )0.5 , 0.5−  0 1 2H : p p=  
( )0.2 , 0.5  ( )0, 0.8  0 1 2H : p p≤  

( )0.75 , 0.1− −  ( )0.75 , 0−  
  .باید شامل صفر باشد  .باید فاقد صفر باشد

0 1 2H : p p≥  
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  آزمون واریانس جامعه) 5
  فرضیه  0Hپذیرشفاصله   0Hفاصله رد  0Hپذیرشمثال   0Hمثال رد
2
0 2σ =  2

0 2σ =    

( )4 , 9  ( )1 , 8  22
0 0H : σ = σ  

( )0.5 , 1.6  ( )2 , 16  22
0 0H : σ ≤ σ

( )3 , 16  ( )0.5 , 2  

2باید فاقد
0σ2باید شامل  . باشد

0σباشد .  

22
0 0H : σ ≥σ  

واریانس دو جامعه آزمون برابري) 6
2
1
2
2

1
≥
=
≤

 
 σ
 σ 
 

  

  فرضیه  0Hپذیرش فاصله   0Hفاصله رد  0Hپذیرشمثال   0Hمثال رد
( )2,8  ( )0 , 3  2 2

0 1 2H : σ = σ

( )0 , 0.8  ( )1 , 4  2 2
0 1 2H : σ ≤ σ  

( )4 , 16  ( )0.5 , 2  

  . باشد1باید شامل  . باشد1باید فاقد
2 2

0 1 2H : σ ≥ σ  

)اگر حدود 1 مثال )4 ,  : باشدµ براي پارامتر95% یک فاصله اطمینان−1.5
1µ فرضیه) 1 1µ فرضیه) 2  .توانیم رد کنیم  را نمی<   .توانیم بپذیریم  را نمی=
1µ فرضیه) 4  .توانیم رد کنیم  را نمی≥1µ فرضیه) 3   .متوانیم بپذیری  را نمی≤

 .  درست است3گزینه  :حل
1µشده شامل نقطه  چون فاصله اطمینان داده،)1(با توجه به حالت  1µهاي  است، فرضیه= =،1µ≤1 وµ≥ می شوند  پذیرفته

1µهاي و فرضیه ≠،1µ   .شوند نمی پذیرفته >1µ و<

0خواهیم فرض می 2 مثال 1 2H : µ = µ1  را در مقابل فرض 1 2H : µ ≠ µهاي  یک از فاصله  کدامبر اساس.  آزمون کنیم
1مربوط به 0.95اطمینان 2µ − µ0توان فرض  ، میH0.05 را باα   )80 ـ اقتصاد(   رد کرد؟=

1( ( )0 , 15  2( ( )4 , 1.2−  3( ( )6 , 6−  4 (( )2.5 , 3.8  

 .ت درست اس4گزینه  :حل
چنین ) 4( باید فاقد نقطه صفر باشد که تنها فاصله اطمینان گزینه 0H فاصله اطمینان براي عدم پذیرش،)2(با توجه به حالت 

  .است

0در فرضیه  3 مثال

1

H : p 0.5

H : p 0.5

=

≠





  است؟0H کدام گزینه ناحیه پذیرش

1( ( )0.6 , 1  2( ( )0.2 , 1−  3 (( )0.1 , 0.45  4 (( )0.4 , 0.1−  

 . درست است2گزینه  :حل
0p باید شامل نقطه0H، فاصله اطمینان براي پذیرش)3(با توجه به حالت   شامل 2گزینه اطمینان   تنها فاصله و باشد=0.5

0pنقطه   . است=0.5
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1 فرضیهپذیرش براي 95%یک فاصله اطمینان 4 مثال 2p p>کدام است؟  

1 (1 1,
2 4

 − 
 

  2 (30 ,
4

 
 
 

  3 (11 ,
2

 − 
 

  4 (1 1,
2 6

 − − 
 

  

 .  درست است4گزینه  :حل
1 فاصله اطمینان براي عدم پذیرش فرضیه،)4(با توجه به حالت  2p p≤1یه و یا به عبارت دیگر پذیرش فرض 2p p> باید فاقد ،
 تماماً در ناحیه منفی 4 فاصله اطمینان گزینه ؛در ناحیه منفی باشد کاملاً در ناحیه مثبت باشد و یا کاملاً یعنی یا ،نقطه صفر باشد

  . است

اگر 5 مثال
2
1
2
2

P 2.53 4.15 0.99< < =
 σ
 
 σ 

 براي نسبت واریانس دو جامعه α=0.01 یک فاصله اطمینان در سطح خطاي

 :نرمال باشد

2فرضیه) 1 2
1 2σ ≥ σ2فرضیه) 2  .شود  پذیرفته می 2

1 2σ = σتوان رد کرد  را نمی.  

2فرضیه) 3 2
1 2σ < σ2فرضیه) 4  .توان پذیرفت  را نمی 2

1 2σ ≤ σتوان پذیرفت  را نمی.  

 .  درست است4گزینه  :حل

2 هاي  فاصله اطمینان براي پذیرش فرضیه،)6(با توجه به حالت  2
1 2σ ≤ σ،2 2

1 2σ ≥σ2 و 2
1 2σ = σباید شامل نقطه یک باشد  .

توان  نمیپذیرفت و ها را  فرضیهاین توان   نمی99%شده فاقد نقطه یک است، بنابراین در سطح اطمینان فاصله اطمینان داده
2هاي فرضیه 2

1 2σ ≠ σ،2 2
1 2σ >σ2 و 2

1 2σ < σرا رد کرد .  

  گیري تأثیر اندازه سطوح در تصمیم
  :1 قضیه
  .شود تر هم پذیرفته می  حتماً در سطح اطمینان بزرگگاه آنتر پذیرفته شود،   در سطح اطمینان کوچک0H هرگاه فرضیه) الف
  .شود تر هم رد می  حتماً در سطح اطمینان کوچکگاه آن، )دار شود معنی(تر رد شود   در سطح اطمینان بزرگ0H فرضیههرگاه) ب

 بنابراین در مورد ، قضیه ممکن است درست باشد یا نباشد اینعکس :تبصره
  .توان بحث کرد بقیه حالات نمی

  : استرو روبهبه شکل نمایش قضیه بالا در توزیع نرمال 
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  :توان گفت  میα=5%دار  رد نشود، در مورد فرضیه مذکور در سطح معنیα=10%دار اي در سطح معنی اگر فرضیه 1 مثال
  .شود حتماً رد نمی) 2    .شود د میحتماً ر) 1
  . داردبستگی به حجم نمونه) 4    .توان اظهار نظر کرد نمی) 3

 .  درست است2گزینه  :حل
1  آزمون در سطح اطمینان،1از قضیه) الف(با توجه به حالت  %90− α تر   بنابراین در سطح اطمینان بزرگ، پذیرفته شده است=

1یعنی %95− α   .شود می نیز پذیرفته =

  ؟ نیست درستآزمون فرض یک از موارد زیر درباره  کدام 2 مثال
  .شود  نیز رد می1% رد شود در سطح احتمال5% در سطح احتمال0Hاگر) 1
  . نیز رد شود1% رد شود ممکن است در سطح5% در سطح احتمال0Hاگر) 2
  . نیز رد شود5%د ممکن نیست در سطح احتمالو رد ش1% در سطح احتمال0Hاگر) 3
  .شود  حتماً رد می5%حتمالد در سطح او رد ش1% در سطح احتمال0Hاگر) 4

 .  جواب است3گزینه  :حل
1 اگر آزمون در سطح اطمینان،1از قضیه) ب(با توجه به حالت  %99− α تر   حتماً در سطح اطمینان کوچک، رد شود=

1یعنی %95− α حال با توجه به تبصره  درعین.  حتما ًنادرست است3 درست و گزینه  حتما4ً بنابراین گزینه شود، می نیز رد =
  . باشددرست ممکن است 1  درست است و گزینه2 گزینه ،شده مطرح
 2α آن در سطح خطايهدودامنگاه فرضیه  ، آن)دار شود معنی( رد شود α در سطح خطايدامنه یک 0Hهرگاه فرضیه :2 قضیه

  .می شودنیز رد 
  .توان بحث کرد  بنابراین در مورد بقیه حالات نمی، باشد یا نباشددرست قضیه ممکن است  اینعکس :تبصره

  :نمایش قضیه بالا در توزیع نرمال به شکل زیر است 

  
 )77  ـاقتصاد(  :دار است  معنی5% در سطحدامنه یک بر اساسکه ) Zاي مونهتابع ن( Zکمیت آماره آزمون مثال

  . متمایز از صفر است95%به احتمال) 1
  .دار بودن آن افزایش خواهد یافت  سطح معنی،با افزایش حجم نمونه) 2
  .دار است  معنی10% در سطحدودامنهزمون  یک آبر اساس) 3
  . باشد−2تر از  یا کوچک2تر از باید بزرگ می) 4
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 .  جواب است3گزینه  :حل
5α% اگر آزمون در سطح،2با توجه به قضیه 2 حتماً آزمون دودامنه آن در سطح گاه آن، )اشددار ب معنی( رد شود = %10α = 

  : کنیدتوجه براي درك بیشتر به شکل زیر .شود میرد 

  
  گیري تأثیر نتایج نمونه در تصمیم

 آزمون با توجه به) آماره( چند نمونه براي بررسی آزمون فرض جامعه داشته باشیم، پس از محاسبه ملاك که درصورتی
  :توانیم تحلیل زیر را انجام دهیم هاي آماري، می هاي مختلف فرض وضعیت

(I 0 فرض 0

1 0

H :

H :

θ ≤ θ


θ > θ
  )دامنه به راست (

 احتمال پذیرفتن ،تر باشد  و هرچه این مقدار کوچک0H احتمال رد شدن فرض،تر باشد آزمون بزرگ) ملاك(هرچه مقدار آماره 
  .شود می بیشتر 0Hفرض

(II 0 فرض 0

1 0

H :

H :

θ ≥ θ


θ < θ
  )دامنه به چپ (

 احتمال پذیرفتن ،تر باشد  و هرچه این مقدار بزرگ0H احتمال رد شدن فرض،تر باشد آزمون کوچک) ملاك(هرچه مقدار آماره 
  .شود می بیشتر 0Hفرض

(III 0 فرض 0

1 0

H :

H :

θ = θ


θ ≠ θ
  )دودامنه (

 ،تر باشد  و هرچه این مقدار به صفر نزدیک0H احتمال رد شدن فرض،آزمون از صفر دورتر باشد) ملاك(هرچه مقدار آماره 
  .شود می بیشتر 0Hاحتمال پذیرفتن فرض

0H براي آزمون مثال : 30≥µ1 وH : 30<µترین شواهد را براي رد   قوي36مبناي حجم نمونه هاي زیر بر یک از گزینه  کدام
0Hدهد؟  ارائه می  
1 (x 28 , S 6= =  2 (x 32 , S 2= =  3 (x 27 , S 4= =  4 (x 26 , S 9= =  

 .  درست است3گزینه  :حل
 که مقدار کمتري داشته کند میاي احتمال رد را بیشتر   آماره،1H با توجه به فرض،ها با محاسبه آماره آزمون براي تمام گزینه

  :باشد

  0X
Z

− µ
=

30

S
n

  

32 30: Z 6
2
36

−
= 28  2گزینه = 30: Z 2

6
36

−
= =   1گزینه −

26 30: Z 2.67
9
36

−
= = 27  4گزینه − 30: Z 4.5

4
36

−
= =   3گزینه −
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  محاسبه خطاهاي آماري
  )α(محاسبه خطاي نوع اول 

−1 یک آزمون در سطح اطمینانکه درصورتی α،انجام شود α احتمال خطاي نوع اول است که همان سطح بحرانی یا سطح 
  .است) 0Hناحیه رد(دار  معنی

  :توان گفت به عبارت ریاضی می
0Xبرقراري فرض(   | H باشددر ناحیه بحرانیP (α =  

0با آزمون 1 مثال 0H :µ = µاحتمال خطاي نوع اول کدام است؟95% در سطح  
1( %5  2( %95  3( %100  4 (%2.5  

 .  درست است1گزینه  :حل

  محاسبه خطاي نوع دوم
 بنابراین ،» نادرست است0H زمانی که0H فرضپذیرش«دانیم، خطاي نوع دوم عبارت است از احتمال شرطی   میطورکه همان

 تنها یک مقدار پیشنهادي براي پارامتر جامعه است و 0Hرض زیرا ف،براي محاسبه آن به مقدار واقعی پارامتر جامعه نیاز داریم
  . در شرایط نادرست بودن آن چقدر است0Hپذیرشتوان فهمید که احتمال  فقط با داشتن مقدار واقعی پارامتر می

  β  آوردنبه دستمراحل 
)هاي آزمون ل فرضیه تشکی-1 )1 0H ,H  
)آزمون) آماره( محاسبه ملاك -2 )Uجاي مقدار آماره  با این تفاوت که بهθ̂از مقدار واقعی θکنیم  در آن استفاده می.  

  :براي مثال
  آماره آزمون میانگین  βمحاسبهآماره آزمون براي 

0T

n

µ − µ
=  

σ
  0X

T

n

   − µ
=            →

σ
  

  :شود  زیر محاسبه میبه صورت β بودن، مقداردودامنهیا ) راست یا چپ (دامنه یک با توجه به وضعیت آزمون از نظر -3

  نه به چپ آزمون دام) 1

0 0

1 0

H :

H :

θ≥ θ
 θ< θ

  

( )( ) ( )P Z T Z P Z T Zα αβ = < − − = < +  

T)ملاك آزمون(مقدار آماره آزمون    =  







  
  

  آزمون دامنه به راست) 2

0 0

1 0

H :
H :

θ ≤ θ
 θ > θ

  

( )P Z T Z αβ = > −  

T)ملاك آزمون(مقدار آماره آزمون    =  
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   دودامنهآزمون ) 3

0 0

1 0

H :

H :

θ = θ
 θ≠ θ

  

( )( )
( )

/ 2 / 2

/ 2 / 2

P T Z Z T Z

P T Z Z T Z
α α

α α

β = − < < − −

= − < < +
  

T)ملاك آزمون(مقدار آماره آزمون    =  








  

  . باشدF و یاt،2χتواند   میZجاي  آماره آزمون به، به توزیعبسته :توجه
 :سبه کردتوان محا  را به شکل زیر نیز میβ توزیع جامعه گسسته باشد مقدارکه درصورتی :نکته

1Xبرقراري فرض(   | Hدر ناحیه اطمینان باشدP (β =  

  محاسبه توان آزمون
از یک کم کنیم تا توان  را حاصل آوریم و سپس مقدار به دست را β توان آزمون بهتر است ابتدا خطاي نوع دوممحاسبهبراي 

  . آیدبه دستآزمون 
  : زیر نیز محاسبه کردبه صورتتوان توان آزمون را  هاي گسسته می البته در توزیع

1Xبرقراري فرض(   | Hدر ناحیه بحرانی باشد* 1 P(β = −β =  
سی باشد،   سی12انحراف معیار با 324يا هانها در کارخ شده به درون شیشه ابه ریختهاگر میانگین واقعی مقدار نوش 1 مثال

 باً کدام است؟ درصد تقری2.5تایی با خطاي نوع اول36 یک نمونه تصادفیبر اساسخطاي نوع دوم آزمون زیر 
( )0.025Z 1.96 2=   ) 83اقتصاد ـ( 

  0

1

H : 330

H : 330

≥

<

µ
 µ

  

1( 0.025  2( 0.16  3( 0.975  4 (0.84  

  .  درست است2گزینه  :حل
  :داریم )1(حالت با توجه به 

  

( )( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0.025

P Z T Z P Z T Z P Z 3 2 P Z 1 0.16

324 330T 3
12

n 36
324 , 330 , n 36 , 12

0.025 Z 2

α α
 β = < − − = < + = < − + = < − =

 µ − µ − = = = −

σ


µ = µ = = σ =
α = → 

  

   :یادآوري
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0Hاگر در آزمون فرضیه 2 مثال : 10=µ1 در برابرH : 10≠µ0.05 مقدار=αگاه مقدار  باشد، آنβ:  )74 ـ اقتصاد( 
  .است 0.95) 2    .بستگی دارد واقعی µبه) 1
  . است0.05بیش از) 4    . است0.05کمتر از) 3

 .  درست است1گزینه  :حل
  . جامعه نیاز داریمσ وµمقدار واقعیبه ، β محاسبه2با توجه به مرحله

   و مقدار واقعی آن0Hاختلاف مقدار پیشنهادي
)دانیم براي محاسبه خطاي نوع دوم  میطورکه همان )β توان آزموندرنتیجه و ( )1− β0، درکنار فرضH به مقدار واقعی جامعه 

چه تأثیري بر   و مقدار واقعی پارامتر جامعه،0Hخواهیم بدانیم اختلاف میان مقدار پیشنهادي حال فرض کنید می .نیز نیاز داریم
−0H،1سطح βو حتی αکنیم براي بررسی صحت مبحث بالا، از یک مثال استفاده می.  دارد:  

انحراف تایی، اگر بدانیم مقدار میانگین واقعی و 100 میانگین جامعه بر اساس یک نمونهدر آزمون فرض مربوط بهبراي مثال، 
)خواهیم مقدار خطاي نوع دوم  است، می10 و240ترتیب ، بهمعیار )βو توان آزمون ( )1− β0 را براي سه مقدار پیشنهاديH با 

5α%فرض ثابت بودن خطاي نوع اول   : زیر بررسی کنیمصورتبه  =
0H)لفا : 240µ ≥  

1 0.0228= − β )  آزمون توان= ) ( ) ( )

0

P Z T Z P Z 0 2 P Z 2 0.9772

240 240T 0
10

n 100

αβ = < + = < + = < =  →

 µ − µ − = = =

σ



  

  
0H)ب : 241µ ≥  

1 0.32= − β )  آزمون توان= ) ( ) ( )

0

P Z T Z P Z 1 2 P Z 1 0.68

240 241T 1
10

n 100

αβ = < + = < − + = < =   →

 µ − µ − = = = −

σ



  

  
0H)ج : 244µ ≥  

1 0.9772= − β )  آزمون انتو= ) ( ) ( )

0

P Z T Z P Z 4 2 P Z 2 0.0228

240 244T 4
10

n 100

αβ = < + = < − + = < − =  →

 µ − µ − = = = −

σ



  

  :شود  میمشاهده طورکه همان
)تر باشد، احتمال مرتکب شدن خطاي نوع دوم  به میانگین واقعی جامعه نزدیک0Hشده در فرض مطرحهرچه میانگین  )β بیشتر 

) توان آزموندرنتیجهشود،  می )1− β 0شده در فرض  مطرحدر مقابل، هرچه میانگین. یابد می کاهشH از میانگین واقعی جامعه 
)دورتر باشد احتمال مرتکب شدن خطاي نوع دوم )β ،توان آزمون درنتیجه کمتر است( )1− βودش  بیشتر می.  
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  :نتیجه
−α  β  1  وضعیت β  

  کاهش  ) به واقعیت نزدیک0H( و مقدار واقعی پارامتر کم 0Hاختلاف) 1
0→  

  افزایش
1→  

  کاهش
0→  

  افزایش  ) از واقعیت دور0H( و مقدار واقعی پارامتر زیاد 0Hاختلاف) 2
1→  

  کاهش
0→  

  افزایش
1→  

  :قضیه
1گاه آن، )واقع نادرست  به1H( باشد واقع درست  به0H فرضیهکه درصورتی 0 , 1, 0− β =   β =  α   .عکسر و ب=
1گاه آن، )واقع درست  به1H( باشد واقع نادرست  به0H فرضیهکه درصورتی 1, 0 , 1− β =   β =   α   .عکسر و ب=

  دودامنه و دامنه یکهاي  مقایسه آزمون
 توان بیشتري نسبت به دامنه یکهاي   زیرا آزمون، تنظیم کنیمدامنه یک به صورت بهتر است آزمون فرضیه را در صورت امکان

 توزیع قرار دارد و دامنه یک تمام ناحیه رد فرض در ،دامنه یکهاي  که در آزموندلیل این امر آن است .  دارنددودامنههاي  آزمون
از  به عبارت دیگر، مشخص نیست ؛ چپ و راست قرار دارددامنه دو، ناحیه رد در دودامنه هاي تکلیف روشن است اما در آزمون

  .شود کدام دامنه براي رد فرض استفاده می
  :کنیم ال استفاده می از یک مثاین مطلببراي بررسی صحت 

 انحراف معیارتایی، مقدار میانگین واقعی و 100 میانگین جامعه بر اساس یک نمونهدر آزمون فرض مربوط به ،براي مثال
)خواهیم مقدار توان آزمون می.  است20 و230ترتیب به )1− β با فرض ثابت بودن خطاي دودامنه و دامنه یک را براي دو آزمون 

0.05αنوع اول   : زیر بررسی کنیمصورتبه ، =
0H)الف : 233.3µ ≥  

1 0.5= − β )  آزمون توان= ) ( ) ( )

0

0.05

P Z T Z P Z 1.65 1.65 P Z 0 0.5

230 233.3T 1.65
20

n 100

Z Z 1.65

α

α


β = < + = < − + = < =  →

 µ − µ − = = = − σ


 = =

  

0H)ب : 233.3µ =  

1 0.5= − β   آزمون توان>
3.65 0.352 2

0

0.025
2

P T Z Z T Z P 1.65 2 Z 1.65 2 0.5

230 233.3T 1.6520
n 100

Z Z 1.96 2

α α
−

α

    
    β = − < < + = − − < < − + >  →

      


µ − µ − = = = − σ



= =


 



  

  . استدودامنهیعنی آزمون ) ب( است، توان آزمون بیشتر از حالت دامنه یککه آزمون ) الف(شود در حالت   میمشاهده طورکه همان
  :قضیه

 توان بیشتري دارد و دامنه یک وجود داشته باشد، آزمون ودامنهد و دامنه یکدر شرایط مساوي، در حالتی که امکان هر دو آزمون 
  .تر است مناسب
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  اربردهاي آزمون کاي اسکورک
از مقادیر )  مربع-کاي (2χدانیم، توزیع طورکه می همان

 تشکیل شده است، درنتیجه بین صفر تا Zمجذورشده
تواند مقادیر منفی را به  گاه نمی کند و هیچ نهایت تغییر می بی

به ) چوله به راست(ن توزیع منحنی ای. خود اختصاص دهد
  : استروبروصورت 

  
)در مبحث برآورد و آزمون فرض آماري براي واریانس جامعه )2σ2ز توزیع اχ)  استفاده کردیم)  مربع-کاي.  

) مربع علاوه بر تخمین و آزمون آماري واریانس جامعه-توزیع کاي )2σاز این توزیع براي آزمون . کاربردهاي دیگري نیز دارد
ها که در این بخش  این آزمون. توان استفاده کرد اند می  فراوانی ارائه شدهبه صورتهاي مورد تجزیه و تحلیل  هایی که داده فرضیه

  :پردازیم، به شرح زیر هستند  میها آنبه بررسی 
  ) ساده2χ( آزمون نیکویی برازش -1
  ) مضاعف2χ( آزمون استقلال -2

 (Goodness – of - fit Test))  ساده2χ(آزمون نیکویی برازش 
nفرض کنید یک سکه را   : آمده استستبه دایم و نتایج زیر براي آن   بار پرتاب کرده=100

  iX  شیر  خط  

ion F 100= =∑  40  60  ioF  
خت است و هر یک از وجوه  توزیع، یکنواگاه آن ،اگر سکه سالم باشد. خواهیم بدانیم آیا سکه مورد نظر سالم است یا خیر حال می

iآن در هر بار پرتاب با احتمال
1p
2

  :شده به صورت زیر باشد  انتظار داریم فراوانی مشاهدهدرنتیجهشود،   ظاهر می=
  iX  شیر  خط
50  50  ie iF np=  

 مانند یکنواخت، پواسون، خاصیهاي آماري داراي توزیع احتمال  اي از داده شود که آیا مجموعه  میپرسیده مسایلگاهی در 
هاي آماري به توزیع  ؟ در چنین مواردي براي تعیین خوبی برازش داده)فرض یکنواخت  پیشبه طور(اي یا نرمال هستند  دوجمله

که از توزیع  )تئوریک(فراوانی مورد انتظار را با ) طبقه(در هر گروه  )تجربی(فراوانی مشاهده شده ه است، احتمالی که عنوان شد
  .کنیم آید، مقایسه می  میبه دستشده  احتمال عنوان

  مراحل انجام آزمون نیکویی برازش
)شده هاي مشاهده فراوانیفرض کنید در یک جامعه،  )ioFبراي k طبقه مختلف ازn زیر باشدبه صورت مشاهده :  

  
i 1 2 k i

i 1 2 k

o o o o o

X x x ... x
F F F ... F n F= ∑  

  : زیر استبه شرح مراحل انجام آزمون نیکویی برازش گاه آن

iفرض، یکنواخت  پیشربه طو( عنوان کردن تابع احتمالی که انتظار داریم مشاهدات با آن تطبیق داشته باشند -1
1p
k

=(  



  هاي آماري ون فرضآزم
  

 

657 
 م

)مقادیر احتمال هر یک از طبقاتمحاسبه  -2 )ipهاي مورد انتظار هر یک از طبقات  و سپس فراوانی( )ie iF np= تابع  بر اساس
  شده احتمال عنوان

i احتمال وقوع هر طبقه،گاه آنفرض یکنواخت در نظر بگیریم،   پیشبه طور اگر تابع احتمال را ،براي مثال
1p
k

 و فراوانی مورد =

انتظار هر طبقه،
ie i

nF np
k

=   :، بنابراین داریماست =

  
i

i 1 2 k

e i

X x x ... x
n n nF np ...
k k k

=
  

  ها هست یا خیر شده برازش خوبی براي داده ه آیا توزیع احتمال عنوانبراي مشخص کردن اینک 2χاز توزیعاستفاده  -3

  2χدرجه آزادي توزیع
 برابر 2χآزادي آماره درجه گاه آن ،، تعداد پارامتر برآوردشده در جامعه باشدr، تعداد طبقات وk در آزمون نیکویی برازش،اگر
kبا r 1−   .است −

  :، درجه آزادي برابر است باp وnاي با پارامترهاي  یا توزیع دوجمله2σ وµدر توزیع نرمال با پارامترهاي براي مثال،
  k 2 1 k 3− − = −  

  : درجه آزادي برابر است با،λدر توزیع پواسون با پارامتر
  k 1 1 k 2− − = −  

 و درجه آزادي برابر شود نمیرآورد شود، پارامتري ب نظر گرفته می  توزیع جامعه دربه عنوان فرض پیش  دردر توزیع یکنواخت که
  :است با

  k 0 1 k 1− − = −  
2 وXµتاست که در آن10بقات، در یک آزمون نیکویی برازش،تعداد ط 1 مثال

Xσتعداد درجات آزادي این . اند  برآورد شده
 ت؟آزمون چقدر اس

1( 7  2( 8  3( 9  4 (10  
 . درست است1گزینه  :حل

  k r 1 7 ; k 10 , r 2= − − = =   درجه آزادي=
  :ه شرح زیر است، مراحل عمومی چهارگانه آزمون نیکویی برازش بشده مطرححال با توجه به مباحث 

  هاي آماري  فرض-1

)شده هاي مشاهده فراوانی )oFهاي مورد انتظار  با فراوانی( )eF0 یکسان هستندH :  

)شده هاي مشاهده فراوانی )oFهاي مورد انتظار  فراوانی با( )eF1 یکسان نیستندH :  







  

  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
2 حالت، داراي توزیع kملاك آزمون نیکویی برازش براي یک آزمایش با

k 1−χ زیر استبه صورت :  

( )
( )i i

i

2
k o e2

k 1
ei 1

F F

F−
=

−
χ = ∑  

k 1=    درجه آزادي−
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   و مقدار بحرانی1H و0H تعیین سطح-3
  :به شکل زیر است) دامنه به راست (دامنه یک، یک آزمون )ساده2χ(آزمون نیکویی برازش 

2U>χ α→  

  

  شود  رد می0Hفرض
i i

i i

0 o e

1 o e

H :F F

H : F F

=
 ≠

  

  

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

−1در سطح اطمینان 0Hفرض، قرار گیرد) 0Hپذیرش(نان اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمی α اما اگر ملاك ،شود پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است گوییم اختلاف معنی می

  هاي زیر است؟ یک از آزمون  کدام،آزمون نیکویی برازش 2 مثال
   راست بهیک دنباله) 2     چپ بهیک دنباله) 1
  . بستگی داردαر و مقدا0Hببه ترتی) 4    دو دنباله) 3

 .  درست است2گزینه  :حل
  :نکته

  . استمورد نظردهنده نوع توزیع   نشان0H، در آزمون نیکویی برازش-1
)مقدار ملاك آزمونانتظار کمتر باشد،  هاي مورد شده و فراوانی هاي مشاهده  هرچه تفاوت فراوانی-2 )2χ کمتر و به صفر 

  . بیشتر است0Hاحتمال پذیرششود؛ بنابراین،  تر می نزدیک

بندي الف و ب و ج داراي احتمال  ستهین ادعا که فروش کالا در سه نوع ب اطلاعات زیر، آماره آزمون براي آزمون ابر اساس 3 مثال
 )80 ـ اقتصاد(  یکسان است کدام است؟

  ج  ب  الف  بندي نوع بسته
  120  80  100  تعداد کالاي فروش رفته

  

1 (2
2 8χ =  2 (2

2 4.7χ =  3 (2
3 4.7χ =  4 (2

3 8χ =  

 .رست است د1گزینه  :حل

nدر این مسئله با توجه به نمونه kتایی براي=300 )شده هاي مشاهده ، فراوانی)گروه (=3 )ioF که همان تعداد کالاي 

)انتظار هاي مورد حال فراوانی درعین. رفته است، داده شده است شفرو )ieFبا در نظر گرفتن احتمال یکسان  i
1 1p
k 3

 = = 
 

 

به صورتبراي هر دسته 
ie i

n 300F np 100
k 3

= = =   :شود  محاسبه می=
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  بندي نوع بسته  الف  ب  ج  

ion F 300= =∑  120  80  100  ioF  

  100 100 100  ieF  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )i i

i

2
2 2 23 o e2 2

k 1 2
ei 1

F F 100 100 80 100 120 100
8

F 100 100 100−
=

− − − −
χ =χ = = + + =∑  

)رصد بادام د40نیاز خود را با ترکیب یک قنادي، آجیل مورد 4 مثال )1p ) درصد پسته40 و=0.4 )2p  درصد 20 و=0.4

)گردو )3p nاي به حجم خریدار به هنگام تحویل محموله آجیل، نمونه.  سفارش داده است=0.2  تصادفی به طور را =200
خوبی (مقدار عددي آماره آزمون براي قبول محموله .  گردو است20 پسته و120 بادام،60این نمونه حاوي. کند انتخاب می

 )84 ـ اقتصاد(  :عبارت است از) برازش
1( 9  2( 20  3( 35  4 (50  

 .  درست است3گزینه  :حل

nدر این مسئله در یک نمونه )شده هاي مشاهده  تایی، فراوانی=200 )ioFبراي k  دسته بادام، پسته و گردو داده شده =3

)اما فراوانی مورد انتظار. است )ieFآید  میبه دست زیر به صورتشده  هاي داده  براي هر دسته با توجه به احتمال:  

e: F 200 0.4 80= ×   بادام  =
e: F 200 0.4 80= ×   پسته  =
e: F 200 0.2 40= ×   گردو  =

ie iF np


= = 



  

  

  iX  بادام  پسته  گردو  

ion F 200= =∑  20  120  60  ioF  

  40  80  80  ieF  

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )i i

i

2
2 2 23 o e2 2

k 1 2
ei 1

F F 60 80 120 80 20 40
35

F 80 80 40−
=

− − − −
χ = χ = = + + =∑  

  ) تصحیح شده2χ(تصحیح یتس
 در این حالت از تصحیح یتس منابعدر بعضی . شود  می1زمانی که در آزمون نیکویی برازش دو طبقه داشته باشیم، درجه آزادي

  :آید  زیر در میبه صورت 2χرابطهشود و  استفاده می

  ( )i i

i

2
o e2

e

F F 0.5

F

− −
χ =   شده تصحیح ∑
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ü دقت کنید!  
از این تصحیح استفاده کنید در غیر کنیم که در صورت سؤال ذکر کنند  استفاده می)  بالارابطه(تنها در صورتی از تصحیح یتس 

  .کنیم می قبلی استفاده رابطهصورت در همه سؤالات از همان  این

آیا این سکه با خواهیم آزمون کنیم که  می. شود  بار خط ظاهر می45 بار شیر و55.کنیم  بار پرتاب می100اي را سکه مثال
  آماره آزمون با استفاده از تصحیح یتس کدام است؟.سالم است یا خیر 95%احتمال 

1( 0.81  2( 2  3( 5  4 (1.9 

 .  درست است1گزینه   :حل
  :هستند زیر صورتهاي آماري به  فرضیه

0Hسکه سالم است :  

1Hسکه سالم نیست :  







  

dfاديزچون درجه آ 2 1 1= −   :دهیم کنیم و جدول زیر را تشکیل می  از تصحیح یتس استفاده می،است =
  

( )i i

i

2
o e

e

F F 0.5

F

− −( )i i

2
o eF F 0.5− −  

i io eF F−  
i io eF F−  

ieF  
ioF   سکه 

0.405  20.25  5  5  50  55   شیر 
0.405  20.25  5  5−  50  45   خط 
0.81   0  100  100  ∑  

  

  :بنابراین آماره آزمون عبارت است از

  ( )i i

i

2
o e2

e

F F 0.5
0.81

F

− −
χ = =∑  

  (Chi- Square Test of Independence)) ضاعف م2χ(آزمون استقلال 
 کیفی هستند، بررسی کنیم، از ها آن را که حداقل یکی از Y وXیا استقلال بین دو متغیر) وابستگی( بخواهیم وجود رابطه هرگاه

  .کنیم استفاده می)  مضاعف2χ(آزمون استقلال 
 : زیر در نظر بگیریمبه صورت را Y وXتوانیم متغیر می» وجود ارتباط بین تحصیل و درآمد«براي مثال براي تعیین فرضیه 

: X کیفی(سطوح تحصیل(  



  
: Y کمی(درآمد برحسب ریال(  

 در غیر این صورت ؛شود گیریم که توزیع درآمد بدون توجه به تحصیلات اشخاص انجام می  دو متغیر مستقل باشند، نتیجه میاگر
  .  سطوح تحصیل انجام خواهد شدبر اساسد  وابسته باشند، توزیع درآمY وXدر شرایطی که



  هاي آماري ون فرضآزم
  

 

661 
 م

rبه صورت) سطر( دسته r را باX متغیرکه درصورتی Y وXبراي انجام آزمون استقلال دو متغیر 1x , ... , xغیر  و متY را
cبه صورت) ستون( دسته cبا 1y , ... , yشده هاي مشاهده  در نظر بگیریم، فراوانی( )i joFدر یک نمونه n تایی براي دو متغیر

  :شوند  زیر در نظر گرفته میبه صورت ستون c سطر وrبا» جدول توافقی«در یک 

  

Y
X i

11 12 1c 1j 1

21 22 2c 2 j 2

r1 r 2 r c rj r

j i1 1 i2 2 ic c i j

1 2 c o

1 o o o o o
j

2 o o o o o
j

r o o o o o
j

r c

o o o o o o o o o
i i i i 1 j 1

y y .... y F

x F F .... F F F

x F F .... F F F

x F F .... F F F

F F F F F F F n F F
= =

=

=

=

= = = = =

∑

∑

∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑









    

     



  

)هاي مورد انتظار جدول فراوانی )i jeF شود  زیر محاسبه میبه صورت به جدول بالا با توجه: 

  i j

i j

o o
e

F F
F ; i 1 , 2 , ... , r , j 1 , 2 , ... , c

n

×
= = =   

)شده  در جدول فراوانی مشاهده،براي مثال )i joFدر یک نمونه n زیربه صورتتایی :  

  

Y
X 1 2

1

2

y y

x 20 10

x 40 30

  

)هاي مورد انتظار براي محاسبه جدول فراوانی )i jeFکنیم صورت زیر عمل میه  ب:  

  

Y
X i

o oi j
ei j

j

i j

o
F F

F
n

o

o

Y
F X

20 10 30
40 30 70

F 60 40 100

F

×
=

→

=∑∑


 




i je

30 60 30 4018 12
100 100

70 60 70 4042 28
100 100

F

× ×
= =

× ×
= =



  

  مراحل انجام آزمون استقلال
  :مباحث بالا، مراحل چهارگانه آزمون استقلال متغیرهاي کیفی به شرح زیر استبه با توجه 

  هاي آماري  فرض-1

0H مستقل هستندY وXدو متغیر :  

1Hاند  وابستهY وXدو متغیر :  
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  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2

ابتدا
i jeFرا با توجه به 

i joFاز رابطه i j

i j

o o
e

F F
F

n

×
=  به ازاي تمام مقادیر iو jدر این صورت ملاك ؛کنیم  محاسبه می 

) با2χآزمون استقلال توزیع ) ( )r 1 c 1−   : زیر استبه صورت درجه آزادي −

( ) ( )
( )i j i j

i j

2
r c o e2

r 1 c 1
ei 1 j 1

F F

F− −
= =

−
χ = ∑ ∑  

( ) ( )r 1 c 1= −   درجه آزادي−

   و مقدار بحرانی1H و0H تعیین سطح-3

  :  زیر استصورتبه ) دامنه به راست (دامنه یک، یک آزمون ) مضاعف2χ(آزمون استقلال 

2U α>
→

χ  

  

  .شود  رد می0Hفرض
0Hاند  مستقلY وXمتغیردو  :  

1Hاند  وابستهY وXدو متغیر :  







  

  گیري تصمیم -4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

−1ر سطح اطمیناند 0H فرض،قرار گیرد) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  α اما اگر ملاك ،شود پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است یم اختلاف معنیگوی می
   :نکته

) ضریب توافقی-1 )C ،شدت ارتباط میانXو Yدهد  را نشان می. 

2

2C
n

χ
=

χ +
  

  .یه تصادفی دارددو حاش)  مضاعف2χ( جدول توافقی آزمون استقلال -2
  . استY وXکوواریانسدهنده صفر بودن   نشان0H،) مضاعف2χ( در آزمون استقلال -3

 Y سطح و متغیر3 دارايX متغیر کیفی. رابطه وجود دارد یا خیرY وXخواهیم ببینیم آیا بین متغیرهاي می 5 مثال
 )83 ـ مدیریت(  درجه آزادي آزمون چقدر است؟.  سطح است4داراي

1( 1  2( 7  3( 12  4 (6  

  .  درست است4گزینه  :حل
  ( )( )r 1 c 1 2 3 6= − − = × r درجه آزادي= 3 , c 4= = →  
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مقدار آماره آزمون .  از دو متغیر در یک آزمایش، جدول توافقی زیر حاصل شده استB وAبراي آزمون استقلال سطوح 6 مثال
  )82 ـ اقتصاد(  :برابر است با

1 (20  
2 (5  
3 (4  
4 (0.8  

B

A 1 2

1

2

B B

A 30 20

A 20 30

  

 . درست است3گزینه  :حل

  

B

A i
o oi j

ei j

j

i j

1 2 o
F F

F
n1

2

o

o

B

AB B F

A 30 20 50

A 20 30 50

F 50 50 100

F

×
=

→


 




i j

1 2

1

2

e

B B

50 50 50 50A 25 25
100 100

50 50 50 50A 25 25
100 100

F

× ×
= =

× ×
= =



  

  ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ij

ij

2
2 2 2 22 2 o e2

2 1 2 1
ei 1 j 1

F F 30 25 20 25 30 25 20 25
4

F 25 25 25 25

r 2 , c 2

− −
= =


− − − − −χ = = + + + =


 = =

∑ ∑  

  2χ و2Zملاك
2توان نشان داد که براي یک جدول توافقی می k یا آزمون نیکویی برازش با×2  2χ دقیق برابربه طور 2Z طبقه، آماره=2
  .است

کنیم،  ی بار شیر مشاهده م30کنیم که  بار آزمایش می50 سکه را.در نظر است فرضیه سالم بودن یک سکه را آزمون کنیم مثال
 )2.706کمیت بحرانی(توان گفت؟   درصد درباره فرضیه سالم بودن سکه چه می5دار در سطح معنی

2شود، چون رد می) 1 4.25χ Fشود، چون رد می) 2  . است=   . است=3.75
2چونشود،  قبول می) 3 2χ 2شود، چون قبول می) 4  . است= 2.57χ   . است=
 .  درست است3گزینه  :حل

  : اولراه حل
nاین مسئله با توجه بهدر  k بار پرتاب یک سکه براي=50 )هشد هاي مشاهده فراوانی) شیر و خط( دسته =2 )ioF 30  شیر

)هاي مورد انتظار حال فراوانی عینخط است، در 20و )ieF با در نظر گرفتن سالم بودن سکه با احتمال 

iیکسان
1 1p
k 2

 = = 
 

به صورت 
ie i

n 50F np 25
k 2

= = =   :داریمبنابراین . آید  میبه دست =
  

0Hسکه سالم است    شیر  خط   : 

ion F 50= =∑  20  30  ioF  

  25  25  ieF  

1Hسکه سالم نیست :  
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  ( ) ( )
( ) ( ) ( )i i

i

2
2 22 o e2 2

k 1 1
ei 1

F F 30 25 20 25 50 2
F 25 25 25−

=

− − −
χ = χ = = + = =∑  

 آزمون نسبتاستفاده از  : دوماه حلر

  
0

1

1H :p
2

1H : p
2

 =

 ≠


  

( )
0 2 2

1
0 0

p p 0.60 0.5 0.1 0.01: Z z 2
0.005p q 0.5 0.5 0.005

50n

− −
= = = → χ = = =

×
  ملاك آزمون

0
1 x 30p , p 0.6
2 n 50

= = = =  
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  (Analysis of Variance)تحلیل واریانس

)شده بین میانگین دو نمونه هاي مشاهده در آزمون مقایسه میانگین دو جامعه، تفاوت )1 2X X− از دو جامعه مورد تحلیل و 
  : وجود داردروش، دو جامعهبیش از دو مقایسه میانگین براي . بررسی قرار گرفت

  )Zا یtبا استفاده از آماره آزمون(دو   دوبهبه صورتمقایسه میانگین جوامع  :روش اول
  )Fتحلیل واریانس با استفاده از آماره آزمون(  همزمان به صورتها  مقایسه میانگین :روش دوم

، بنابراین باید سه آزمون زیر را انجام )روش اول (دو با هم مقایسه کنیم خواهیم میانگین سه جامعه را دوبه حال فرض کنید می
  :دهیم

0 2 3 0 1 30 1 2

1 2 3 1 1 31 1 2

H : H :H :

H : H :H :

µ = µ µ = µµ = µ    
  

µ ≠ µ µ ≠ µµ ≠ µ    
  

1گیریم  پذیرفته شود، نتیجه می0Hاگر هر سه فرضیه 2 3µ = µ = µاحتمال مرتکب شدن خطاي نوع  ،براي مثال اما اگر ، است
)اول )αگاه آن باشد، 0.1 براي هر آزمون:  

  0H ) 0Pرد|درست =0.1 (Hα =  
  0H ) 01پذیرش|درست =0.9 P (H− α =  

0.9 برابر با0H هر سه فرضیهپذیرش احتمال درنتیجه ، است0.9 برابر با0H فرضیهپذیرشاحتمال  0.9 0.9 0.73× ×  و =
1ها آنال وقوع خطاي نوع اول براي احتم 0.73 0.27− حال هرچه تعداد جوامع  درعین.  خواهد بود که نسبتاً مقدار بالایی است=

در این وضعیت نیاز به آزمونی داریم که بتواند خطاي نوع .  روش اول مناسب نیسترو ؛ ازاینیابد بیشتر شود، این مقدار افزایش می
است که ) فیشر (F روش توانمند آنالیز واریانس با آماره آزمونشود میروشی که براي این منظور پیشنهاد . گه دارداول را ثابت ن

)خطاي نوع اول )αدر آن ثابت و کمتر از خطاي نوع اول آماره tیا Zدر روش اول است .  

  )78  ـاقتصاد(  کنیم چیست؟  استفاده نمیt براي آزمون فرضیه برابري میانگین در سه جامعه از توزیعآنکهدلیل  مثال
  . غیرممکن استtآزمون) 1
  .بیشتري است داراي توان آزمون 2χتوزیع) 2
  . استt داراي خطاي نوع اول کمتري از توزیعFتوزیع) 3
  .روش آنالیز واریانس داراي خطاي نوع دوم کمتري است) 4

 .  درست است3گزینه   :حل
 در روش Z یاt اول کمتري نسبت به آمارهبا توجه به توضیحات بالا آماره آزمون فیشر در روش تحلیل واریانس خطاي نوع

  .ها دارد دوي میانگین مقایسه دوبه
 .دهیم  همزمان انجام میبه صورتها را  دلیل داشتن دقت بالاتر، مقایسه میانگین  هزینه و به وجویی در زمان نتیجه آنکه براي صرفه

اي جوامع مختلف  هاي نمونه  آیا بین میانگین بدانیمهاي بیش از دو جامعه این است که دف از مقایسه میانگیندر این حالت ه
  داري وجود دارد یا خیر؟ تفاوت معنی

است که از طریق آن ) بیش از دو جامعه(هاي چند جامعه  تحلیل واریانس روشی براي مقایسه میانگین :تعریف
)هاي چند جامعه را با استفاده از آماره نمونهشده بین میانگین  هاي مشاهده تفاوت )F )کنیم  آزمون می)فیشر.  
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  شرح روش تحلیل واریانس
  .مختلف را بر روي میوه پرتقال تولیدي کشاورزان با یکدیگر مقایسه کنیم) تیمار(خواهیم اثر سه نوع کود شیمیایی  فرض کنید می

 مجموع چند عبارت است که به صورتبراي این مقایسه، نمایش میزان کل پراکندگی مشاهدات جوامع ایده اصلی آنالیز واریانس 
  .  پراکندگی نسبت دادأعبارت را به یک منشآن بتوان 

  :ند ازا  پراکندگی عبارتأ دو منش،در مثال بالا
  )روهیاثرهاي تیماري یا انحرافات بین گ(انحرافات ناشی از اثرهاي سه کود شیمیایی ) الف
  ) یا خطامانده باقیاثرهاي (انحرافات ناشی از سایر عوامل غیرقابل کنترل مانند نوع خاك، درجه حرارت ) ب

  انواع تحلیل واریانس
تحلیل واریانس باشد، به آن ) اثر کودهاي شیمیایی( مشاهدات یک منبع بر اساس تحلیل واریانس مانند مثال بالا که درصورتی

  . گویند می تحلیل واریانس دوعامله، به آن )کود و آب(باشد  مشاهدات دو منبع بر اساستحلیل  که و در شرایطی عامله یک
  . بررسی تحلیل واریانس دوعامله خارج از مباحث این کتاب است؛پردازیم عامله می در ادامه به شرح و بررسی تحلیل واریانس یک

 (Analysis of Variance With Single Factor) عامله تحلیل واریانس یک

kاگر 2 1, ... , ,µ µ µهاي  میانگینkوجود دارد یا خیرها آنداري بین  خواهیم بررسی کنیم آیا تفاوت معنی د، مین جامعه باش .  
) جامعهkبراي مقایسه میانگین )k هاي  گیري کنیم و از روي داده سه میانگین دو جامعه، باید از هر جامعه نمونهمانند مقای <2

 ، جامعه یکسان باشندkشده از هاي گرفته توجه کنید که لزومی ندارد نمونه. نمونه، میانگین و واریانس هر جامعه را برآورد کنیم
1 حالت خاص آن را کهدر اینجااما  2 kn n .... n n= = =   .یمکن می باشند، بررسی =

)جامعه kدفرض کنی )i 1 , 2 , ... , k=ته باشیم و از هر جامعه یک نمونه داشnتایی( )j 1 , 2 , ... , n= انتخاب کنیم، در 
  :این صورت با توجه به جدول زیر

            میانگین نمونه  نمونهواریانس 

( )
n 2

ij i
j 12

i

x x

S
n 1

=
−

=
−

∑
  

n

ij
j 1

i

x

x
n

==
∑

  
          

2
1S  1x  1nx    12x  11x  نمونه اول  
2
2S  2x  2nx    22x  21x  نمونه دوم  

              
2
kS  kx  knx    k2x  k1x  ونهنمkام  

k
2
i

i 1
S

k
=
∑

  

k

i
i 1

x

x
k

==
∑

  
        N kn=  

            ها میانگین کل داده  ها میانگین واریانس نمونه
  :آید  میبه دستنتایج زیر 

i j: x مشاهدهjام از جامعهiام    i: xمیانگین نمونه از جامعهiام  
2
i:Sواریانس نمونه از جامعهiام    : xمیانگین نمونه کلkجامعه   

( )
i 1 j 1

k n 2
i j: x x

= =

−∑   مجموع کل مجذور انحرافات از میانگین نمونه کل∑
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)ما در اینجا مجموع کل مجذور انحرافات از میانگین کل )SST مقیاسی از کل پراکندگی دربه عنوان را k جامعه در نظر 
  :را به دو مجموعه زیر تجزیه کنیم توانیم آن یریم که میگ می

  ( ) ( )

( )

( )
k n k k n2 22

ij i ij i
i 1 j 1 i 1 i 1 j 1

SST SSESS Tr

x x n x x x x
= = = = =

− = − + −∑∑ ∑ ∑ ∑
  

  

  :شود  مشاهده میطورکه همان
( ):SS Tr دهد ي جوامع را نشان می ها بین میانگین نمونهپراکندگی.  

:SSE دهد را نشان میها  درون نمونهپراکندگی.  
)آمده از تجزیه مجموع کل مجذور انحرافات از میانگین کل دست بهتوانیم وضعیت نتایج  رنهایت مید )SST زیر در به صورت را 

  : نظر بگیریم

  
  مجموع مجذور انحرافات از میانگین کل

( )
k n 2

i j
i 1 j 1

SST x x
= =

= −∑ ∑    

          
  مجموع مجذور انحرافات درون گروهی

  »)خطا  یامانده باقی( ازسایر عوامل ناشی«

( )
k n 2

ij i
i 1 j 1

SSE x x
= =

= −∑ ∑  
+

  مجموع مجذور انحرافات بین گروهی
  »)اي رویه(ناشی از منابع یا اثرهاي تیماري « 

( ) ( )
k 2

i
i 1

SS Tr n x x
=

= −∑  

  
  . یک بار کم و یک بار جمع کنیم را ixارمقد ،است در مجموع مربعات کل براي اثبات درستی مجموع بالا کافی

  

  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
k n k n k n 2 22

ij ij i i i ij i i ij i
i 1 j 1 i 1 j 1 i 1 j 10

k n k n k k n2 22 2
i ij i i ij i

i 1 j 1 i 1 j 1 i 1 i 1 j 1

x x x x x x x x x x 2 x x x x

x x x x 0 n x x x x

= = = = = =

= = = = = = =

 
  − = − + − = − + − + − −     

 

= − + − + = − + −

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑


  

  

 in فرض شد؛ اما در حالت کلی، اگرn جامعه برابر باkها در هریک از براي سادگی محاسبات در روابط ذکرشده، تعداد نمونه
  : استفاده کنیم؛ بنابراینin، ازnگاه در تمام روابط کافی است به جاي ام باشد، آنiتعداد نمونه در جامعه

  

( ) ( )

( ) ( )

( )

i

i

k 2
i i
i 1

nk k2 2
ij i i i

i 1 j 1 i 1
nk 2

ij
i 1 j 1

SS Tr n x x

SSE x x n 1 S

SST x x

=

= = =

= =


 = −


 = − = −


 = −


∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑
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  مراحل آزمون تحلیل واریانس 
  هاي آماري  فرض-1

  . براي آزمون برابري میانگین بیش از دو جامعه به شرح زیر است1H و0Hهاي فرض
0 » جامعه با هم برابر استkمیانگین« یا »ه اثرهاي تیماري برابر صفر هستندهم« 1 2 kH : ...µ =µ = =µ  

1H»  با هم برابر نیستند دو جامعهحداقل میانگین« یا »حداقل یکی از اثرهاي تیماري مخالف صفر است« :  







ü دقت کنید!  
هاي  هاي تحلیل واریانس در ابتدا با آزمایش بیشتر تکنیک جامعه آن است که kجاي میانگین علت استفاده از اثرهاي تیماري به

خواندند و میزان تأثیر این  کردند، تیمار می کودهاي مختلفی را که به خاك اضافه میها،  تحلیل و در آن ندکشاورزي مطرح شد
  .کردند بر خاك را مقایسه می) کودها(تیمارها 

  )ملاك آزمون(  آماره آزمون-2
) جامعهk میانگینآماره آزمون مقایسه )k   :واریانس به شرح زیر است ل آنالیز است که نحوه محاسبه آن با توجه به جدوF، فیشر<2

  

  آماره آزمون
( )k 1,k n 1F − −  

میانگین مجذور 
  انحرافات

2MSواریانس( S=(  

  مجموع مجذور انحرافات
SSD  

  درجه آزادي
df  

  تغییرات) منبع (أمنش

( ) ( )SS Tr
MS Tr

k 1
=

−
  ( ) ( )2

iSS Tr n x x= −∑  k 1−  
  رویه یا تیمار

)  )Bگروهی بین( )MS Tr
MSE

  

( )
SSEMSE

k n 1
=

−
  ( ) ( )

2 2
ij i iSSE x x n 1 S= − = −∑∑ ∑  ( )k n  مانده باقیخطا یا   −1

  )Eگروهی درون(
    ( )2

ijSST x x= −∑∑  kn )جمع کل  −1 )T  
  

  :با توجه به جدول بالا تمام روابط زیر براي آماره آزمون مناسب هستند

  ( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )2 2
i i

k 1,k n 1 2 2
iij i

n x x n x xSS Tr
MS Tr k 1 k 1 k 1F

SSEMSE Sx x
k n 1

kk n 1

− −

− −

− − −= = = =
−

−
−

∑ ∑

∑∑∑
  

   و مقدار بحرانی1H و0H تعیین سطح-3

)  جامعهkآزمون مقایسه میانگین )k   : زیر استصورتبه ) دامنه به راست (دامنه یک، یک آزمون )آنالیز واریانس (<2

U Fα>→  

  

0  .شود  رد می0Hفرض 1 2 kH : µ = µ = = µ  
1H.اند حداقل دو میانگین متفاوت : 







  



  هاي آماري ون فرضآزم
  

 

669 
 م

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

−1در سطح اطمینان 0H فرض،قرار گیرد) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  α اما اگر ملاك ،شود پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است گوییم اختلاف معنی می
   :نکته

  .ها برابر باشد  در تحلیل واریانس لازم نیست که اندازه نمونه-1
  .ها با دیگري متفاوت است  آن است که حداقل یکی از میانگینبیانگر 1H، فرضعامله یک در تحلیل واریانس -2
) آن است که مقدار خطاي نوع اول tجاي ملاك  براي آزمون برابري چند میانگین بهF علت انتخاب ملاك آزمون-3 )α در آن 

  .کمتر است

nاي به حجم ه منطقه، از هر یک از این مناطق نمون4غذایی خانوارها در به منظور مقایسه هزینه مواد 1 مثال  خانوار به طور =5
)ها بین گروه) شده تصحیح( میانگین مجذورات ، نتایج مشاهداتبر اساس. تصادفی انتخاب شده است )2

BBS MS= مساوي با 

)ها داخل گروه) شده تصحیح(و میانگین مجذورات  6.34 )2
EES MS=هاي  یک از گزاره  کدام.اند  به دست آمده3.5 مساوي با

)زیر صحیح است؟ )0.05=α.  )72  ـاقتصاد( 
  .جامعه فوق با هم یکسان هستند 4هاي میانگین) 1
  .توانیم رد کنیم  جامعه فوق را نمی4هاي یکسان بودن میانگین) 2
  . جامعه فوق با هم تفاوت دارند4میانگین) 3
  .هاي دیگر تفاوت دارد ها و میانگین اقلاً یکی از میانگین) 4

 .  درست است2گزینه  :حل

  .

( )
( )

( )

3,16k 1, k n 1

0.05,3,16

MS Tr 6.34F F 1.81
MSE 3.5

k 4 , n 5 , F 5.29

MS Tr 6.34 , MSE 3.5

− −


= → = =

 = = =

 = =

  

 آماره F مقدارازآنجاکهحال  .کنیم  بحرانی را از جدول پیدا میFابتدا مقدار
یکسان بودن میانگین چهار ، است) 0Hپذیرش( آزمون در ناحیه اطمینان

  .توانیم رد کنیم جامعه را نمی

  
 تصادفی به طور خانوار 6اي به حجم  منطقه از هر یک از مناطق، نمونه5هاي خانوار در براي آزمون برابري متوسط هزینه 2 مثال

SSE آنبر اساسانتخاب شده و  SST و=62.5  : مقدار عددي آماره آزمون عبارت است از. آمده استبه دست =68.9
 )84 ـ اقتصاد(

1( 0.1  2( 0.64  3( 1.56  4 (9.76  
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 . درست است2گزینه  :حل

( )

( )

( ) ( )
k 1 , k n 1

SS Tr 6.4
k 1 4: F 0.64
SSE 62.5

k n 1 5 5

− −
−

= = =

−

  آماره آزمون

( ) ( )SST SS Tr SSE SS Tr 68.9 62.5 6.4= + → = − =  
n 6 , k 5= =  











  

تایی مستقل از هر یک گرفته شده و اطلاعات زیر محاسبه 5جامعه آماري، یک نمونه 5براي آزمون برابري میانگین بین 3 مثال
 )84 ـ اقتصاد(  ها چه عددي است؟ آماره آزمون تساوي میانگین. شده است

  ( ) ( )
K n K2 2

i j i i
i 1 j 1 i 1

x x 60 , n x x 80
= = =

− = − =∑ ∑ ∑  

1( 0.14  2( 8.9  3( 7.6  4 (6.6  

  . درست است4گزینه  :حل

  ( )

( )

( )
( )

( )

2
i

4,20k 1 , k n 1 2
ij i

n x x 80
k 1 4F F 6.6

60x x
5 4

k n 1
k 5 , n 5

− −

 −
 −= → = =
 −


−
 = =

∑

∑∑ 

هایی به  از هر خط تولید نمونه. شوند  بر طبق نرمال توزیع میها آنسازند که قطر  هاي یکسان می چهار خط تولید مهره 4 مثال
1حجم  2 3 4n n n n 11= = =  :هاي زیر به دست آمده است  نتایج مشاهدات کمیتبر اساسکنیم و   انتخاب می=

  ( ) 2
2 j 2x x 110− )و ∑= ) 2

1j 1x x 120− =∑ 

  ( ) 2
ij

i j

x x 550− )و ∑∑= ) 2
4 j 4x x 80− )و ∑= ) 2

3j 3x x 90− =∑  

)اي مقدار عددي تابع نمونه )F74 ـ اقتصاد(   جامعه نرمال کدام است؟4هاي  در آزمون فرضیه یکسان بودن میانگین(  
1( 10  2( 5  3( 2  4 (6  

 .  درست است2گزینه  :حل

  

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

3,40k 1,k n 1 2
ij i

2
ij i

i j

2
ij

i j

150SS Tr
504 1k 1F F 5

400 10x x
4 11 1

k n 1

SSE x x 120 110 90 80 400

SST x x 550 SST SS Tr SSE SS Tr 550 400 150

k 4 , n 11

− −


 −− = → = = =
 − −
 −


 = − = + + + =



 = − = → = + → = − =



= =

∑∑

∑∑

∑∑
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 : آمده استبه دستاند، اطلاعات زیر   جامعه که داراي توزیع نرمال3تایی از4هاي تصادفی  نمونهبر اساس 5 مثال

  1 2 3

2 2 2
1 2 3

110 , x 100 , x 120

S 180 , S 220 , S 200

x = = =

= = =





  

  )83 ـ اقتصاد(  آماره آزمون، براي آزمون برابري میانگین در این سه جامعه چیست؟) ملاك(کمیت 
1 (2

1 , 1 2χ =  2 (2 , 9F 2=  3 (2 , 9F 3=  4 (9 , 2F 3=  

 . درست است2گزینه  :حل

  

( )

( )
( ) ( ) ( )2 2 2

2
i

2,9k 1,k n 1 k 2
i

i 1

k
i

i 1

4
110 110 100 110 120 110

3 1
180 220 200

3

n x x

k 1F F 2
S

k
x

110 100 120x 110
k 3

k 3 , n 4

− −

=

=

− + − + −
−

+ +

 −  
  −= → = =







+ + = = =

 = =

∑

∑

∑

  

nاي به حجم  نمونه، منطقه از هر یک از این مناطق5به منظور مقایسه هزینه ممکن خانوارها در 6 مثال  خانوار به طور =6
 : نتایج مشاهدات جدول تجزیه واریانس به صورت زیر به دست آمده استبر اساستصادفی انتخاب شده و 

F  2MS S=  df  SSD  نوع تغییرات  
)ها بین گروه  6.4      )B 

)ها یا خطا داخل گروه       )E  
)تغییرات کل 68.9      )T  

)مقدار عددي تابع آزمون )F71  ـاقتصاد(   کدام است؟(  
1( 1.6  2( 1.64  3( 2.5  4 (0.64  

 .  درست است4گزینه  :حل

  

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

4,25k 1,k n 1

SS Tr 6.4
1.6k 1 5 1F F 0.64

SSE 62.5 2.5
k n 1 5 6 1

SST SSE SS Tr SSE 68.9 6.4 62.5

SST 68.9 , SS Tr 6.4 , k 5 , n 6

− −


 − − = → = = =



− −

 = + → = − =

 = = = =
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  رگرسیونآزمون 
)هرگاه بتوانیم به کمک یک تابع، از روي تک تک مقادیر چند متغیر تصادفی مستقل )k 1 2 1X , ,X ,X−  مقدار یک متغیر ،

)ها آنتصادفی وابسته به  )Yتابع برگشت یا تابع رگرسیونوییم یک گ بینی کنیم، می  را پیشk اصطلاح رگرسیون . داریم متغیره
  . بردبه کاررا نخستین بار فرانسیس گالتن انگلیسی هنگام مطالعه و مقایسه اندازه قد پدر و پسر 

  کننده دومتغیره بینی بهترین تابع پیش
) دو متغیر تصادفی با چگالی توأمYو Xفرض کنید )f x , yاي  و توابع کناره( )f xو ( )f yخواهیم مقدار  می. باشندY  به را

 Y اگربراي مثال، ؛بینی کنیم  یک متغیر آزاد داده شده است، پیشبه عنوان X یک متغیر وابسته از روي مقداري که برايعنوان
بینی  شخواهیم مقدار هزینه را با دانستن درآمد پی خانوارهاي یک شهر باشند می) مستقل( و درآمد) وابسته(  به ترتیب هزینهXو

  .کنیم
)اگر )h xبینی کننده  را به عنوان تابع پیشyزیر خواهد بودبه صورتبینی   در نظر بگیریم، میانگین مربع خطاي پیش :  

  ( )( )E y h x 2 = −  
  میانگین مربع خطا

)این مقدار با انتخاب ) ( )h x E y | x=به ازاي هر x شود می مینیمم.  
  .مجموع مجذور انحرافات از میانگین همواره مینیمم است :یادآوري

)حداقل   )( )2y E y :−∑  
  : استx روي y همواره امید شرطی تابع رگرسیون yبینی  بینی کننده براي پیش بهترین تابع پیش :قضیه

  ( ): E y | xبینی کننده بهترین تابع پیش  
  : جدول زیر استبه صورت Y وXتوزیع احتمال مشترك دو متغیر 1 مثال

1 (2  
2 (1  
3 (0.5  
4 (1.5  

Y
X

0 1 2

0 0.20 0.15 0.05
1 0.05 0.20 0.05
6 0.05 0.05 0.20

  

6x به ازاي)x به شرطyامید (xروي yتابع رگرسیون    کدام است؟=
  .  درست است4گزینه  : حل

  

Y
X

( )

( )
( )

0 1 2 f x

0 0.20 0.15 0.05 0.4
1 0.05 0.20 0.05 0.3
6 0.05 0.05 0.20 f X 6 0.3

f y 0.3 0.4 0.3 1
= =

 

  
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
yf x 6, y 0 f X 6,Y 0 1 f X 6, Y 1 2 f X 6,Y 2

E y | x 6
f x 6 f X 6

0 0.05 1 0.05 2 0.2 .45 1.5
0.3 0.3

= × = = + × = = + × = =
= = =

= =

× + × + × 0
= = =

∑
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)تابع چگالی توأم  2 مثال ) ( )1
f x , y x y ; 0 x 1 , 0 y 2

3
= + < < <  yامید  (x رويyتابع رگرسیون.  را در نظر بگیرید>

xزايبه ا) xبه شرط   کدام است؟=0.5

1( 1
3

  2( 8
9

  3( 11
9

  4 (13
9

  

 .  درست است3گزینه  : حل

  ( ) ( ) ( )

22 2 2 2 3
y 0 0 0

0.5 y 1 1 1 1 1 8 11E y | x 0.5 y f y | x dy y dy y y dy y y
2 0.5 1 6 3 12 9 3 9 9

+    = = ⋅ = ⋅ = + = + = + =   +    ∫ ∫ ∫  

  
( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
222

0
0

1 x yf x , y x y3f y | x
1f x 2 x 12x 2
3

1 1 y 1f x x y dy xy 2x 2
3 3 2 3

 + +
= = =

+ +

   = + = + = +      

∫

  

  کننده خطی بینی شبهترین تابع پی

) باید تابع چگالی مشترك،کننده بینی  شد، براي تعیین بهترین تابع پیشگفته طورکه همان )f x, yاما اغلب چنین ،در دست باشد 
) خطیبه صورتبینی کننده را   به همین دلیل در عمل معمولاً تابع پیش؛نیست )E y x x= β + αکنند تا نیازي به   اختیار می

)بینی، به کمک این تابع، میانگین مربع خطاي پیش. تابع چگالی توأم نباشد )2E y x− α −β که به ازاي مقادیر زیر مینیمم است 
  :شود می

  
( ) y

x ,y2 xx

y x

Cov X ,Y σ
β = = ρ × σσ


α = µ − βµ

  

)اراي توزیع توأم نرمال باشند، دy وxهرگاهاز آنجاکه  )E y x داراي فرم خطی بالا است، انتخاب فرم خطی با فرض نرمال بودن 
  .کننده خطی قابل توجیه است بینی  تابع پیشبه عنوانجامعه 

)هرگاه میانگین :نتیجه )µواریانس ،( )2σیب همبستگی و ضر( )ρ جامعه نرمال موجود باشد، بدون نیاز به تابع چگالی توأم 

  . آوریمبه دستتوانیم بهترین تابع خطی را  می

  کننده خطی بینی برآورد بهترین تابع پیش

)تابع )E y x x= β + α ید است که پارامترهايبینی کننده خطی، در صورتی مف  بهترین تابع پیشبه عنوانαو β در آن 
  . را برآورد کنیمها آنموجود باشند، اما در عمل این پارامترها مجهول هستند و باید 
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  برازش خط رگرسیون
yفرض کنید x= β + α + εآمده است، در این به دستشاهدات واقعی جامعه  معادله خط رگرسیون جامعه باشد که از طریق م 

  :صورت

  

  β:شیب معادله خط
  α:)ثابت معادله( عرض از مبدأ

  ε:معادله) مانده باقی (يخطا
  

)ها صفر است مانده باقیبا توجه به آنکه مجموع  )( )E 0ε   : زیر خواهد بودبه صورت، امید ریاضی معادله خط =
  ( )y x xµ = β + α  

  . استکننده خطی بینی بهترین تابع پیشکه همان 
) از معادله خط برآورديβ وαحال براي برآورد پارامترهاي )ŷ bx a e= + )تایی n حاصل، از یک نمونه+ ) ( )n n 1 1x , y , ... , x , y   

  .کنیم استفاده می
)وانیم خطاي حاصل از برآوردت  هستند، میβ وαهاي  برآوردکنندهb وaبا توجه به آنکه )e زیر نشان دهیمبه صورت را :  

  ˆe y y= −  
ŷبه صورتهاي برآوردي    براي تمام خط∑e میزان خطا را به حداقل برسانیم اما چونخواهیم می bx a e= +   برابر با صفر+

  :کنیم که همواره حداقل است  استفاده می∑2eاست، از مجموع مربعات خطا یعنی
  ( ) ( )2 22 ˆe y y y bx a= − = − −∑ ∑ ∑  

  :در خط رگرسیون برآورد شده برقرارند) مانده باقی(روابط زیر در مورد خطا 
(i1  . هاي خط رگرسیون برآوردشده صفر است مانده باقیمجموع مقادیر  e 0=∑  
i  .هاي متناظرشان صفر استxها در مانده باقیضرب مقادیر  مجموع حاصل i2) e x 0=∑  
)هشد بینی ها در مقادیر پیش مانده باقیضرب مقادیر  مجموع حاصل )iŷ صفر است.  i iˆ3) e y 0=∑  

)  .ها در معادله خط رگرسیون برآوردشده حداقل است  مانده باقیمجموع مجذور  )22
i ˆ4) e y y min= − =∑ ∑  

iبه صورتدر مدل رگرسیونی جامعه  1 مثال 0 1 i iy x= + +β β ε70 ـ اقتصاد(  : داریم( 

1 (( )iE 0ε =  2 (( ) ( )i iE E yε =  3 (( )iE 0ε <  4 (( )iE 0ε >  

 .  درست است1گزینه  : حل
  .شود  استفاده میie در تحلیل رگرسیونی براي بررسی رفتار خطا ازiε وieدلیل شباهت رفتار به

yدر رگرسیون خطی 2 مثال ax b= هاي زیر بهتر  یک از عبارت  پراکندگی مشاهدات حول خط رگرسیون به وسیله کدام+
:شود؟  توصیف می yها،  میانگین نمونهˆ: yبرآورد مقدارy ) 88 ـ محیط زیست(  

1(( )
n

2
i i

i 1

ˆy y
=

−∑  2(( )
n

2
i

i 1
y y

=

−∑  3(( )
n

2
i

i 1
y y

=

+∑  4(( )
n

2
i i

i 1

ˆy y
=

+∑  

 .  است درست1گزینه  : حل
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  مفهوم اقتصادي پارامترهاي خط رگرسیون
:«توانند بر  متغیرهاي مستقلی که می. بینی کنیم خواهیم میزان هزینه ماهیانه یک خانوار را پیش فرض کنید می  yهزینه« 

اما در رگرسیون دومتغیره تنها به یک متغیر ... ند از درآمد خانوار، تعداد افراد خانواده و ا تأثیرگذار باشند عبارت) متغیر وابسته(
ها و برازش  دادهآوري  حال فرض کنید پس از جمع. گیریم ترین عامل، یعنی درآمد را در نظر می مستقل نیاز داریم، بنابراین مهم

  : استبه دست آمدهخط رگرسیون، معادله خط به صورت زیر 
  y 2.1 5.6 x= + + ε  

)مفهوم ثابت معادله )a:a ماهیانه  2.1به این مفهوم است که حتی اگر درآمد خانوار صفر باشد، یک هزینه ثابت به میزان  =2.1
) در ازاي صفر بودن متغیر مستقل، به عبارت دیگر؛براي این خانوار وجود دارد )x   .  واحد استa، متغیر وابسته به میزان=0

)مفهوم شیب خط )b:b  5.6 به میزان ها آن مفهوم است که به ازاي افزایش یک واحد در درآمد خانوار، هزینه به این =5.6
) به ازاي یک واحد افزایش متغیر مستقل، به عبارت دیگریابد؛ میافزایش  )xمتغیر وابسته به میزان ،bش یا کاهش  واحد افزای

)، متغیر وابسته است که البته بسته به اینکه شیب خط مثبت یا منفییابد می )yیابد  افزایش یا کاهش می.  
  (Ordinary Least Squares) به روش حداقل مربعات β وαمترهايابرآورد پار

ŷ بهترین مقادیر در خط برآوردي رگرسیونb وaبرآوردمقادیر  bx a= این . اگر مجموع مربعات خطا حداقل شود هستند +
  . معروف استOLSمعمولی یا، به روش حداقل مربعات b وaروش برآورد

 کننده دیگر از هر برآوردها آنحال واریانس   بوده و درعینβ وαيبراي پارامترها هاي نااریبی برآوردکننده b وaدر این وضعیت
هاي مختلف رگرسیون   براي مدلرا در روش حداقل مربعات b وa تخمین مقادیر، در ادامه.است شان بیشتر کاراییکمتر و 

  .کنیم جامعه، محاسبه می
  :دارد در مدل خطی دومتغیره، صفر یا مخالف صفر باشند، سه مدل مختلف براي معادله خط وجود βو αبسته به آنکه ضرایب

β:حالت اول ≠ 0 , α ≠   )رضف پیش( 0
yبه صورتدر این وضعیت معادله رگرسیون جامعه  x= β + α + εاست، بنابراین براي محاسبه مقادیر تخمین aو b کافی است 

)از معادله )22e y bx a= − −∑ به  b وaدر این صورت مقادیر.  مشتق بگیریمb و یک بار نسبت بهa یک بار نسبت به∑
  : زیر خواهند بودصورت

  xy y
x,y

x x

SP S
b r

SS S
= =) 1(  

  a y bx= −) 2(  
  :که در آن

  

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

xy

2
2 2 2 2

2
2 2 2 2

x y
SP x x y y xy x y y y x x

n

x
SSx x x x x nx

n

y
SSy y y y y ny

n


= − − = − = − = −



 = − = − = −


 = − = − = −


∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑ ∑

∑∑ ∑ ∑

  

  

yمدل رگرسیون = βx + α + ε  
yمعادله خط رگرسیون x= β + α + εاي به صورت  به کمک نمونه( ){ }i ix , y ; i 1,2,...,n =با خط ŷ bx a= شود   برآورد می+

  .شوند محاسبه می) 2(و ) 1( از روابط β وα به عنوان تخمینb وaکه در آن
  

  .شده در انتهاي کتاب مراجعه کنید  معرفیمنابعتوانید به   کتاب است، براي درك بهتر میبحثخارج از ) 2(و ) 1(اثبات روابط 
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) در معادله رگرسیون مثال )E y | x x= +α βتخمین حداقل مربعات از پارامتر β87 ـ اقتصاد(  :ست از ا عبارت( 

1 (i i
2
i

x y
b

x
=

∑
∑

    2 (( )( )i i
2
i

x x y y
b

x

− −
=

∑
∑

  

3 (
( )

i i
2

i

x y
b

x x
=

−

∑
∑

    4 (
( )

( )

n

i i
i 1

n 2
i

i 1

x y y

b
x x

=

=

−

=

−

∑

∑
  

 .  درست است4گزینه  :حل

β≠حالت دوم 0 , α = 0 :  
yبه صورتدر این وضعیت معادله رگرسیون جامعه  x= β + εگذرد،  ن از مبدأ مختصات می خط رگرسیو، به عبارت دیگر؛ است

aبنابراین مقدار تخمین   . است=0
)گیري از معادله حال با مشتق درعین )22e y bx= −∑   : زیر محاسبه کنیمبه صورت را bتوانیم مقدار تخمین  میb نسبت به∑

  2
xy

b
x

= ∑
∑

) 1(  

  a 0=) 2(  
  

yمدل رگرسیون = βx + ε  
yمعادله خط رگرسیون x= β + εاي به صورت  به کمک نمونه( ){ }i ix , y ; i 1,2,...,n =با خط ŷ bx=شود که در   برآورد می

  .شود محاسبه می) 1( از رابطه β به عنوان تخمینbآن
  

  :)1(اثبات رابطه 

  
( )

( )

n n
2

i i in n n
2i 1 i 1

i i i i i i n
2i 1 i 1 i 1

i
i 1

y bx x y

0 2 x y bx 0 x y b x 0 b
b

x

= =

= = =

=

∂ −

=    →   − − =    →   − =    →   =
∂ 

∑ ∑
∑ ∑ ∑

∑
  

)در معادله رگرسیون مثال )E y | x x= βتخمین حداقل مربعات از پارامتر βست از ا عبارت : 

1 (i i
2
i

x y
b

x
=

∑
∑

    2 (( )( )i i
2
i

x x y y
b

x

− −
=

∑
∑

  

3 (
( )

i i
2

i

x y
b

x x
=

−

∑
∑

    4 (
( )

( )

n

i i
i 1

n 2
i

i 1

x y y

b
x x

=

=

−

=

−

∑

∑
  

 .  درست است1گزینه  :حل
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βحالت سوم = 0 , α ≠ 0 :  
yبه صورتدر این وضعیت معادله رگرسیون جامعه  = α + εاست، بنابراین مقدار تخمین b گیري از   است و با مشتق=0

)معادله )22e y a= −∑   : زیر محاسبه کنیمبه صورت را aتوانیم مقدار تخمین  میa نسبت به∑
  b 0=) 1(  
  a y=) 2(  

  

yمدل رگرسیون = α + ε  
yمعادله خط رگرسیون = α + εاي به صورت  به کمک نمونه( ){ }i ix , y ; i 1,2,...,n =با خط ŷ a=شود که در آن  برآورد میa 

  .شود محاسبه می) 2(بطه را از αوان تخمینبه عن
  

  ):2(اثبات رابطه 

  
( )

( )

n n
2

i in n
i 1 i 1

i i
i 1 i 1

y a y

0 2 y a 0 y na 0 a y
a n

= =

= =

∂ −

=    →    − − =    →  − =    →    = =   
∂ 

∑ ∑
∑ ∑  

iدر یک مدل رگرسیون به صورت مثال iY a ; i 1,..., n= + =εمقدار برآورد a از روش کمترین مربعات خطا، کدام است؟  
  )87  ـمحیط زیست(  

1 (y  2 (( )2
iy y−∑  3 (i

2
i

y

y
∑
∑

  4 (( )
( )

i
2

i

y y

y y

−

−

∑
∑

  

 .  درست است1گزینه  :حل
   خطاي برآوردانحراف معیار

گیري  اندازهاط را در بالا و پایین خط  ابتدا باید پراکندگی نق،در خط رگرسیون) برآورد و آزمون(هاي آماري   انجام استنباطبراي
)انحراف معیار خطاي تخمین براي این کار از .کنیم )eSکنیم که پراکندگی نقاط را در بالا و پایین خط رگرسیون   استفاده می

  :شود  است که از رابطه زیر محاسبه میeاها یعنی خطانحراف معیار eS، به عبارت دیگر؛کند گیري می نمونه اندازه

  ( ) 22
i

e
eˆy y

S
n 2 n 2

−
= =

− −
∑∑  

ü دقت کنید!  
 آزادي توزیع واریانس  در معادله خط رگرسیون برآورد شده است، به تعداد پارامترهاي برآوردشده، از درجهb وaچون دو پارامتر

n مخرج واریانس وشود میکم  هاي دوم وسوم باشد تنها یک پارامتر   مدل رگرسیون طبق حالتکه درصورتی؛ بنابراین است −2
n و درجه آزادي آنشود میبرآورد  n که در مخرج کسر خطاي معیار برآورد نیز بایداست −1  انحراف معیار درواقع. قرار گیرد −1

  .استبرآورد، حاصل جذر مجموع مربعات خطا بر درجه آزادي آن 
  :رسیم  به روابط محاسباتی زیر می،با بسط رابطه بالا

  ( ) ( )

( ) ( )

( )( )

22
y x y xy

e

2
2 2

x i
2

2 2
y i

xy xy i i i i

SS b SS SS bSy a y b xy
S

n 2 n 2 n 2
x

SS x x x
n
y

SS y y y
n

x y
S Sp x x y y x y

n

 − −− − = = = − − −



= − = −


 = − = −



= = − − = −

∑ ∑ ∑

∑∑ ∑
∑∑ ∑

∑ ∑∑ ∑
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nاي به حجم  نمونه، در یک جامعه نرمال دوبعديy وx براي ارزیابی بستگی بین دو صفت مثال هاي   انتخاب و کمیت=20
2   :اند  آمدهبه دستمقابل  2x 40 , x 90 , y 100 , y 528 , xy 210= = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 

  )77 ـ اقتصاد(   کدام است؟x برحسبyمعادله رگرسیون) eSخطاي تخمین(کمیت تخمین خطاي 
1( 0  2( 0.58  3( 1  4 (1.58  

 .  درست است3گزینه  :حل

  
2 2y x

e
SS b SS 28 1 10S 1

n 2 20 2
− − ×

= = =
− −

  

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2 2
y x

y x100 40
SS y 528 28 , SS x 90 10

n 20 n 20
= − = − = = − = − =

∑ ∑∑ ∑  

  
( ) ( )2 2

2

x y 40 100210xy 1020nb 1
1040x 90x 20n

×
−−

= = = =

−−

∑ ∑∑

∑∑
  

  b  وa هاي کنندهدامید و واریانس برآور

به صورت  b وaهاي امعه، امید آماره از خط رگرسیون جβ وα براي پارامترهايb وaهاي کنندهدبا توجه به نااریبی برآور) الف
  :زیر است

  ( )
( )

E a

E b

= α

= β
  

2 با استفاده ازb وaهاي براي محاسبه واریانس برآوردکننده) ب
eS) کنیم از روابط زیر استفاده می) واریانس خطاي برآورد:  

2
2 e e
b b

x x

S S
S S

SS S
= → = 

 

22 2
2 ee
a a

x x

S xS x
S S

SS S
= → =  

  :یادآوري

  
( ) ( )2

2 2
i

x
2

2

x
SSx x x x

n
S SSx

x
x

n

= − = −

=

=

∑∑ ∑

∑
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  b و a  هاي توزیع برآوردکننده
هاي زیر   از مرحله قبل داراي توزیع نرمال هستند، آمارهآمده دست به انحراف معیار با میانگین و b وaهاي  برآوردکنندهازآنجاکه

  :گیرند  مورد استفاده قرار میβ وαاي و ملاك آزمون ضرایب براي ساختن برآورد فاصله

  
b

bt
S
− β

=  

  
a

at
S
− α

=  

  اي پارامترهاي خط رگرسیون برآورد فاصله
) ساختن فاصله اطمینانبراي تابع محوري، به عنوان tبا توجه به آماره )1− αدرصدي براي پارامترهاي αو β به شکل زیر 

  :کنیم عمل می
  b

2

: b t Sα±فاصله اطمینان شیب خط رگرسیون  

  a
2

: a t Sα±فاصله اطمینان عرض از مبدأ خط رگرسیون  
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  داري در رگرسیون هاي معنی آزمون
yبراي هر معادله خط رگرسیون به صورت x= β + α + εشوند داري زیر بررسی می عنیهاي م ، آزمون:  

)رابطه خطیشیب خط یا دار بودن   آزمون معنیـ1 )0, 0ρ ≠ β ≠  
)دار بودن ثابت معادله  آزمون معنیـ2 )0α ≠  
0α(دار بودن معادله خط رگرسیون   آزمون معنیـ3 0β یا≠   ) یا هردو≠

  رابطه خطیشیب خط یا دار بودن  آزمون معنیـ 1
yهاي خط رگرسیون جامعه به فرم  از مدل2 و 1هاي  دانیم در حالت  میطورکه همان x= β + α + ε یاy x= β + ε، مقدارβ 

 : مخالف صفر استحتماًود ش که از رابطه زیر محاسبه می) شیب خط(

  ( ) y
x ,y2

xx

Cov x , y σ
β = = ρ ×

σσ
  

، )دار است یعنی رابطه خطی معنی(  وجود داردy وxکه رابطه خطی میان دو متغیر با توجه به مبحث همبستگی، زمانی
  .هستندفر ، ضریب همبستگی و درنتیجه شیب خط مخالف صکوواریانس
)فرض کنید ) ( ) ( )n n 2 2 1 1x , y , ... , x , y , x , y    شده یک نمونه تصادفی از دو متغیر  مقادیر مشاهدهXو Y اي نرمال با  در جامعه

) باشند که ضریب همبستگی نمونهρضریب همبستگی )r شود  زیر محاسبه میبه صورت ها آن از طریق:  

  ( )( )

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2

x x y y xy nx y
r

x nx y nyx x y y

− − −  
= =

− −− −

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑

  

 y وxحال سؤال اینجاست که آیا بین دو متغیر. کند بدیهی است که این ضریب همبستگی از یک نمونه به نمونه دیگر تغییر می
 آیا بین دو متغیر رابطه خطی وجود ،عبارت دیگر داري وجود دارد یا خیر؟ به ها همبستگی معنی  به نمونه مربوط در جامعه

)دارد )0, 0ρ ≠ β  y وx و بین دو متغیر است تصادفی مخالف صفر شدهبه طور ، از نمونهآمده دست به یا ضریب همبستگی ≠
)رابطه خطی وجود ندارد )0, 0ρ = β   ؟=

  :زیرا را آزمون کنیم، y وxسؤال کافی است فرضیه استقلال دو متغیر تصادفیاین براي پاسخ دادن به 
  x , y 0 , 0 →  ρ = β   نرمال و مستقل=

  x , y 0 , 0 → ρ ≠ β   نرمال و وابسته خطی≠
  .پردازیم  آزمون می ایندر ادامه به شرح مراحل چهارگانه

  هاي آزمون  فرضیه-1
  

β(0 »دار نیست رابطه خطی معنی« یا »دار نیست رگرسیون معنی) شیب(ضریب « 0H یا = : ( 0ρ =  
β(0 »دار است رابطه خطی معنی« یا »دار است رگرسیون معنی) شیب(ضریب یا « 1H یا ≠ : ( 0ρ ≠  





  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
nمناسب براي آزمون داراي توزیع) ملاك(آماره  2t 0H است که با در نظر گرفتن فرض− : 0ρ 0H یا= : 0β  زیر به صورت =

  :خواهد بود

2 b

r bt
S1 r

n 2

= =
−
−
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  درجه آزادي آماره آزمون
y مدل رگرسیون خطی جامعه به فرماگر) الف x= β + α + ε )باشد، درجه آزادي آماره آزمون) ضپیش فرt،n   .است −2
y مدل رگرسیون خطی جامعه به فرم اگر)ب x= β + εدرجه آزادي آماره )گذرد خط رگرسیون از مبدأ مختصات می(  باشد ،

t،nآزمون nه در زیر رادیکال نیز که در این حالت مخرج کسر آماراست −1   . شود می −1

   و مقدار بحرانی1H و0H تعیین سطح-3
n باt است، همچنین بر اساس توزیع آمارهدودامنه، آزمون 1Hبا توجه به فرض ، α درجه آزادي در سطح خطاي−2

  : به شکل زیر خواهد بود1H و0Hسطوح
  

,n 2 ,n 22 2
U t or U tα α− −

> <−
→  

  

  .شود  رد می0Hضفر
0

1

H : 0

H : 0

ρ =


ρ≠
  

0

1

H : 0

H : 0

β =


β≠
  

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

−1در سطح اطمینان 0Hقرار گیرد، فرض) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  α اما اگر ملاك ،شود پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است گوییم اختلاف معنی می

n یک نمونه تصادفیبر اساس 1 مثال r برابرy وxتایی، ضریب همبستگی بین=18 مقدار آماره .  محاسبه شده است=0.8
 )85 ـ اقتصاد(  :بودن ضریب همبستگی جامعه برابر است باآزمون براي آزمون صفر 

1 (1
2

  2( 1  3( 1.39  4 (5.3  

 .  درست است4گزینه  :حل

  0

1

H : 0

H : 0

ρ =
 ρ ≠

  

  
n 2 162

r 0.8t t 5.3
1 0.641 r
18 2n 2

n 18 , r 0.8

−
 = → = = − −
 −−
 = =

  

)توجه به آمار مربوط به واردات کل کشوربا  2 مثال )yو درآمدهاي ارزي حاصل از صادرات نفت ( )xسال گذشته 21 در طی 
  درآمدهاي ارزي کدام است؟دار بودن رابطه خطی بین واردات و آماره آزمون براي آزمون معنی. رگرسیون زیر برآورد شده است

 )83  اقتصاد ـ(  
2y 3.2 0.9x e , R 0.81= + + =  

1 (z 2.5=  2 (2
20 4.6χ =  3 (1,19F 82.2=  4 (19t 9=  

  .  درست است4گزینه  :حل
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 :راه حل اول

  0

1

H : 0

H : 0

ρ =
 ρ ≠

  

( ) 19n 2 2

r 0.9t t 9
1 0.811 r
21 2n 2

− = → = =
−−

−−

  

2n)با توجه به مثبت بودن شیب خط رگرسیون( 21 , R 0.81 r 0.9 r 0.9= = → = → = +  









  

 را به 4 توانستیم گزینه کنیم، بدون حل سؤال نیز می  استفاده میtدار بودن فقط از آماره ازآنجاکه در آزمون معنی: راه حل دوم
 .عنوان گزینه درست انتخاب کنیم

)براي برآورد رابطه بین فروش 3 مثال )yو هزینه تبلیغات ( )x تایی برآورد شده است51 یک نمونه تصادفیبر اساس رابطه زیر: 

  2y 36 4.7x e , R 0.5= + + =  
  )78 ـ اقتصاد(   چقدر است؟β یعنیxدار بودن ضریب  آماره آزمون براي آزمون معنیمقدار عددي

1( 5  2( 6  3( 7  4 (8  

 .  درست است3گزینه  :حل

  0

1

H : 0

H : 0

β =
 β ≠

  

( ) 49n 2 2

0.5rt t 7
1 0.51 r
51 2n 2

− = → = =
−−

−−

  

2R )با توجه به مثبت بودن شیب خط رگرسیون( 0.5 r 0.5 r 0.5 , n 51= → = → = + =  









  

yدر یک الگوي رگرسیون خطی ساده 4 مثال x= + +α β εاگر n 22=،2R  و )ضریب تعیین یا تشخیص (=0.2
0.975 , 20t  )71 ـ اقتصاد(  ها صحیح است؟ یک از گزاره ، کدامα=5%دار بودن  باشد، در سطح معنی=2.101

0ρفرضیه) 1 0ρ را در مقابل= 0αفرضیه) 2  .کنیم می رد ن≠ 0α را در مقابل=   .کنیم  رد می≠
0βفرضیه) 3 0β را در مقابل= 0αفرضیه) 4  .کنیم  رد می≠ 0α را در مقابل=   .کنیم  رد نمی≠

 .  درست است3گزینه  :حل

  ( ) 0 0

1 1

H : 0 H : 0
1 ~

H : 0 H : 0

ρ = β =  
 ρ≠ β ≠  

  

  
( )

( ) ( )n 2 202

2

0.975, 20

0.2 0.2r 1 10t t 5 2.24
0.2 21 0.2 0.21 r

22 2n 22

R 0.2 r 0.2 r 0.2
n 22 , t 2.101

−

 ± ±
= → = = = ± = ± = ± = ±

− −
 −−


= → = → = ±
 = =
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(3) 

0هاي قرار دارد، فرضیه) 0Hرد( چون مقدار عددي آماره آزمون در ناحیه بحرانی (4)

0

H : 0

H : 0

ρ =
 β =

1 را در مقابل 

1

H : 0

H : 0

ρ ≠
 β ≠

 

  .کنیم رد می
0ρفرضیه«اگر گزینه  :توجه  چون آماره ،ها بود، این گزینه هم درست بود در بین گزینه» کنیم  رد می≠0ρ را در مقابل=

  .ندا داري ضریب همبستگی و شیب خط رگرسیون یکسان آزمون و نتایج آزمون معنی

0گرسیون دومتغیرهاگر در ر 5 مثال 1y b b x u= + 1b̂، شیب منحنی+  و واریانس آن=0.5
1

2
b̂

S  t، باشد=0.04
 )74 ـ اقتصاد(  :شده پارامتر برابر است با محاسبه

1( t 12.5=  2( t 2.5=  3( t 0.125=  4 (t 0.04=  

 .  درست است2گزینه  :حل

  0 1

1 1

H :b 0

H : b 0

=
 ≠

  

  
( )

1

11

1
n 2

b̂

2
ˆ1 ˆ bb

b̂ 0.5t 2.5
S 0.2

b̂ 0.5 , S 0.04 S 0.2

−


 = = =




= = → =


  

 معیار شیب خط با استفاده از آماره آزمون محاسبه انحراف

به  شیب خط رگرسیون انحراف معیارن رابطه دیگري براي محاسبه توا  می،دار بودن رابطه خطی با استفاده از آماره آزمون معنی
 : آورددست

  
2

b2 b

r b b 1 rS
S r n 21 r

n 2

−
= → =

−−
−

  

)رابطه بین مصرف مثال )cو درآمد قابل تصرف ( )dy اي به حجم  نمونهبر اساسn  : شده استرو برآورد  روبهبه صورت =66
  t d tĉ 6 0.72 y= +  

) باشد، خطاي معیار میل نهایی به مصرف0.6اگر ضریب همبستگی بین مصرف و درآمد قابل تصرف در نمونه )ˆS β برابر است
  )76 ـ اقتصاد(    :با
1( 0.075  2( 0.12  3( 1.2  4 (0.09  
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 . درست است2گزینه  :حل

  
( ) ˆn 2 2 ˆ ˆ

ˆr 0.6 0.72 0.72t S 0.12
S S 61 0.361 r

66 2n 2
ˆr 0.6 , n 66 , 0.72

− β
β β

 β
= = → = → = =

− −
 −−
 = = β =

  

  ثابت معادلهدار بودن  آزمون معنیـ 2
yهاي خط رگرسیون جامعه به فرم  از مدل3 و 1هاي  دانیم در حالت  میطورکه همان x= β + α + ε یاy = α + ε، مقدارα 

  . مخالف صفر استحتماً) عرض از مبدأ(
)دار بودن عرض از مبدأ حال هرگاه بخواهیم معنی )0α   .کنیم  استفاده میt را آزمون کنیم، از آماره آزمون≠

  .پردازیم  آزمون می اینه به شرح مراحل چهارگانهدر ادام

  هاي آزمون  فرضیه-1
0H) دار نیست عرض از مبدأ معنی( : 0α =  

1H) دار است عرض از مبدأ معنی( : 0α ≠  




  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
0H است که با در نظر گرفتن فرضtاي این آزمون داراي توزیعمناسب بر) ملاك(آماره  : 0α   : زیر خواهد بودبه صورت =

a

at
S

=  

  درجه آزادي آماره آزمون
y مدل رگرسیون خطی جامعه به فرماگر) الف x= β + α + ε )باشد، درجه آزادي آماره آزمون) فرض پیشt،n   .است −2
y مدل رگرسیون خطی جامعه به فرماگر)ب = α + ε جه آزادي آماره آزمونباشد، درt،n   .است −1

   و مقدار بحرانی1H و0H تعیین سطح-3
 0H، سطوحα درجه آزادي در سطح خطايn-2 با t است، همچنین بر اساس توزیع آماره دودامنه، آزمون 1Hبا توجه به فرض

  : زیر خواهد بودصورت به 1Hو
  

,n 2 ,n 22 2
U t or U tα α− −

> <−
→  

  

  .شود  رد می0Hفرض
0

1

H : 0

H : 0

α =


α ≠
  

  

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم سوم مقایسه میشده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله  آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

−1در سطح اطمینان 0Hقرار گیرد، فرض) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  α اما اگر ملاك ،شود پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است گوییم اختلاف معنی می
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  رگرسیون خط دار بودن معادله  آزمون معنیـ 3
yه فرمهاي خط رگرسیون جامعه ب  از مدل1  دانیم در حالت  میطورکه همان x= β + α + ε، مقدارβ )شیب خط(یا α)  عرض از
yآیند، باید مخالف صفر باشند تا مدل رگرسیون  میبه دستکه از روابط زیر ) مبدأ x= β + α + ε دار باشد معنی:  

  
( ) y

x,y2 xx

y x

Cov x , y σ
β = = ρ × σσ


α = µ − βµ

  

)حال هرگاه بخواهیم وجود معادله خط رگرسیون )y x= β + α + ε که بعداً توضیح ( را آزمون کنیم، از آنالیز واریانس رگرسیون
n و1 با درجه آزاديFداري رگرسیون، در این مورد آماره آزمون معنی. کنیم استفاده می) داده خواهد شد   .است −2

  هاي آزمون  فرضیه-1

  :شود، بنابراین داریم داري شیب خط و عرض از مبدأ همزمان بررسی می دار بودن معادله خط رگرسیون، معنی  آزمون معنیدر
0H : 0α = β =  

1Hمخالف صفر β وαحداقل یکی از مقادیر :  




  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
)واریانس با دو تیمار دار بودن معادله رگرسیون بر اساس تحلیل  ملاك آزمون معنی ),β αو 1 داراي توزیع فیشر با ( )n 2− 
  :درجه آزادي است

( )( )
22

1,n 2 n 2 2
rF t

1 r
n 2

− −= =
−
−

  

ü دقت کنید!  
 در صورت، برابر با 1بیان شد، توزیع فیشر با درجه آزادي) هاي گسسته و پیوسته توزیع( در انتهاي فصل چهارم طورکه همان) الف

n باtدر اینجا توزیع.  استtمجذور توزیع   .دار بودن شیب خط رگرسیون است  همان ملاك آزمون معنی، درجه آزادي−2
2 ضریب همبستگی نمونه وr)ب 2R r=بنابراین تنها با داشتن ضریب همبستگی یا ضریب تعیین و تعداد ،ت ضریب تعیین اس 

  .آید می به دستدار بودن معادله رگرسیون  نمونه مقدار آماره آزمون معنی
  . آزمون را خواهیم دید این نمایش دیگري از ملاك،در مبحث آنالیز واریانس رگرسیون

   و مقدار بحرانی1H و0H تعیین سطح-3

,1,n 2U Fα −>
→  

  
0H  .شود  رد می0Hفرض : 0α = β =  

1H مخالف صفرβ وαحداقل یکی از :  




  

  

  گیري  تصمیم-4
  :کنیم شده در مرحله دوم را با مقادیر بحرانی در مرحله سوم مقایسه می آزمون محاسبه) آماره(در این مرحله مقدار ملاك 

−1طح اطمیناندر س 0H فرض،قرار گیرد) 0Hپذیرش(اگر ملاك آزمون در ناحیه اطمینان  α اما اگر ملاك ،شود پذیرفته می 
شود و اصطلاحاً   پذیرفته میα در سطح خطاي1H رد شده و فرض0H فرض،قرار گیرد) دار معنی(آزمون در ناحیه بحرانی 

  .دار است اختلاف معنیگوییم  می
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)رابطه بین مصرف مثال )cو درآمد قابل تصرف ( )dy رو برآورد شده است  روبهبه صورتتایی 32 نمونه تصادفی یکبر اساس: 

  2
dĉ 2.6 0.85 y , R 0.9= + = 

 )84 ـ اقتصاد(  بودن رگرسیون کدام است؟دار  آماره آزمون براي آزمون معنی

1( 1,30F 270=  2 (1,30F 150=  3 (( )
2
30 15χ =  4 (( )30t 7.2=  

 .  درست است1گزینه  :حل

  
( )( )

2 22
1,n 2 1,30n 2 22

2

r r 0.9 27F t F 270
1 0.9 0.11 r1 r
32 2n 2n 2

r 0.9 , n 32

− −

   = = = → = = =  − − − 
 −  −−  


= =

  

)اگر )30t   .باشد Fباید چون آماره آزمون نبود، درست،  وجود داشتها در میان گزینه =270
این بدان ) چون مقدار آن خیلی بزرگ است(شود   رد می0H واضح است که فرض،با توجه به مقدار آماره آزمون ،دقت کنید

  :به یکی از نتایج زیر رسیدتوان   می،رت دیگر به عبا؛دار است مفهوم است که معادله رگرسیون معنی
  .یابد  واحد افزایش می0.85 به ازاي یک واحد افزایش در درآمد قابل تصرف، مصرف به میزان،اولاً
  .است 2.6در صورت صفر بودن درآمد قابل تصرف، مصرف به میزان ثابت ،ثانیاً

  متغیره kمون معادله رگرسیون آماره آز
) متغیره که شامل kدر رگرسیون )k ضریب  (2R وF است، رابطه بین آمارهy و یک متغیر وابستهx متغیر مستقل−1

  :عبارت است از) تعیین
2

k 1,n k 2

R
k 1F

1 R
n k

− −
−=

−
−

  

) و یک متغیر وابسته داشته باشیمx رگرسیون خطی ساده با یک متغیر مستقلکه درصورتی :نتیجه )ŷ a bx e= +  با قرار +
kدادن   :رسیم می بالا به همان آماره معروف  در معادله=2

  ( )( )
22 2

1,n 2 n 22 2

r rF t
1 r 1 r
n 2 n 2

− −
 = = = 

− − 
 − − 

  

) مورد است23 در یک رگرسیون با دو متغیر مستقل که دارايکه درصورتی مثال )N ، همبستگی متغیرهاي مستقل با =23
)متغیر وابسته  )83  ـریزي شهري برنامه(  : برابر است باFر عددي باشد، مقدا0.8(

1( 1.782  2( 8.78  3( 12.78  4 (17.8  
 .  درست است4گزینه  :حل

kدر این سؤال، )وداریم دو متغیر مستقل و یک متغیر وابسته . ست ا=3 )22R 0.8 0.64=   : است، بنابراین=

  

2

k 1,n k 2,202

0.64R
0.323 1k 1F F 17.78

1 0.64 0.0181 R
23 3N k

− −
−−= → = = =

−−
−−
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  :یادآوري

  رگرسیون خطی چندمتغیره
k هرگاه 1 2 1k 1 , x , , x , x−−   آزاد(متغیر مستقل (وy متغیر وابسته )باشد، معادله زیر یک رگرسیون خطیاه آنبه ) تابع k 

  :استمتغیره 
  1 1 2 2 k 1 k 1y x x x− −= α +β + β + + β + ε  

  :که ما در این بخش مدل رگرسیون دو متغیره خطی ساده را به شکل زیر مورد بررسی قرار دادیم
  y = βx + α + ε  

   در خط رگرسیونF وt هاي ارتباط ملاك
  :کنیم هاي مختلف خط رگرسیون را مرور می ابتدا یک بار جدول مربوط به آزمون

  

  آزمون  ها فرض  آزمون) ملاك(آماره 

t  )دار بودن معنی(
0

1

H : 0
H : 0

β =
 β ≠

  )رابطه خطی(دار بودن شیب خط  معنی

t  )دار بودن معنی(
0

1

H : 0
H : 0

α =
 α ≠

  )عرض از مبدأ(دار بودن ثابت معادله  معنی

0H : 0α = β =  
( )2

1, n 2 n 2F t  − −=  
1Hالف صفرحداقل یکی مخ) دار بودن معنی( :  





  دار بودن معادله رگرسیون معنی
  

  :1نتیجه
nآماره(دار شود  هرگاه حداقل یکی از دو آزمون شیب خط یا ثابت معادله معنی 2t  گاه آن ،) پذیرفته شود1H در ناحیه بحرانی و−

,1ارهآم (شود میدار  حتماً آزمون معادله رگرسیون معنی n 2F   : به عبارت دیگر؛)شود  پذیرفته می1Hدر ناحیه بحرانی و −   
  

1H.شود پذیرفته می : 0β ≠  
1, n 2F   →.در ناحیه بحرانی خواهد بود −   

1H.شود پذیرفته می : 0α ≠  n 2t −


 → 


  .در ناحیه بحرانی باشد 
  

  :2نتیجه
,1آماره(دار شود  هرگاه آزمون معادله رگرسیون معنی n 2F  حداقل یکی از گاه آن ،) پذیرفته شود1H در ناحیه بحرانی و −   

nآماره(دار خواهد شد   حداقل یکی از دو آزمون شیب خط یا ثابت معادله معنیدرنتیجه مخالف صفر است، β یاαمقادیر 2t  در −
  : به عبارت دیگر؛)شود  پذیرفته می1Hناحیه بحرانی و

nهاي رهحداقل یکی از آما   2t ,1 مخالف صفرβ وαحداقل یکی از→. در ناحیه بحرانی است− n 2F  −   .در ناحیه بحرانی باشد→

 و نتیجه آزمون F در خصوص آماره، مربوط به شیب در ناحیه بحرانی قرار گیردtدر یک رگرسیون دومتغیره، اگر آماره مثال
 )84 ـ اقتصاد(  دام گزینه صحیح است؟ک

  .شود  رد می0H نیز در ناحیه بحرانی قرار گرفته وFمقدار آماره) 1
  .شود  رد میaH در ناحیه بحرانی قرار گرفته وFآماره) 2
  . در ناحیه بحرانی قرار نگرفته و بین متغیرهاي مستقل و وابسته رابطه وجود داردFآماره) 3
  .یه بحرانی قرار نگرفته و بین متغیرهاي مستقل و وابسته رابطه وجود ندارد در ناحFآماره) 4
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 . استدرست 1گزینه  :حل
0H، فرضیه است در ناحیه بحرانی قرار گرفتهt آمارهازآنجاکه ،1 نتیجهبنا بر : 0β دار   رد شده و شیب خط رگرسیون معنی=
  .) است1H همان فرضaHمنظور از. (گیرد  در ناحیه بحرانی قرار میFدار شده و آماره ه رگرسیون نیز معنی پس معادل،است

  نالیز واریانس رگرسیونآ
n اگر 2 1y ,..., y , yمشاهدات نمونه و yشده مشاهدات حول  گاه مجموع کل مربعات تصحیح  میانگین مشاهدات باشد، آن

)میانگین، )2y y−∑ حال اگر خط رگرسیون برآوردي. است( )ŷتوانیم مجموع مربعات کل حول   را در نظر بگیریم، می
)میانگین )2y y−∑را به دو قسمت تجزیه کنیم :  

)شکل زیر انحراف یکی از مشاهدات )yرا از میانگین مشاهدات yو خط رگرسیون ŷدهد  نشان می:  
  

  )نشده انحرافات توضیح داده(
  )شده وضیح دادهانحرافات ت(

  
  :شود  میمشاهده

  ( ) 2
tSST SS y y= =   )بیان تغییرپذیري کل مشاهدات (∑−

                                             ( ) ( )2 2
res regˆ ˆSSE SS y y SS y y= = − + = −∑ ∑  

  

  توضیحات  مفهوم  نماد

( )2
reg ˆSS y y= −∑  

بیان تغییرپذیري مشاهداتی است که توسط خط 
)رسیونرگ )ŷمجموع ( شوند  توضیح داده می

  )مربعات رگرسیونی

.  داردtSSمقداري بین صفر و
reg t0 SS SS≤ ≤  

( ) 2
res ˆSS y y= −∑  

، است که )خطا( ها مانده باقیبیان تغییرپذیري 
)توسط خط رگرسیون )ŷتوضیح داده نشده است  

  )پراکندگی نقاط حول خط رگرسیون(

.  داردtSSمقداري بین صفر و
res t0 SS SS≤ ≤  

  ( )
( )2

2 2
t y yy

y
SS y y SS S y

n
= − = = = −

∑∑ ∑  

  ( ) ( ) ( )( )2 22 2
reg x xyˆSS y y b x x b SS b x x y y bSp= − = − = = − − =∑ ∑ ∑  

  ( ) 2 2
res y x y xyˆSS y y SS b SS SS bSp= − = − = −∑  

( )ˆy y− 

( )ŷ y− 
( )y y− 

ŷ 

y 

y 

x 

y 

0 
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  برآوردخطاي  انحراف معیارمحاسبه 

  ( ) 2 2
i

e
ˆ ey y SSE SST SSRS

n 2 n 2 n 2 n 2

− −
= = = =

− − − −
∑∑  

 محاسبه ضریب تعیین

  ( ) ( )
( )

2 2
2 reg xy xy2

x, y 2
t y x y

ŷ ySS bSp Sp
R r

SS SS SS SSy y

−
= = = = =

−

∑
∑

   ضریب تعیین

  : زیر نیز نوشتصورت را به 2Rتوان ضریب تعیین  البته می

  ( )
( )

2
reg t res res2

2
t t t

ˆy ySS SS SS SS
R 1 1

SS SS SS y y

−−
= = = − = −

−

∑
∑

  

  :حال با توجه به مفهوم ضریب تعیین داریم
»2: Rاب است برابر »شده توسط خط رگرسیون نسبت مشاهدات توضیح داده:  

  ( )
( )

2
reg2

2
t

ŷ ySS
R

SS y y

−
= =

−

∑
∑

  

»2:1 R−اب است برابر »نشده توسط خط رگرسیون  نسبت مشاهدات توضیح داده:  

  ( )
( )

2
reg res2

2
t t

ˆy ySS SS
1 R 1

SS SS y y

−
− = − = =

−

∑
∑

  

  حالات خاص

  ( ) 2
t reg resˆSS SS y y SS 0= → − = =∑) 1  

2Rدرنتیجه ،اند در این حالت تمام مشاهدات توسط خط رگرسیون توضیح داده شده  خط رگرسیون ،به عبارت دیگراست؛  =1
  . نسبت دهدx کامل به تغییرات متغیربه طور را yتوانسته تغییرات

  ( )2
res t regˆSS SS y y SS 0= → − = =∑ )2  

2Rدرنتیجهاي توسط خط رگرسیون توضیح داده نشده است،  در این حالت هیچ مشاهده  خط ،به عبارت دیگراست؛  =0
اي توسط خط رگرسیون  هیچ مشاهده(بت دهد  نسx را به تغییرات متغیر مستقلy تغییرات استرگرسیون هرگز نتوانسته
  .اند  بنابراین دو متغیر، رابطه غیرخطی دارند یا مستقل،)توضیح داده نشده است

yاگر رگرسیون مثال x= + +α β εرا در نظر بگیریم، اگر در نمونه n تایی از جامعه نرمال دوبعدي، اطلاعات زیر در =12

)  :ر باشداختیا )( ) ( ) 2 2
i i i Eix x y y 300 , x x 120 , e SSD 240− − = − = = =∑ ∑ ∑  

  )71 ـ اقتصاد(   کدام است؟2ρ وβهاي تخمین
1 (( )2.5 , 0.76  2 (( )2.5,0.76−  3 (( )2.5 ,0.85  4 (( )1.5 , 0.76  
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 .  درست است1گزینه  :حل

( )( )
( )

i i xy
2

xi

x x y y SP 300ˆ: 2.5
SS 120x x

− −
β = = = =

−

∑
∑

  شیب خط رگرسیون

( )2 2 SS reg 750: R 0.7575 0.76
SST 990

ρ = = = =  ضریب تعیین

( ) ( ) 2 2
x xy

2
i

ˆSS reg y y b SS b.SP 2.5 300 750

e SSE 240

= − = = = × =

= =

∑
∑

  

( ) ( )2
y E ySST y y SS SS reg SS SS 750 240 990= − = = + → = + =∑  
















  

  داري معادله رگرسیون با استفاده از آنالیز واریانس  آزمون معنی
)دار بودن وجود معادله رگرسیون  آماره آزمون معنی، قبلاً نیز اشاره شدطورکه همان )y x= α + βF و1با n  درجه آزادي −2

  . نیز به همین جواب خواهیم رسیدtور آزمونالبته از طریق مجذ. آید می به دستاست که از آنالیز واریانس رگرسیون 
  هاي آزمون  فرضیه-1
  

0H : 0α = β =  
1Hحداقل یکی مخالف صفر :  





  

  

  )ملاك آزمون( آماره آزمون -2
  

( )
( )

( )

( )

2
1reg2

reg
1,n 2 2 2res resn 2

SS
ŷ y MS1 1F

SS MSˆy y
n 2n 2 n 2

−
−

χ
−

= = = =
χ−

−− −

∑
∑

  

  

  .آید می به دست Fهایشان توزیع  مستقل از هم به درجه آزادي2χانیم که از تقسیم دو توزیعد یم
)توزیع مجموع مربعات رگرسیون )regSS،2χبا یک درجه آزادي است .  

)مانده باقی توزیع مجموع مربعات )resSS،2χبا n   . درجه آزادي است−2
n و1 باF توزیع،ابراین حاصل تقسیم میانگین مربعات رگرسیون به میانگین مربعات خطابن  .است درجه آزادي −2

  جدول آنالیز واریانس رگرسیون
  

  آماره آزمون
1,n 2F −  

  میانگین مجذور انحرافات
2MSواریانس( S= (  

  مجموع مجذور انحرافات
 SS  

  درجه آزادي
df  

  تغییرات) منبع (أمنش

( ) ( )MS Tr SS Tr=  ( ) ( ) 2ˆSS Tr y y=   رگرسیون  1  ∑−
( )MS Tr

MSE
  SSEMSE

n 2
=

−
  ( ) 2ˆSSE y y= −∑  n    مانده باقیخطا یا   −2

    ( ) 2SST y y= −∑  n )جمع کل  −1 )T  
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   و مقدار بحرانی1H و 0H تعیین سطح-3

,1,n 2U Fα −>
→  

  

0H  .شود  رد می0Hفرض : 0α = β =  
1H مخالف صفرβ وαحداقل یکی از :  





  

 

 )71 ـ اقتصاد(  :دار بودن توان معنی رگرسیونی می) پراش(در تجزیه واریانس  1 مثال
  .دله رگرسیون را بررسی کردوجود معا) 2    .پارامترها را بررسی کرد) 1
  کدام هیچ) 4  .پارامترها و رگرسیون را بررسی کرد) 3

 .  درست است2گزینه  :حل

nاي به حجم دار بودن معادله رگرسیون در یک جامعه نرمال دوبعدي نمونه براي آزمون معنی 2 مثال بر  خانوار انتخاب و =15
) درآمدها آن اساس )xو هزینه خانوارها ( )yآمده به دستهاي زیر   نتایج مشاهدات کمیتبر اساسگیري شده است و   اندازه 
)    :است ) ( )2 2

1 x yb 0.8 , x x SSD 25 , y y SSD 36= − = = − = =∑ ∑  
مدت  تاهدار بودن ضرایب معادله رگرسیون تابع مصرف کو براي آزمون معنی) آماره آزمون(کننده  مقدار عددي ملاك آزمون

  )77 ـ اقتصاد(  کدام است؟
1( 0.44  2( 5.44  3( 10.45  4 (13.07  

 .  درست است3گزینه  :حل

  

( )

( ) ( )

( )

1,13

22
x

y

SS reg 16F 10.4
SSE 20
n 2 13

SS reg b SS 0.8 25 16

SSE SS SS reg 36 16 20


= = =


−

 = = × =



= − = − =
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  هاي آماري جدول خلاصه آزمون فرض
  

  آزمون) ملاك(آماره   0Hفرض   آزمون

  بري میانگین جامعهبرا
0  با یک عدد خاص 0H :

≤

≥
µ = µ  

xZ
S

n

− µ
=

σ
  tیا 

  برابري میانگین دو جامعه
  یا

  تفاضل میانگین دو جامعه

0 1 2H :
≤

≥
µ =µ  

0عدد خاص یا 1 2H : 0
≤

≥
µ − µ =  

( ) ( )1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

x x
Z

S S
n n

− − µ − µ
=

σ σ
+

  tیا 

( ) ( )1 2 1 2

p
1 2

x x
t

1 1S
n n

− − µ − µ
=

+
  یا

  برابري نسبت جامعه
0  با یک عدد خاص 0H : p p

≤

≥
=  

0

0 0

p p
Z

p q
n

−
=  

 برابري نسبت دو جامعه
  یا

  تفاضل نسبت دو جامعه

0 1 2H : p p
≤

≥
=  

0 عدد خاص یا 1 2H :p p 0
≤

≥
− =  

( ) ( )1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

p p p p
Z

p q p q
n n

− − −
=

+
  

  برابري واریانس جامعه
  با یک عدد خاص

22
0 0H :

≤

≥
σ = σ  

µنامعلوم ( ) 2
2
n 1 2

n 1 S
−

−
χ =

σ
   یا

 µ   معلوم  
2

2
n 2

n S
χ =

σ
 

  برابري واریانس دو جامعه
  یا

  نسبت واریانس دو جامعه

2 2
0 1 2H :

≤

≥
σ = σ  

 عدد خاص یا
2
1

0 2
2

H : 1
≤

≥

σ
=

σ
  

2
1
2
2

S
F

S
   یا=

2 2
1 2
2 2
2 1

S
F

S
σ

= ⋅
σ

  

  

 یا
 

 یا
 

 یا
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  زمونآ) ملاك(آماره   0Hفرض   آزمون

0H است…آیا توزیع مشاهدات  نیکویی برازش : 
( )

( )i i

i

2k o e2
k 1

ei 1

F F

F−
=

−
χ = ∑  

0Hندا  مستقلY وXآیا  استقلال دو متغیر :  
( )( )

( )ij ij

ij

2
r c o e2

r 1 c 1
ei 1 j 1

F F

F− −
= =

−
χ = ∑∑ 

kبرابري میانگین    جامعه<2
0  )بیش از دو جامعه( 1 2 kH : ...µ = µ = = µ  ( )

( )

( )
k 1,k n 1

SS Tr
k 1F
SSE

k n 1

− −
−=

−

  

  دار بودن ضریب همبستگی معنی
  صفر بودن ضریب همبستگی

  دار بودن شیب خط معنی
  صفر بودن شیب خط

  دار بودن ضریب معادله معنی

0H : 0β 0H یا = : 0ρ =  
n 2 2

rt
1 r
n 2

− =
−
−

   یا

n 2
b

bt
S− =  

  دار بودن ضریب ثابت خط معنی
0H  صفر بودن عرض از مبدأ : 0α =  n 2

a

at
S− =  

  )خط(دار بودن معادله  معنی
صفر بودن شیب خط و عرض از مبدأ 

  همزمان
0H : 0α = β =  

2
2

1,n 2 2
rF t

1 r
n 2

− = =
−
−

    یا

reg
1,n 2

SS
F

SSE
n 2

− =

−

   فیشر
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  مباحث اضافی در آزمون فرض
 اما این مباحث در ، انسانی وجود نداردهاي علوم ي رشته کنکورهاي محاسبه خطاهاي نوع اول، نوع دوم و توان آزمون در سر فصل

  .شود بیان می داوطلبان محیط زیست براي تنها رو ایناز ؛ شده استکنکور رشته محیط زیست مطرح

  محاسبه خطاي نوع اول
 واقع به 0Hدر شرایطی که) وقوع ناحیه بحرانی (0H خطاي نوع اول عبارت است از احتمال رد فرضدانیم، طورکه می همان

) کافی است احتمال وقوع ناحیه بحرانیمورد نظراي محاسبه احتمال  بر بنابرایندرست است، )C0 را برايH آوریم، به دست 
  :درنتیجه

  0H 0Hناحیه بحرانی|درست( ) P(=0رد|درستP (Hα =  
  :به عبارت دیگر

ناحیه بحرانی(
0HP (α =  

) داراي تابع چگالی احتمالXمتغیر تصادفی 1 مثال ) ( )f x , 1 x ; 0 , 0 x 1θθ = + θ θ > ≤ یا (فرض صفر  . است≥
0Hصورترا به ) خنثی : 2=θ به صورترا ) یعنی مکمل ناحیه پذیرش( و ناحیه بحرانی x خطاي .  در نظر بگیرید>0.25

  : است بابرابرنوع اول 

1(1
16

  2(1
64

  3(1
4

  4 (3
4

  

  . درست است2گزینه  :حل

1Cبا توجه به ناحیه بحرانی x 0.25
4

 = < = 
  0و فرض صفرH : 2θ ) براي محاسبه احتمال خطاي نوع اول= )α به صورت 

  :کنیم زیر عمل می

( )
11

2 3 442 0 0

1 1) P x 1 2 x dx x
4 64θ=

   = < = + = =     ناحیه بحرانی∫
0HP (α =  

( ) ( )f x, 1 x ; 0 x 1θθ = + θ ≤ ≤  







  

0براي آزمون فرض.  باشدp و4اي با پارامترهاي  داراي توزیع دوجملهXفرض کنید 2 مثال
1

H : p
3

1 در برابر=
1

H : p
5

=، 
xاگر x یا=0 } یعنی، باشد0H ملاك رد کردن فرض=1 }C 0 ,   است؟چقدر، احتمال خطاي نوع اول =1

1 (
42

3
 
  

  2 (
32

3
 
  

  3 (
323

3
 
  

  4 (
423

3
 
  

  

  . درست است4گزینه  :حل

xبا توجه به ناحیه بحرانی C یا={1 {x 0= 0 و فرض صفر=
1H : p
3

) براي محاسبه احتمال خطاي نوع اول،= )αبه صورت 
:کنیم زیر عمل می

  
  ( ) x 4 x4

P x p q
x

− 
=  

 
  

  ( ) ( )
0 4 1 3 4 4 4

1 1p p
3 3

4 41 2 1 2 2 2 2) P X 0 P X 1 2 3
0 13 3 3 3 3 3 3= =

                = = + = = + = + =                
                

ناحیه بحرانی
0HP (α =  
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0H براي آزمون فرض. داردθن با میانگین نامعلومو توزیع پواسXمتغیر تصادفی 3 مثال : 0.5=θ1 در برابرH : 0.5>θ، 
2نمونه تصادفی 1X , Xگیریم و معدل نمونه یعنی  را میXکنیم تا اگر  را تعریف میx در .  باشد فرض صفر را بپذیریم≥1

  نوع اول چقدر است؟صورت احتمال ارتکاب خطاي این

1 (2
e

  2 (5
2e

  3 (( )1 e 2
e

−  4 (1 52
2 e

 − 
 

  

  . درست است4گزینه  :حل
:گاه آن، باشد θن با پارامترو داراي توزیع پواسXکه درصورتی -1

   
  ( )

( ) X

x

2

ef x ; x 0,1, 2,...
x!

E X ;

−θ θ
= =


 = θ σ = θ

  

2که درصورتی -2 1x , xن با پارامترواي پواس هاي مستقل از جامعه  نمونهθ1گاه آن ، باشند 2X X X= ن با و داراي توزیع پواس+
  :ستا 2θ پارامتر

  ( ) ( )
n

1 2 n i
i 1

X ,X , ,X P x P n
=

λ = θ → λ = θ∑    

1در این مثال با فرض آنکه 2x x
x

2
+

1ن با پارامترو میانگین یک نمونه دوتایی مستقل از جامعه پواس=
2

θ  گاه آن ،د باش=

1 2X X X= 2ن با پارامترو نیز داراي توزیع پواس+ 1θ   :است =

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 1
2

X X
) P X 1 P 1 P X X 2 P X 2 1 P X 2

2 θ=θ=

+ = > = > = + > = > = − ≤ 
 

ناحیه بحرانی
0HP (α=  

  ( ) ( ) ( )
1 0 1 1 1 2

1e 1 e 1 e 1 5 1 51 P X 0 P X 1 P X 2 1 1 e 2
0! 1! 2! 2 2 e

− − −
−  = − = − = − = = − − − = − = − 

 
  

  محاسبه خطاي نوع دوم
 واقع به 0Hدر شرایطی که) وقوع ناحیه اطمینان (0Hپذیرشاحتمال   ازدانیم خطاي نوع دوم عبارت است طورکه می همان

) کافی است احتمال وقوع ناحیه اطمینانمورد نظربراي محاسبه احتمال بنابراین ، ) درست استواقع به 1H(نادرست است  )C′ 
  : آوریم، درنتیجهبه دست 1Hرا براي

  1H 0Hناحیه اطمینان|درست( ) P(=0پذیرش|نادرستP (Hβ =  
  :به عبارت دیگر

ناحیه اطمینان(
1HP (β =  

 :  زیر استصورت به Xاي متغیر تصادفیتابع توزیع احتمال بر 1 مثال

( )
X 1 b 4

P x 0.25 0.35 0.4
−

  

0Hراي آزمونب : b b در مقابل=0 b بدانیمکه درصورتی <0  . آوریدبه دسترا ) اي نوع دوماحتمال خط (β مقدار، است=3
xناحیه بحرانی(   .) است<2

1( 0.25  2( 0.4  3( 0.75  4(  0.05   
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 . درست است1گزینه  :حل
}به صورتبا توجه به ناحیه اطمینان  }C x 2′ = 1Hو فرض ≥ : b b که در اینجا<0  براي ، در نظر گرفته شده است=3

)محاسبه احتمال خطاي نوع دوم )β کنیم  زیر عمل میبه صورت:  
( ) ( )b 3) P X 2 P X 1 0.25== ≤ = = − ناحیه اطمینان=

1HP (β =  

( )

3
X 1 b 4

P x 0.25 0.35 0.4
/−

  






  

)اگر در این سؤال محاسبه احتمال خطاي نوع اول  کنید،توجه )α ،ناحیه بحرانی به با توجهگاه آنمطرح بود { }C x 2=  و <
0Hفرض صفر : b  :زیرا، بود درست 4  گزینه=0

( ) ( )b 0) P X 2 P X 4 0.4== > = = ناحیه بحرانی=
0HP (  

( )

0
X 1 b 4

P x 0.25 0.35 0.4
/−

  






  

)مدل آماري 2 مثال )

X 1 2 3
1 2f x

3 3 3
− θ θ0خواهیم فرض  یک مشاهده میبر اساس . مفروض است

1
H :

3
=θقابل را در م 

1
2

H :
3

=θاحتمال خطاي نوع دوم وقتی.  آزمون کنیمx 2 ,  :کند، برابر است با رد می را 0Hفرض =3

1 (1
3

  2 (2
3

  3 (1
9

  4 (5
9

  
  . درست است3گزینه  :حل

}به صورتاطمینان   به ناحیهبا توجه }C x 1′ = 1 و فرض=
2H :
3

θ )، براي محاسبه احتمال خطاي نوع دوم= )β زیر به صورت 
  :کنیم عمل می

 ( )

2
3

2
3

1 1) P X 1
3 9θ=

− θ/
= = = انناحیه اطمین=

1HP (β =  

) اگر در این سؤال محاسبه احتمال خطاي نوع اول:توجه )α ،با توجه به ناحیه بحرانی گاه آن مطرح بود { }C x 2,3= و  =

0فرض صفر
1H :
3

θ   :زیرا، بود درست 4 گزینه =

  ( ) ( )1 1
3 3

1
2 2 1 4 53) P X 2 P X 3

3 3 3 3 9 9 9θ= θ=

θ
= = + = = + = + = + ناحیه بحرانی=

0HP (α =  

2فرض کنید 3 مثال 1X , Xیک نمونه تصادفی دوتایی از توزیع برنولی ( )B 1, pخواهیم فرض زیر را آزمون کنیم می . باشد: 

  0 1
1 3

H : VS H :
4 4

= =ρ ρ  
1یا 1اگر ناحیه پذیرش 2x x 0+ =،αنمایانگر احتمال خطاي نوع اول و βمقدار، احتمال خطاي نوع دوم باشد ( ),α β 

  کدام است؟

1 (10 7,
16 16

 
 
 

  2 (1 7,
16 16

 
 
 

  3 (1 9,
16 16

 
 
 

  4 (10 9,
16 16
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  . درست است2گزینه  :حل

nاگر :یادآوري 2 1X ,..., X , X مستقل از هم داراي توزیع برنولیبه صورت ( )B 1,P ،گاه آن باشند
n

i
i 1

x x
=

= داراي توزیع  ∑

)به صورتاي  دوجمله )Bin n, p است: 

  ( )
n

i 1 2 n
i 1

X x X x ... X ~ Bin n, p
=

= = + + +∑  

  ( ) ( ) x n xn
f x P x p q ; x 0,1, 2,.., n

x
− 

= = = 
 

  

1پس در این سؤال 2x x x= )اي  داراي توزیع دوجمله+ )Bin 2,p است.  

 ( ) ( ) x 2 x2
f x P x p q ; x 0,1, 2

x
− 

= = = 
 

  

})رد(با توجه به ناحیه بحرانی  }c x 2= })پذیرش( ناحیه اطمینان ،= }c x 0,1′ = 0 فرض صفرنیزو =
1H : p
4

فرض  و =

1مقابل
3H : p
4

  :داریم =

  ( )
2 0

1p
4

2 1 3 1) P X 2
2 4 4 16=

    = = = =    
    

ناحیه بحرانی
0HP (α =  

  ( )
0 2 1 1

3p
4

2 23 1 3 1 1 6 7) P X 0,1
0 14 4 4 4 16 16 16=

          = = = + = + =          
          

ناحیه اطمینان
1HP (β =  

  محاسبه توان آزمون
) توان آزمونازآنجاکه )*β 1بااست  برابر− β،هاي زیر را انتخاب کنیم توانیم یکی از روش  براي محاسبه آن می:  
)ابتدا خطاي نوع دوم: روش اول )β آوریم  میبه دست زیر به صورتبق تعریف توان آزمون آن را ، سپس طکنیم می را محاسبه:  

  *: 1β = −βتوان آزمون  
) با توجه به تعریف توان آزمون:روش دوم )*β کنیم  آن را محاسبه می، زیربه صورت:  

  1H 1Hبحرانیناحیه |درست( ) P(=0رد|درستH* P(β =  
  :به عبارت دیگر

 ناحیه بحرانی(
1

*
HP (β =  

 :گالی احتمال زیر است داراي تابع چXمتغیر تصادفی مثال
  ( ) ( )f x , 1 x ; 0 , 0 x 1θθ = + θ θ> ≤ ≤  

0Hصورترا به ) یا خنثی(فرض صفر  : 2=θ به صورترا ) یعنی مکمل ناحیه پذیرش( و ناحیه بحرانیx  در نظر >0.25
 : است بابرابر باشد 3 واقعاً مساويθاینکه مشروط بر 0Hاحتمال غلط بودن. بگیرید

1 (1
64

  2 (1
256

  3 (2
3

  4 (1
16

  
  . درست است2گزینه  :حل

1Cبا توجه به ناحیه بحرانی x
4

 = < 
 

1H و فرض مقابل : 3θ )، براي محاسبه توان آزمون= )*β کنیم  زیر عمل میبه صورت:  

  ( )
11

3 4 443 0 0

1 1) P X 1 3 x dx x
4 256θ=

   = < = + = =     ناحیه بحرانی∫
1

*
H: P (β   توان آزمون=



 



 

  
  
  

0H براي آزمون فرض.باشند تاي آن قرمز و بقیه سیاه میnتوپ وجود دارد که 7اي در کیسه  .1 : n  سه توپ =4
 احتمال خطاي نوع اول کدام است؟. کنیم که هر سه سیاه باشند  را تنها هنگامی رد می0Hاستخراج کرده و فرض

  )84 ـ یط زیستمح(
1 (41

42
  2 (1

42
  3 (4

35
  4 (1

35
  

هاي  ته و بارندگی در هر هفته مستقل از هفqفرض کنید شانس بارندگی در هر یک از چهار هفته بهمن ماه برابر  .2
0 براي آزمون فرض.دیگر باشد

1H : q
2

) مقدار= )0P X 1 H≤84 ـ محیط زیست(   کدام است؟(  

1 (1
16

  2 (3
16

  3 (5
16

  4 (7
16

  

0خواهیم فرض  دو وضعیتی میدر یک آزمایش  .3
1H :
2

θ 1 را در مقابل=
3H :
4

θ  بار 10آزمایش را.  آزمون کنیم=
مال خطاي نوع در این حالت احت. شود  رد می0Hکنیم و چنانچه حداکثر با یک موفقیت مواجه شویم، فرض تکرار می

  )88 ـ محیط زیست(  اول چقدر است؟

1 (
10110

2
 
 
 

  2 (
10310

4
 
 
 

  3 (
10111

2
 
 
 

  4 (
10311

4
 
 
 

  

  

 سؤالات محیط زیست



 

  



 

  
  
  
  .  درست است4گزینه   .1

  

0

1

H : n 4
H : n 4

=
 ≠

  

  

3
3 1)
7 35
3

 
 
 = =
 
 
 

nهر سه سیاه 4) P ناحیه رد==)
00 HH ) P :0رد|درست=) P (Hα   خطاي نوع اول=

n تعداد،0H توپ وجود دارد که تحت فرض7 در کیسه:توجه محاسبه حال براي . اند تا سیاه3 قرمز و بقیه یعنی،توپ=4

7کنیم  توپ خارج می7توپ از 3 کهبه دست آوریم را آناحتمال خطاي نوع اول باید احتمال 
3

 
 
 

 3خواهیم هر سه از بین ی و م

3 یعنیسیاه کیسه باشند،
3

 
 
 

.  

  .  درست است3گزینه   .2
: X در) بارندگی(تعداد موفقیتn   : اي است با هداراي توزیع دو جمل 0H هفته تحت فرض=4

  1n 4 , p q
2

= = =  

  ( ) ( ) ( )
0 0

4 4

0 H H
4 41 1 1 4 5P X 1 H P X 0 P X 1
0 12 2 16 16

    +   ≤ = = + = = + = =      
      

  

  .  درست است3گزینه   .3
   ( )1

2

) P X 1
θ=

= ناحیه بحرانی≥
00 HH ) P :0رد|درست=) P (Hα    احتمال خطاي نوع اول=

  ( ) ( )
10 10 10

1 1
2 2

10 101 1 1P X 0 P X 1 11
0 12 2 2θ= θ=

        = = + = = + =        
        

  

n و تعداد نمونهθاي با احتمال موفقیت  داراي توزیع دو جملهXکه دقت کنید  است، زیرا در صورت سؤال به دو وضعیتی =10
  . بار هم تکرار شده است10بودن آزمایش اشاره شده که) برنولی(

  تشریحیهاي پاسخ



 

  



 

  
  
  

  یفارتع
فرضیه صفر و .  گرم است3ها کمتر از  میانگین وزن بستهاینکهبندي زعفران، براي آزمون  در یک فرآیند بسته .1

  )87  ـاقتصاد (  مقابل کدام است؟

1 (0

1

H : 3
H : 3

µ ≤
 µ >

  2 (0

1

H : 3

H : 3

µ ≥


µ <
  3 (0

1

H : 3

H : 3

µ =


µ <
  4( 0

1

H : 3

H : 3

µ >


µ <
  

  )88  ـبرنامه ریزي شهري (   در آزمون فرض آماري همواره برابر کدام است؟0Hسطح زیر منحنی .2
  خطاي نوع دوم ) 2    خطاي نوع اول ) 1
  سطح اطمینان آزمون ) 0H    4وابسته به تعریف) 3

   آماريخطاهاي
  )86 ـ محیط زیست (  : از عبارت استدر یک آزمون فرض خطاي نوع اول  .3

  .  درست باشد1H فرضکه درصورتی 1Hاحتمال رد فرض )1
  . ت باشد درس0H فرضکه درصورتی 0Hاحتمال رد فرض) 2
  .  غلط باشد0H فرضکه درصورتی 0Hاحتمال پذیرش فرض) 3
  .  غلط باشد1H فرضکه درصورتی 1Hاحتمال پذیرش فرض) 4

  توان آزمون 
  )87 ـ محیط زیست(  . ……… از استعبارت  تعریف، توان یک آزمون بر اساس .4

  احتمال خطاي نوع دوم ) 2    احتمال خطاي نوع اول  )1
 یک منهاي احتمال خطاي نوع دوم ) 4  یک منهاي احتمال خطاي نوع اول ) 3

  )88 ـ محیط زیست(  . ………در آزمون فرض آماري، توان یک آزمون یعنی  .5
  ال خطاي نوع دوم یک منهاي احتم) 2  یک منهاي احتمال خطاي نوع اول  )1
  احتمال خطاي نوع دوم ) 4    احتمال خطاي نوع اول ) 3

  بندي شده هاي طبقه تست
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  روابط خطاها
 و مقدار واقعی آن بیشتر باشد، توان 0Hهاي آماري هر چه اختلاف بین مقدار پیشنهادي در در آزمون فرضیه .6

  )88  ـاقتصاد(  :آزمون
  .بیشتر است) 2    .کمتر است) 1
  .طرفه بیشتر است هاي یک فقط در آزمون) 4  .هاي دوطرفه کمتر است ر آزمونفقط د) 3

  )86 ـ محیط زیست (  کدام عبارت، صحیح است؟ .7
  . جمع خطاي نوع اول و دوم مساوي یک است )1
  . خطاي نوع دوم برابر است با یک منهاي توان آزمون) 2
  .خطاي نوع اول برابر است با یک منهاي توان آزمون) 3
  . ي نوع دوم برابر است با یک منهاي خطاي نوع اولخطا) 4

  آزمون فرض میانگین جامعه 
 گرم 200 کیلوگرم و انحراف معیار2هاي شکر داراي توزیع نرمال با میانگین  وزن بسته،معمولاً در یک کارخانه .8

.  کیلوگرم شده است2هاي شکر بیشتر از  وزن بسته، فرسودگی دستگاهبر اساسکند  شخصی ادعا می. بوده است
xتایی دیده شده است25ي بررسی در یک نمونهبرا مقدار آماره آزمون برابر است با .  کیلوگرم است=2.3

  )87 ـ محیط زیست(   ………
 7.5) 4  1 )3  صفر ) 2  −1 )1

  آزمون مقایسه میانگین دو جامعه 
شده  هاي انتخاب هاي برابر، نتایج زیر از نمونه جامعه نرمال مستقل با واریانس هاي دو براي آزمون برابري میانگین .9

 . اند هاز این دو جامعه به دست آمد
2
1S 15=  1x 170=  1n   جامعه اول  =18
2
2S 17=  2x 153=  2n   جامعه دوم  =18

  )86  ـاقتصاد(  : مقدار آماره آزمون برابر است با

1 (12.75  2 (17 17
4

  3 (34 2
3

  4 (17
4

  

 هاي مستقل به هاي نامعلوم، نتایج زیر از نمونه هاي دو جامعه مستقل نرمال با واریانس براي آزمون برابري میانگین .10
  )88  ـاقتصاد (  :برابر است بامقدار آماره این آزمون . دست آمده است

1 (9 35
1090

  2 (9
10 12

  

3 (9
1090

  4 (9 35
10 12

  

1 2

1 2
2 2
1 2

n 5 n 7

x 171 x 162

S 70 S 120

= =

= =

= =
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iدر دو توزیع نرمال مستقل از هم به صورت .11 1, 2,..., n=و ( )2
i 1 1X N ,µ σو j 1, 2,...,m= و 

( )2
j 2 2Y N ,µ σ0 آزمون براي آزمون فرضه آمار 1 2H : µ = µ1 در مقابل 1 2H : 0µ − µ انحراف ( کدام است؟ <

)ها کوچک است و  لوم و مساوي هستند، حجم نمونه نامع2σ و1σمعیارهاي ) ( )2 2
1 22

p
n 1 S m 1 S

S
n m 2

− + −
=

+ −
  .) است

  )88 ـ محیط زیست(  

1 (1 2

p

X X
Z

1 1S
n m

−
=

+
1) 2  ) توزیع نرمال ( 2

2 2
1 2

X X
Z

S S
n m

−
=

+

  ) توزیع نرمال (

3 (1 2

p

X X
t

1 1S
n m

−
=

+
1) 4  )دنتاستیو−tتوزیع ( 2

2 2
1 2

X X
t

S S
n m

−
=

+

  )استیودنت−tتوزیع (

  آزمون نسبت جامعه 
هاي دیگري نیز  انداز، داراي حساب  درصد مشتریان او علاوه بر حساب پس50مدیر یک بانک ادعا کرده است.12

nاي تصادفی به حجم در نمونه. هستند مقدار آماره . اند هاي دیگر داشته  درصد مشتریان حساب45،=100
 )87  ـاقتصاد(  :آزمون برابر است با

1( 10−  2( 1−  3( 1  4 (10  

هاي خود را در خارج از منزل قرار   محل به موقع زباله18 محل دیده شده است که30گیري به حجم در یک نمونه .13
0براي آزمون. دهند می

1H : p
2

  )86 ـ محیط زیست(   آزمون کدام است؟ ه، مقدار آمار=

1 (6
5

  2 (5
6

−  3 (6
5

−  4 (5
6

  

  آزمون مقایسه نسبت دو جامعه 
1nدر آزمون فرض مقایسه نسبت موفقیت در دو جامعه آماري اگر .14 120=،2n 100=،1p 2p و =0.6 0.5= 

0باشند، مقدار آماره آزمون براي آزمون فرض 1 2H : p p≤87  ـحسابداري و مدیریت(   کدام است؟( 

1 (2 3
3

  2( 4 2
5

  3 (3 5
4

  4 (2 5
3

  

  آزمون مقایسه واریانس دوجامعه 
ها  هاي آن گر مالی بخواهید سود سهام دو بورس زیر را با توجه به داده عنوان یک تحلیل فرض کنید شما به .15

  )88  ـاقتصاد(   ها، مقدار آماره آزمون چقدر است؟ براي آزمون تفاوت بین واریانس. مقایسه کنید
1 (2 0.36χ =  
2 (F 2.8=  
3 (F 1.6=  
4 (2 2.12χ =  

10 5
3.25 3.0
3.0 5.0

مشهدتهران بورس
تعداد سهام
ميانگين

انحراف معيار
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 فرض  در دو جامعه، آماره آزمون مربوط بهXبا فرض نرمال بودن توزیع. باشد اطلاعات زیر مربوط به دو جامعه می .16
  )86 ـ محیط زیست(  تساوي واریانس دو جامعه کدام است؟ 

  0.36) 1  جامعه اول  جامعه دوم
2 (0.5  
3 (0.6  
4 (0.83  

2n 30=  
2x 60=  
2S 10=  

1n 20=  
1x 50=  
1S 6=  

)(آزمون نیکویی برازش  )2χساده(  

  : بار پرتاب یک تاس نتایج زیر حاصل شده است60در .17
  6  5  4  3  2  1  عدد

  7  9  13  11  8  12  فراوانی
  )86  ـاقتصاد (   مبنی بر همگن بودن تاس کدام است؟0H آزمون براي آزمون فرضیههآمار

1( 0.17  2( 0.28  3( 1.7  4 (2.8  

)(آزمون استقلال  )2χمضاعف (  

  )88ـ  GIS(  ي آن کدام است؟ تعداد درجات آزاد.ستون تشکیل شده است 4 ردیف و3یک جدول توافقی از .18
1( 3  2( 4  3( 6 4 (12  

  )86 ـ محیط زیست(   تحت فرض استقلال، جدول مورد انتظار کدام است؟.جدول پیشایندي زیر مفروض است.19
1 A 2

1 10 10
B

2 20 60
100

  

1 (
1 A 2

1 10 10
B

2 25 55
    2 (

1 A 2
1 14 6

B
2 56 24

  

3 (
1 A 2

1 10 15
B

2 25 50
    4 (

1 A 2
1 6 14

B
2 24 56

  
  

  )جامعه آزمون برابري میانگین چند(آنالیز واریانس 
 خانوار به طور 10اي به حجم  منطقه، از هر یک از این مناطق نمونه3به منظور مقایسه هزینه خوراك خانوارها در .20

مقدار . آید  نتایج مشاهدات جدول تحلیل واریانس به صورت زیر به دست میبر اساسشود و  تصادفی انتخاب می
 )86  ـاقتصاد( عددي آماره آزمون کدام است؟ 

  منبع تغییرات  درجه آزادي  مجموع مجذور انحرافات 1.3) 1
  رویه  −  −  1.8) 2
  خطا  −  54 1.6) 3
  جمع  − 60.4 2.5) 4
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تایی از هر 4ر سه شهر مختلف، یک نمونه تصادفیهاي مصرفی خانوارها د به منظور آزمون برابري میانگین هزینه.21
 )87  ـاقتصاد(  کمیت آماره آزمون چقدر است؟. شهر انتخاب شده و اطلاعات زیر به دست آمده است

1 2 3
2 2 2
1 2 3

x 110 x 100 x 120

S 180 S 220 S 200

= = =

= = =
  

1 (( )
2
2 3χ =  2 (2,9F 3=  3 (2,9F 2=  4 (2,3F 2=  

تایی در دست 6هاي  نمونهبر اساساطلاعات زیر در مورد طول عمر سه نوع روغن موتور اتومبیل به هزار کیلومتر  .22
  )88  ـاقتصاد( ها کدام است؟  ت آماره آزمون براي آزمون برابري میانگین طول عمر این روغنیکم. است

1 (1
3

  2 (1
2

  

3 (2  4 (3  
3 7
2 6
4 8

واريانس طول عمر ميانگين طول عمر روغن موتور
الف
ب
ج

  
  هاي رگرسیون و همبستگی سیون و آزمون فرضمبانی رگر

nگیري به حجم در یک نمونه .23  :اند ، نتایج زیر حاصل شده=4

  2 2
i i i i iix y 43 , x 8 , y 16 , x 30 , y 74= = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

0در معادله رگرسیون 1y x= β + β + ε0، برآوردهاي حداقل مربعاتβ1 وβند ازا  به ترتیب عبارت:  
  )86 ـ اقتصاد(  

1 (11 23,
14 7

  2 (11 17,
14 7

  3 (17 35,
13 26

  4 (52 17,
13 13

  

 :تایی به صورت زیر برآورد شده است18ه تصادفی یک نمونبر اساس y وxرابطه بین .24
2ŷ 15 1.7x , R 0.64= + =  

0β براي آزمون فرضیهt آزمون هآمار   )86  ـاقتصاد(  کدام است؟ y وx، یعنی عدم وجود رابطه بین=
1( 2.46  2( 3.12  3( 5.33  4 (6.05  

)در معادله رگرسیون .25 )E y | x x= α + βتخمین حداقل مربعات از پارامتر β 87  ـاقتصاد(  :  ازعبارت است( 

1 (i i
2
i

x y
b

x
=

∑
∑

    2 (( )( )i i
2
i

x x y y
b

x

− −
=

∑
∑

  

3 (
( )

i i
2

i

x y
b

x x
=

−

∑
∑

    4 (
( )

( )

n

i i
i 1

n 2
i

i 1

x y y

b
x x

=

=

−

=

−

∑

∑
  



 آمار و احتمال
 

  

 

708  
 

)تابع تولید .26 ) ( )
t t tlog Q 0.12 0.7 log L e

0.02 0.9
= + اعداد . رآورده شده است مشاهده ب22مدت با استفاده از ، در کوتاه+
  )88  ـاقتصاد(  :توان گفت صورت می در این. داخل پرانتز انحراف معیار ضرایب است

  .شود  درصد افزایش در تولید می0.7 سببLدرصد افزایش در یک) 1
  .شود  واحد افزایش در تولید می0.7 سببLیک واحد افزایش در) 2
  .دار نیست  رگرسیون برآوردشده معنی95%با اطمینان) 3
  . استL سطح تولید متأثر از مقدار95%با اطمینان) 4

  )86   ـمحیط زیست( : این است کهخطی در رگرسیون  منظور از هم .27
  . مطابقت دو خط رگرسیونی با یکدیگر برقرار است )1
  . بین خطاهاي رگرسیونی وابستگی وجود دارد) 2
  . بین عوامل رگرسیونی وابستگی وجود دارد) 3
  . تطابق خط رگرسیون واقعی جامعه با برآورد آن خط وجود دارد) 4

iدر یک مدل رگرسیون به صورت .28 iy a , i 1,..., n= + ε  از روش کمترین مربعات خطا، کدام a مقدار برآورد=
  )87 ـ محیط زیست(  است؟

1 (y  2 (( )2
iy y−∑  3 (i

2
i

y

y
∑
∑

  4 (( )
( )

i
2

i

y y

y y

−

−

∑
∑

  

iونی به صورتفرض کنید مدل رگرسی .29 i iy a bx e , i 1, 2,...,n= + +  چقدر bمقدار.  و شرایط زیر برقرار است=
2است؟ 

i i i ix y 2n , y 3n , x n , x 0= = = =∑ ∑   )87 ـ محیط زیست( ∑
  −1) 4  صفر ) 3  1 )2 2 )1

  )88 ـ محیط زیست ( برآورد شیب خط رگرسیون کدام است؟. هاي جدول مقابل مفروض است داده .30
1 (23

13
  2 (23

13
−  

3 (1  4 (1−  

x 5 0 7

y 2 15 4
  

yدر رگرسیون خطی .31 ax b= هاي زیر  یک از عبارت  کدامه پراکندگی مشاهدات حول خط رگرسیون به وسیل+
:شود؟ بهتر توصیف می yها میانگین نمونه،ˆ: yبرآورد مقدارy ) 88 ـ محیط زیست(  

1 (( )
n

2
i i

i 1

ˆy y
=

−∑  2 (( )
n

2
i

i 1
y y

=

−∑  3 (( )
n

2
i

i 1
y y

=

+∑  4 (( )
n

2
i i

i 1

ˆy y
=

+∑  



 

  
  
  
  

  اریفتع
 .  درست است2گزینه   .1

  :با توجه به اینکه
  ، باید شامل تساوي باشد0Hفرض -1
  ،تواند باشد  می فرضادعا در هر دو -2
3- 1 0H ,Hنقیض یکدیگرند ،  

  :داریم
) گرم است3ها کمتر از میانگین وزن بسته: ادعا )3µ <.  

) قرار گرفته و نقیض آن1Hچون ادعا شامل تساوي نیست در )3µ   . است0H در≤

  0

1

H : 3

H : 3

µ ≥
 µ <

  

 . درست است4گزینه   .2
  :یادآوري

  

  
  

=1 سطح اطمینان آزمون=0Hناحیه قبول   − α   0Hسطح زیر منحنی=
=سطح بحرانی آزمون=خطاي نوع اول=0Hناحیه رد=1Hناحیه قبول=دار سطح معنی   α   1Hسطح زیر منحنی=

  هاي تشریحی پاسخ
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   آمارييخطاها
  . درست است2زینه گ  .3

0H درست باشد0Hکه فرض  درصورتی0Hاحتمال رد فرض   ) :0رد|درست= P (Hα   خطاي نوع اول=
 0Hاي در انتخاب ارجح است که در مورد  بنابراین گزینه، است0H و یا پذیرفتن کردنروي رد بر دقت کنید که همواره بحث

  .صحبت کرده باشد

 توان آزمون

  . درست است4گزینه   .4
*  :یادآوري 1→ β = − β1احتمال خطاي نوع دوم=  توان آزمون−

  . درست است2گزینه   .5
*  :یادآوري 1→ β = − β1 احتمال خطاي نوع دوم=   توان آزمون−

  روابط خطاها
  . درست است2گزینه   .6

  .واقع نادرست است  به0H زیاد است یعنی0Hف بین مقدار پیشنهادي و واقعیبا توجه به اینکه اختلا
  :بنابراین داریم

  0H ) *رد|به واقع غلط=1
0P(Hβ =  

  . درست است2گزینه   .7
) در مورد احتمال خطاي نوع اولنکات زیر )αخطاي نوع دوم ،( )βو توان آزمون ( )*βبرقرار است :   

) جمع خطاي نوع اول و نوع دوم لزوماً یک نمی شود-1 )1α + β ≠.  

)ون برابر یک است جمع خطاي نوع دوم و توان آزم-2 )* 1β + β  بنابراین ،=
*

*

1

1

β = − β

β = − β

.  

  . درست است 2 تنها گزینه ،با توجه به دو نکته بالا

  آزمون فرض میانگین جامعه 
  . درست است4گزینه   .8

  ( )( )22: X N 2kg , 0.2kgµ = σ =هاي شکر وزن بسته  

) کیلوگرم 2ها بیش از وزن بسته: ادعا   ) 0

1

H : 2
1

H : 2
µ ≤

 µ > ←
  

  . نرمال خواهد بودX هر چه باشد توزیعn نرمال و واریانس جامعه معلوم است پس،جامعه

  X 2.3 2 0.3 5: Z 7.5
0.2 0.2

n 25

− µ − ×
= = = =

σ
)آماره آزمون )2  

 کیلوگرم در نظر 0.2 گرم را200 بنابراین انحراف معیار،د که میانگین و انحراف معیار باید براساس یک مقیاس باشنددقت کنی
  .مقیاس باشد گیریم که با میانگین هم می
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  آزمون مقایسه میانگین دو جامعه 
 .  درست است1گزینه   .9

  هاي دوجامعه برابري میانگین
  ( ) 0 1 2

1 1 2

H :
1

H :

µ = µ ←
 µ ≠ µ

  

1ها نامعلوم اما برابر و با توجه به اینکه دو جامعه نرمال، واریانس 2n , n   آماره آزمون) الف - 3(موردبر   بنا، است≥30

1 2µ = µ1، توزیع 2X X−،t 1 با درجه آزادي 2n n 2+   : است و داریم−

  
( )

( ) ( ) ( )
1 2

1 2 1 2
n n 2

p
1 2

2 2
1 22

1 2 p p

2 2
1 21 2

X X 170 153 0 17 51t 12.75
41 1 1 1 1S 4 4

n n 18 18 9
2

S S 15 17n n 18 S 16 S 4
2 2

x 170 , S 15 , x 153 , S 17

+ −

 − − µ − µ − − = = = = =


+ +



+ +
= = → = = = → =


 = = = =

  

1اگر 2n n n=    باشد،=

  
( ) ( )2 2

1 22
p

n 1 S n 1 S
S

n n 2

− + −
=

+ −
( )

2 2
1 2

2 n 1

S S

2
−

+
=  

  .  درست است1گزینه   .10
1دو جامعه نرمال، واریانس جوامع نامعلوم و پیش فرض نابرابر و 2n , n هاي دو   بنابراین آماره آزمون برابري میانگیناست، >30

0  . است rودنت با درجه آزاديیاست−tجامعه،  1 2

1 1 2

H :
H :

µ = µ
 µ ≠ µ

  

  ( )1 2
r 2 2

1 2

1 2

X X 0 171 162 9 9 35t
70 120 490 600 1090S S
5 7 35n n

− − −
= = = =

+
++

  

  .  درست است3گزینه   .11

  0 1 2

1 1 2

H :
H :

µ = µ
 µ > µ

  

هاي دو نمونه  بنابراین توزیع تفاضل میانگین. ها کوچک است عه نرمال، واریانس جوامع نامعلوم اما برابر و تعداد نمونهدو جام
( )1 2t , X X− nاستیودنت با درجه آزادي − m 2+   . است −

  

( )

( ) ( )

1 2
n m 2

p

2 2
1 22

p

X X 0
t

1 1S
n m

n 1 S m 1 S
S

n m 2

+ −

 − −
 =

 +



− + − = + −
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  آزمون فرض نسبت جامعه 
 . ست است در2گزینه   .12

nآماره آزمون نسبت براي 0  : نرمال است<30

1

H : p 0.5

H : p 0.5

=
 ≠

  

0

0 0

p p 0.45 0.5 0.05: Z 1
0.05p q 0.5 0.5

100n

− − −
= = = = −

×
  آماره آزمون

0 0
x 45p 0.45, p q 0.5
n 100

= = = = =  

n x)تعداد افراد داراي صفت خاص( و =100 45=  











  

  .  درست است1گزینه   .13

  
0

1

1H : p
2
1H : p
2

 =

 ≠


  

0

0 0

p p 0.6 0.5 0.1 30 30 6: Z
0.5 5 5p q 0.5 0.5

30n

− −
= = = = =

×
  آماره آزمون

x 18 6p 0.6
n 30 10

= = = =  
, n xتعداد محل هاي مورد نظر=30 :  











  

   مقایسه نسبت دو جامعه آزمون
 .  درست است4گزینه   .14

  0 1 2

1 1 2

H : p p

H : p p

≤


>
  

  
1

p p 2 50.6 0.5 0.1 0.1 11 2
Z

3p q p q 0.6 0.4 0.5 0.5 0.02 0.25 0.45 0.3 51 1 2 2
120 100 10 100 10n n1 2

p 0.6 , p 0.52
q 0.4 , q 0.51 2

n 120 , n 1001 2

− −
= = = = = =

× ×
+ ++

= =

= =

= =













  

  آزمون مقایسه واریانس دو جامعه 
  .  درست است2گزینه   .15

  
2 2

0 1 2
2 2

1 1 2

H :

H :

 σ = σ


σ ≠ σ
  

  
2 2
1
2 2
2

S 5 25: F 2.77 2.8
9S 3

= = = = آماره آزمون  
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  .  درست است1گزینه   .16

  
2 2

0 1 2
2 2

1 1 2

H :

H :

 σ = σ


σ ≠ σ
  

  
2 2
1
2 2
2

S 6 36: F 0.36
100S 10

= = =   آماره آزمون=

)(آزمون نیکویی برازش  )2χساده(  

 .  درست است4گزینه   .17

)صورت   به) ساده2χ( از آزمون نیکویی برازش ،براي بررسی همگن بودن وجوه یک تاس )
( )i i

i

2
k o e2

k 1
ei 1

F F

F−
=

−
χ = ∑ 

n در این مسئله با توجه به.کنیم ه میاستفاد k بار پرتاب یک تاس براي =60 هاي  ، فراوانی)وجه تاس 6( دسته =6
)شده مشاهده )ioFهاي موردانتظار فراوانی؛  داده شده است( )ieFنظر گرفتن همگن بودن وجوه تاس با احتمال   با در

iیکسان
1 1p
k 6

 = = 
 

صورت  به
ie i

n 60F np 10
k 6

= = =   :داریم بنابراین ،آید دست می  به=

  عدد  1  2  3  4  5  6  

ion F 60= =∑  7  9  13  11  8  12  ioF  

  10 10 10 10 10 10  ieF  

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i

i

2
2 2 2 2 2 26 o e2 2

k 1 5 ei 1

F F 12 10 8 10 11 10 13 10 9 10 7 10
2.8

F 10 10 10 10 10 10−
=

− − − − − − −
χ =χ = = + + + + + =∑  

)(آزمون استقلال  )2χمضاعف  (  

 . درست است3گزینه   .18

  : ستون عبارت است ازc سطر وrدرجه آزادي یک جدول توافقی با :یادآوري

  ( )( )3 1 4 1 2 3 6= − − = × ) درجه آزادي= )( ) r 3,c 4r 1 c 1 = == − − →درجه آزادي   

  .  درست است4گزینه   .19
شده هاي مشاهده جدول داده)  مضاعف2χ(در آزمون استقلال دو پیشامد  :یادآوري

ijoF) که  شود میداده ) جدول پیشایندي
پس از به دست آوردن جدول

ijeF) آوریم دست می آماره آزمون را بهآن  از روي ،)ورد انتظارجدول م:  

)  امjجمع ستون×امiجمع سطر )ij ij

ij

2
o e2

e

F F
:

F

−
χ = ijeF  جمع کل  آماره آزمون∑∑ =  
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ijo

A
B

F eij

A
B1 2

1 10 10 20 F
2 20 60 80

30 70 100






→





∑

∑

1 2

20 30 20 701 6 14
100 100

80 30 80 702 24 56
100 100






× ×
= =




× × = =



  

  )آزمون برابري میانگین چندجامعه(آنالیز واریانس 
  .  درست است3گزینه   .20

هاي  کنیم و با توجه به داده استفاده می) Fآماره آزمون(از آنالیز واریانس ) منطقه 3(براي آزمون مقایسه میانگین چند جامعه 
  :گیرد اول آنالیز واریانس مورد استفاده قرار می رابطه ،مسئله

  

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2,27k 1,k n 1

SS Tr 6.4
k 1 3 1F F 1.6
SSE 54

k n 1 3 10 1

SST SSE SS Tr SS Tr 60.4 54 6.4
SSE 54 , SST 60.4 , k 3 , n 10

− −


 − − = → = =



− −

 = + → = − =
 = = = =

  

 .  درست است3گزینه   .21
با توجه به . کنیم  استفاده میFاست از آنالیز واریانس و آماره آزمون) بیش از دو جامعه(چون مقایسه میانگین بین سه شهر 

  :گیرد وم آنالیز واریانس مورد استفاده قرار می رابطه د،هاي مسئله داده

  ( )

( )
( ) ( ) ( )

2
i 2 2 2

2,9k 1,k n 1 2
i

i

n x x 4 110 110 100 110 120 110k 1 3 1F F 2
180 220 200s

3k
x 110 100 120x 110 , k 3 , n 4

k 3

− −

 −  − + − + −  −  −= → = =
 + +




+ + = = = = =

∑

∑

∑

  

  .  درست است3گزینه   .22
0 1 2 3H : µ = µ = µ  
1Hحداقل یکی متفاوت است :  





  

   k 3 , n 6= =  

  ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2
i 2 2 2

2,15k 1,k n 1 2
i

n x x 6 7 7 6 7 8 7 3 0 1 13 1K 1F F 2
1 3S 3 2 4
3k

− −

−  − + − + − + +  −−= → = = =
+ +

∑

∑
  

  ix 7 6 8 21x 7
k 3 3

+ +
= = = =∑  
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  هاي رگرسیون و همبستگی مبانی رگرسیون و آزمون فرض
 .  درست است2گزینه   .23

  
( ) ( )

1 2 2

2

x y 8 16xy 43 43 32 11n 4: b
30 16 148x 30x 4n

×
− − −

= = = =
−

−−

∑ ∑∑
∑∑

  شیب خط

)که خط رگرسیون برآورد شده همیشه از نقطه با توجه به این )x , yآید دست می کند، مقدار عرض از مبدأ به  عبور می:  

  0 1
16 11 8 34 17: b y b x
4 14 4 14 7

= − = − × = 0عرض از مبدأ= 1y b b x= + →  

 .  درست است3گزینه   .24

  ( ) 0

1

H : 0
1

H : 0

β =
 β ≠

  

n 2 2

r 0.8t 5.33
1 0.641 r
18 2n 2

− = = =
−−

−−

  

2n)با توجه به مثبت بودن شیب خط رگرسیون( 18 , R 0.64 r 0.8 r 0.8= = → = → = +  

( )2









  

 .  است درست4گزینه   .25
شوند که نتیجه هر دو تخمین با هم  ضرایب معادله خط رگرسیون به دو روش حداقل مربعات و حداکثر درستنمایی برآورد می

 :برابر و عبارت است از

( )( )
( )

( ) ( )i i ii i
2

i

x y y x y yx x y y
: b

x x

− − −− −
= =

−

∑∑
∑ ( )

( )
( )

0

i i
2 2

i i

x y y

x x x x

−
=

− −

∑ ∑
∑ ∑

  شیب خط

: a y bx=   عرض از مبدأ−








  

  :یادآوري
)ها از میانگین همواره صفر است مجموع انحرافات داده: یت مهم میانگینخاص) 1 )iy y 0−  دقت کنید که رابطه بالا ∑=
 :صورت زیر هم باشده توانست ب می

  ( ) ( )
( )

( ) ( )i i ii i
2

i

y x x y x xx x y y
b

x x

− − −− −
= =

−

∑ ∑∑
∑ ( )

( )
( )

0

i i
2 2

i i

y x x

x x x x

−
=

− −

∑
∑ ∑

  

)شد که در صورت سؤال ذکر می درصورتی )2 )E Y | X x x= = βعرض از مبدأ (گذرد  ختصات می یعنی خط از مبدأ م
)صفر )0α  . بود درست1 آنگاه برآورد شیب خط بصورت زیر بود و گزینه) =

  i i
2
i

y x
b

x
= ∑

∑
  

  .  درست است3گزینه   .26
گاه در صورت اثبات  آن.  رد یا اثبات شودQو L شیب خط رگرسیون آزمون شود تا ارتباط خطی بیندار بودن بتدا باید معنیا

  .  صحبت کردL تأثیر یک واحد افزایش یا کاهش دردربارهتوان  می
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  :کنیم یب خط رگرسیون استفاده میدار بودن ش  معنیبراياستیودنت زیر −tهاي مسئله از آزمون  با توجه به داده :یادآوري

  0

1

H : 0
H : 0

β =
 β ≠

  

  ( ) 20n 2
b

b 0.7 7t t 0.77
S 0.9 9− = → = = =  

)  .ست ا2استیودنت براي درجات آزادي مختلف حدود−t در جدول t مقدار95%در سطح )20,0.975t 2.09=  
 پذیرفته 0H فرض،پس با توجه به شکل و مقدار آماره آزمون

 وجود Q وLشود که ارتباط خطی بین  یعنی ثابت میشود؛ می
سیون ر شیب خط رگ95%ندارد و یا به عبارت دیگر با اطمینان

دار بنابراین کل خط رگرسیون نیز معنا ،دار نیست برآوردشده معنی
  .نیست

  
شد، جمله زیر در مورد تفسیر خط رگرسیون   رد می0Hدار بود یعنی فرض که شیب خط رگرسیون معنی درصورتی ،دقت کنید

  : بوددرستبرآورد شده 
  .) بوددرست 2گزینه(  واحد افزایش می یابد0.7 به میزانQ مقدار متغیر وابستهLه ازاي یک واحد افزایش در متغیر مستقلب

  .  درست است3گزینه   .27
ین معناست که آیا بین چند متغیر مستقل موجود در خط ه اخطی یا خودهمبستگی در رگرسیون چندمتغیره ب آزمون هم
)رگرسیون )2 1, x , xهمبستگی وجود دارد یا خیر؟   

  .  درست است1گزینه   .28
)دقت کنید که در خط رگرسیون داده شده )i iy a= + εشیب خط رگرسیون صفر بوده است زیرا جزء bxر خط رگرسیون  د

Yشود دیده نمی a bx= +
0

 
+ ε  

 
 بنابراین با توجه به صفر بودن شیب خط رگرسیون و اینکه خط رگرسیون همواره از ،

)نقطه )x, yداریمأگذرد براي عرض از مبد  می  :  
  b 0: a y bx a y== − → Yعرض از مبدا = a bx= + →  

  .  درست است1گزینه   .29

  
( ) ( )2 2

2

x y 0 3nxy 2n 2nn nb 2
n0x nx nn

×
− −

= = = =

−−

∑ ∑∑
∑∑

  

  2xy 2n , y 3n , x n , X 0 x 0= = = = → =∑ ∑ ∑ ∑  

 .  درست است2گزینه   .30
  :در جدول مورد نظر اعداد صحیحی هستندyو xهکبا توجه به این

  
i

i

x 12x = 4
n 3
y 21y = 7

n 3


= =


 = =

∑

∑
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  :استتر  ر از نظر سادگی در محاسبه مناسب زیرابطهکارگیري  به

  

( ) ( ) ( )( ) ( )2x x y y x x
x y x x Y Y

5 1
5 2 1 5

32 16
0 15 4 8

9 9
7 4 3 3

46 26

− − −
− −

−
−

→ −
−

−
−

= − =∑ ∑

 

  ( )( )
( )2

x x y y 46 23
26 13x x

− − − −
= = =

−

∑
∑

  شیب خط رگرسیون

  .  درست است1گزینه   .31

  ( )
n 2

i i
i 1

ˆSSE Y Y
=

= =   )خطا( گی مشاهدات حول خط رگرسیون پراکند∑−

iŶ از خط رگرسیونyبرآورد مقدار   :  
  



 

  



 

  
  
  

 یفارتع

   هاي آماري نادرست است؟ درباره فرضکدام گزینه   . 1
  .ندا ها از نظر منطقی با هم مخالف فرض) 2  . فقط یک وجه دارد1Hفرض) 1
  .اند ها از لحاظ احتمالات به هم پیوسته فرض) 4  . بیانگر عدم وجود تفاوت است0Hفرض) 3

)هاي صفر فرض  . 2 )0H:  
  .شوند بدون شواهد معتبر، رد می) 2    .بیان ادعاها هستند) 1
  .گیرند ادعاهایی هستند که مورد تحقیق قرار می) 4    .بیان نفی ادعا هستند) 3

  کدام است؟0Hفرض. است» ب«کمتر از جامعه » الف«ادعا شده است که پراکندگی جامعه   . 3

1 (2 2
0 BAH : σ < σ  2 (2 2

0 BAH : σ ≤ σ  3 (2 2
0 BAH : σ ≥ σ  4 (2 2

0 BAH : σ > σ  

  خطاهاي آماري

  خطاي نوع اول
 : دهد که هاي فرض، زمانی خطاي نوع اول رخ می در آزمون  . 4

  .رست استکه فرض صفر د فرض صفر رد نشود، درصورتی) 1
  .که فرض صفر غلط است فرض صفر رد نشود، درصورتی) 2
)فرض صفر) 3 )0Hکه فرض صفر درست است  درصورتی، رد شود.  
  .که فرض صفر غلط است فرض صفر رد شود، درصورتی) 4

واند توان تست را افزایش ت هاي زیر می یک از گزینه کنید دودامنه باشد، کدام اي که تست می اگر آزمون فرضیه  . 5
  دهد؟

  کدام هیچ) β  4افزایش) 3  کاهش حجم نمونه) α  2افزایش) 1

 خودآزمایی
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0.05αدر سطح  . 6   : یک آزمون فرضیه مورد بررسی است، این بدان معنی است که=
  .باشد درست 0Hپنج درصد شانس وجود دارد که فرضیه) 1
  .شود رد 0Hحداکثر پنج درصد شانس وجود دارد که) 2
  .باشد درستپنج درصد شانس وجود دارد که فرضیه مقابل ) 3
  .باشدپنج درصد شانس وجود دارد که خطاي نوع دوم رخ داده ) 4

  خطاي نوع دوم
 کدام است؟» نوع دومخطاي  «،ها در آزمون فرض  . 7

  . نشان داده نشده است1H وقتی اعتبار0Hرد نکردن) 2  . درست است1H وقتی0Hرد کردن) 1
  . درست است1H وقتی0Hرد نکردن) 4  . درست است0H وقتی0Hرد کردن) 3

  توان آزمون
 درست است؟ها  یک از گزینه کدام  . 8

1(1α + β =  
P نادرست است0H وقتی0Hرد نکردن() 2 (α =  
P درست است0H وقتی0Hرد نکردن() 3 (α =  
1 درست نیست0H وقتی0Hرد کردن() 4 P (− β =  

  آزمون فرض میانگین جامعه 
Zکه درصورتی  . 9 Z جدول و=1.96 3=   داشت؟ 1H و0Hتوان درباره  محاسبه شده باشد، چه قضاوتی می−

1( 0H0 )2  .گیرد در ناحیه بحرانی قرار نمیHشود قبول می.  
3( 0H1 )4    .شود رد میHشود  رد می.  

Z و95%دامنه با سطح اطمینان در آزمون فرض یک  . 10 1.96=،Zهاي نمونه کدام باشد تا فرضیه   متناظر با داده
1Hرد نشود؟  
1 (Z 1.96< +  2 (Z 1.96< +  3 (Z 1.96>  4 (Z 1.96>  

)تعبیر  . 11 )1 2P 25.1 6.7 0.95− ≤ µ − µ ≤ −  :توان ادعا کرد  درصد می5 این است که در سطح خطاي=

1 (1 2µ < µ    2 (1 2µ = µ  
3( 1 2µ > µ    4 (اطلاعات براي اظهار نظر کافی نیست.  

X0H آزمون، نرمال صفر و یک است وآماره  . 12 : 40µ در .  است4.5مقدار آماره آزمون.  تعریف شده است=
 .) فرض شود1.96مقدار جدول( است؟ درست درصد کدام گزینه 95سطح اطمینان

1 (0H1) 2    .شود  تأیید میHشود  تأیید می.  
3 (1Hنیاز است موردگیري اطلاعات بیشتري براي تصمیم) 4    .شود  تأیید نمی . 
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n کنیدفرض  . 13 1X ,...,Xیک نمونه تصادفی به حجم n براي آزمون .  باشدλن با پارامتروز توزیع پواس ا=36
0Hفرض : 3λ 1H در مقابل= : 4λ 5α% در سطح= ix اگر=  در آن صورت آماره آزمون برابر ، باشد∑=144

  :است با
1( 3  2 (12  3( 2  4 (10 

 دقیقه 60طور متوسط حداکثر کند تعمیر یک دستگاه رایانه توسط این شرکت به یک شرکت تعمیراتی ادعا می  . 14
 10 با انحراف معیار64 دیده شده که متوسط زمان کارکرد براي تعمیر،25 به حجمدر یک نمونه. کشد طول می

5α%اگر. دقیقه است  شود؟  آزمون کدام است و از چه توزیعی استفاده میه باشد آمار=
   .شود  و از توزیع نرمال استاندارد استفاده می0.4 )1
   .شود و از توزیع نرمال استفاده می 2) 2
  .شود میاستفاده  درجه آزادي 24استیودنت با−t و از توزیع0.4) 3
  .شود  استفاده می درجه آزادي24استیودنت با−tو از توزیع  2) 4

  آزمون مقایسه میانگین دو جامعه
1nکهزمانی  ،هاي برابر هاي دو جامعه مستقل با واریانس براي آزمون تفاوت میانگین  . 15 2n و=20  باشد، =20

  :درجه آزادي برابر است با
1( 39  2( 38  3( 19  4 (18  

  آزمون نسبت جامعه 
0H آزمونزمانی که  . 16 : p 1Hو ≥0.7 : p هاي زیر فرضیه  یک از گزینه کنیم کدام  تست میα را در سطح<0.7

0Hکند؟  را رد می 
1( Z Zα<  2( Z Zα< −  3( Z Zα>  4 (Z 0<  

  آزمون واریانس جامعه
xاطلاعات  . 17 60=،XS n و=15 مقدار آماره آزمون براي فرضیه . دست آمده است  از یک جامعه نرمال به=10

X
2

0H : 100σ   کدام است؟=
1( 20.25  2( 6  3( 15  4 (1.35  

  جامعه آزمون مقایسه واریانس دو

اي حد بالا و پایین تخمین فاصله  . 18
2
1
2
2

σ

σ
 درستکدام گزینه .  است1تر از  درصد کوچک99 در سطح اطمینان

 است؟

1 (2
1σ2تر از  بزرگ

2σ2) 2    . است
1σ2تر از  کوچک

2σاست .  

3 (2
2σ2تر از  کوچک

1σ2) 4  . است
1σ2 و

2σهم اختلاف معناداري ندارند  با.  
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χ(آزمون نیکویی برازش    )ساده 2
مقادیر  . 19

ioFو 
ieFبه این صورت تعریف شده است : 

  i

i

o

e

F 5 10 8 7

F 5 8 9 8  

  مقدار آماره آزمون کدام است؟
1( 1.254  2( 2.753  3( 0.251  4 (0.736  

  درجات آزادي چقدر است؟دهنده توزیع یکنواخت باشد، تعداد  نشان0Hدر سؤال قبل اگر  . 20
1( 4  2( 2  3( 3  4 (1  

در آزمون این ادعا چند پارامتر برآورد .  توزیع پواسون استدارايادعا شده که توزیع تصادفات در سطح شهر   . 21
  خواهد شد؟

  صفر) 4  1 )3  2 )2  3 )1

0براي آزمون فرضیه  . 22 1 2H : p p=برابر است با، مقدار آماره آزمون Z 2.70= 2مقدار. −
αχ در آزمون 

 ـ مربع چقدر است ؟همگونی کاي 
1( 2.70  2( 2.70−  3( 7.29  4 (10.14  

χ(آزمون استقلال    ) مضاعف2
 تعداد درجات آزادي آن کدام است؟.  ستون وجود دارد4 ردیف و3یک جدول توافقی با  . 23

1(2  2(3  3(6  4 (12  

  :تقلال برابر است با تحت فرض اسزیر در جدول پیشایندي 2χي  مقدار آماره  . 24
1 (17  2(  14.5  

3 (100
6

  4 (100
14

  
B 1 2

A
1 20 30
2 40 10

100

  

 در چه ،دنهاي مختلف باشαبحرانی در سطحدهنده مقادیر   زیر نشاناعداداگر .  است8.35مقدار آماره آزمون  . 25
 شود؟  رد می0H صورتی

1( 7.779  2( 9.488  3( 11.143  4 (13.277  

  )جامعه ابري میانگین چندآزمون بر(آنالیز واریانس 
SST و3عامله، اگر تعداد تیمارها در تحلیل واریانس یک  . 26 SSE و=50 ) باشد،=18 )SS Tr است؟کدام  

  .اطلاعات کافی نیست )4  32 )3  36 )2  68 )1

)در سؤال قبل، مقدار . 27 )Ms Tr کدام است؟ 

1 (50
3

  2( 18  3 (32
3

  4 (16  
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  با کدام گزینه برابر است؟Fگاه مقدار  نمونه گرفته باشیم، آن5از هر تیماردر دو سؤال قبل، اگر   . 28
1( 10.67  2( 5.44  3( 8.30  4 (12.00 

  : آنالیز واریانس زیر ارائه شده استجدول ناقص  . 29
F  منبع تغییرات  مجموع مربعات  درجه آزادي  میانگین مربعات  

  رفتارها  140  5    
  خطا      12  
  جمع    29    

  جموع مربعات خطا کدام است؟م
1( 288  2( 180  3( 300  4 (240  

  :متوسط میزان محصول تولیدي چهار ماشین صنعتی در سه نوبت مختلف به شرح زیر است  . 30
1 2 3 4T T T T

13 15 8 11
8 11 12 15
9 13 7 10

  

مقدار مجموع مربعات انحراف مربوط به . را بررسی کنیمها   برابري متوسط مقدار تولیدي ماشینخواهیم می
) تیمارها )SSTکدام است؟   

1( 30  2( 40  3( 50  4 (80  

   کدام است؟SSEدر سؤال قبل درجه آزادي  . 31
1( 9  2( 3  3( 8  4 (12  

0در روش تحلیلی واریانس که درآن  . 32 1 2 3H : µ = µ = µبل فرضیه را در مقاaHاز آماره،دهیم  قرار می :   
1 (F 2)2  .کنیم استفاده میχ3  .کنیم  استفاده می( Z4  .کنیم  استفاده می (t کنیم استفاده می  

  هاي رگرسیون و همبستگی  رگرسیون و آزمون فرضمبانی
)اگر  . 33 ) ( )2 2ˆy y y y− = −∑   است؟کدامگاه ضریب همبستگی   باشد، آن∑

  1) 4  0 )3  0یا −1) 2  0یا 1) 1

 شود؟ ها بهتر توصیف می یک از این عبارت  کدامباپراکندگی مشاهدات حول خط رگرسیون   . 34

1 (( ) 2ˆy y+∑  2 (( ) 2ˆy y−∑  3 (( ) 2y y−∑  4 (( ) 2y y+∑  

0βید فرضخواه فرض کنید می  . 35 0β را در مقابل فرض= یک از این موارد را باید قبل از  کدام.  آزمون کنید≠
  کرد؟محاسبهبقیه 

1 (bS  2 (eS  3 (آمارهt  4 (کند فرقی نمی.  

nفرض کنید همبستگی  . 36  باشد، براي آزمون فرض استقلال دو متغیر −0.80 از متغیرهاي تصادفی  داده=3
)0ρ 0ρ در مقابل =  ؟کدام استمقدار آماره مورد نظر .  هستیمtناچار به محاسبه آماره) ≠

1( 1.33  2( 2.22−  3( 2.22  4 (1.33−  
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4
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  و حسابداري دیریتم
,0,9,5,8,12,7 ماه سال به ترتیب12سود شرکتی در  . 1 4,5,6, 2,   هاي نامطلوب کدام است؟ واریانس داده. باشد  می4,10

1 (10.33  2 (10.82  3 (11.63  4 (13.20   

) داده آمـاري  75در   . 2 )
75

i
i 1

x 15 0
=

− ) و ∑= )
75

2
i

i 1
x 15 432

=

− هــاي  اگـر ضــریب پراکنـدگی داده  . باشــد  مـی ∑=

i i
1y x a
2

=   کدام است؟ a باشد، 0.2 برابر +
1 (1.5  2 (1.5−  3 (2  4 (2−  

  ها کدام است؟  درصدي داده80متغیر . اند بندي شده متغیرهاي پیوسته در جدول زیر گروه  . 3
  

27 30−  24 27−  21 24−  18 21−  15 18−  12   حدود دسته  −15
  فراوانی  5  10  9  11  8  7

  

1( 25.875  2 (25.625  3 (26.125  4 (26.225  

) و2.5 انحراف معیار برابر داده آماري مقدار40در   . 4 )3
ix x−∑نوع چولگی آن کدام است؟. باشد  می60 برابر  

  چوله به راست ـ تفاوت زیاد با نرمال) 2  چوله به راست ـ تقریباً نرمال) 1
  ـ تفاوت زیاد با نرمالچوله به چپ ) 4  چوله به چپ ـ تقریباً نرمال)  3

  توان ساخت؟  میچهارحرفی چند رمز عبور ”SUCCESS“با حروف کلمه   . 5
1 (114  2 (124  3 (141  4 (142  

,1هر یک از ارقام  . 6 2,3, دهیم تا عدد   شش کارت باریک نوشته به طور تصادفی در کنار هم قرار می را بر روي4,5,6
  باشد؟  می5 یا مضرب 6مضرب ، با کدام احتمال عدد حاصل. شش رقمی حاصل شود

1 (1
2

  2 (2
3

  3 (1
3

  4 (3
4
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  مقدار کوواریانس کدام است؟.  به صورت زیر استY وXیرتابع احتمال توأم دو متغ  . 7
1 (1.05  
2 (1.25  
3 (1.45  
4 (1.65  

X
Y

1 2 5

2 0.2 0.3 0
4 0.1 0.15 0.25

−

  

 با کدام احتمال . است0.35 و0.4،0.25 مسابقه دارد، احتمال برد و باخت و مساوي در هر بازي به ترتیب          5تیمی  . 8
   برد و یک باخت و یک مساوي ممکن است داشته باشد؟3این تیم

1 (0.108  2 (0.112  3 (0.124  4 (0.128  

. کننـد   درصد ظروف سرامیک فروشگاهی را تولید می24 درصد و36 درصد،40 به ترتیب    C و A،Bسه کارگر   . 9
اگر یک ظرف تولیدي معیوب باشد، با کـدام  . باشد  می1 و3،2درصد صنایع دستی معیوب این کارگران به ترتیب 

   تولید کرده است؟Cاحتمال این ظرف معیوب را کارگر
1 (1

6
  2 (1

8
  3 (1

9
  4 (2

9
  

احتمال اینکه حسابرسی داخلی متوجه هر اشـتباه باشـد   . هاي شرکتی داراي اشتباه است هشت مورد از حساب   . 10
  ي متوجه شده است؟با کدام احتمال، ممکن است پنجمین حساب اشتباه دومین حسابی باشد که و.  است0.6

1 (0.09216  2 (0.0512  3 (0.0532  4 (0.01152  

)در این توزیع احتمال اگر  . باشد   می 2در توزیع پواسون، انحراف معیار برابر         . 11 )P X 0 0.018=  گـاه  آن ، باشـد =
( )P X   ، کدام است؟=3

1 (0.108  2 (0.186  3 (0.192  4 (0.204  

)  با تابع چگالی یکنواختXواریانس متغیر تصادفی  . 12 )
1 ; 1 x 5

f x 6
0 ;

 − < <= 


   کدام است؟

1 (2  2 (2.5  3 (3  4 (3.6  

انحراف معیار توزیع میانگین نمونـه،      . کنیم  تایی انتخاب می  16هاي  ، نمونه 6 عضوي با واریانس   97از یک جامعه   . 13
  کدام است؟

1 (0.5625  2 (0.5675  3 (0.6525  4 (0.6575  

   در جدول زیر کدام است؟y و xضریب همبستگی بین دو صفت   . 14
1 (0.25  2 (0.25−  
3 (0.3  4 (0.3−  

x 2 3 4 5 6
y 4 2 5 1 3

 

 نفر کارمند در مورد وضع بهداشت محل کار به طور تصادفی سـؤال        10 نفر کارگر و   40در یک کارگاه تولیدي از      . 15
  کدام است؟» کاي دو«با استفاده از فراوانی مورد انتظار، آماره . شده است

   کارمند کارگر
  راضی 7 18

1 (2  2 (2.25  
3 (2.75  4 (3  

  ناراضی 3 22
  

 جاي دیگر
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  علوم اقتصادي

هـا برحسـب انحـراف از میـانگین       شیب خـط رگرسـیون و داده  2β̂(آید؟   ی از کدام فرمول به دست م      2rمقدار  . 1
  .)باشند می

1 (2 2 t t
2 2

t

x yˆr
y

∑
=β

∑
  2 (

2
2 2 t

2 2
t

xˆr
y

∑
=β

∑
  3 (

2 2
2 t t

2 2
t t

x y
r

x y
∑

=
∑ ∑

  4 (
2

2 X
2 2

Y

Sˆr
S

 
=β   

 
  

)منظور از میانگین مجذور خطا   . 2 )ˆMSE β چیست؟   

1 (( ) ( )2ˆ ˆMSE Eβ = β −β    2 ()تورش( )ˆ ˆ ˆMSE V ar ( β = β+ β   

)اریبی(2) 3 ) ( )ˆ ˆ ˆMSE V ar (β = β − β  4 (( ) ( ) 2ˆ ˆMSE E E β = β− β   

1هاي آماري اگر واریانس داده  . 3 2 nx , x ,..., xهاي آماري زیر کدام است؟  باشد، واریانس داده15 برابر  
1 2 n3x 2,3x 2,...,3x 2+ + +  

1 (135  2 (220  3 (155  4 (225  

اي تصـادفی بـه حجـم          منطقه، از هر یک از این مناطق نمونه        4زینه مواد غذایی خانوارها در    به منظور مقایسه ه     . 4
n  و 12برابـر ) تیمارهـا (گروهـی   بر اساس نتایج مشاهدات، مجموع مربعـات بـین   .  خانوار انتخاب شده است    =5

  :مقدار عددي آماره آزمون عبارت است از.  به دست آمده است32برابر با) خطاها(ربعات درون گروهی مجموع م
1 (16,3

3F
10

=  2 (16,3F 0.5=  3 (3,16
10F
3

=  4 (3,16F 2=  

هـا در ایـن       اگر حقـوق  .  هزار تومان است   20 و 50ترتیب برابر   معیار حقوق در یک سازمان به     میانگین و انحراف      . 5
  : درصد افزایش یابد، در آن صورت ضریب تغییرات حقوق25اندازه سازمان به

  .یابد  درصد افزایش می25) 2  . درصد افزایش خواهد داشت25بیش از) 1
  .هیچ تغییري نخواهد کرد) 4  .یابد  درصد افزایش می25کمتر از) 3

)اگر آماره   . 6 )
n

i i
i 1

T X a x
=

 یک تابع خطی از نتایج مشاهدات و        ∑=
n

i
i 1

a 1
=

یـک از    برقرار باشد، واریانس با کـدام ∑=

  شود؟ شرایط ذیل حداقل می
1 (1 2 3 na a a ... a< < < <    2 (1 2 3 na a a ... a> > > >  

3 (1 2 n
1a a ... a
n

= = = =    4 (1 2 n
1a a ... a
n

= = = =  

 متر با سه قطعه زمین مربعی یکسان تعـویض شـود،   1 و7،5 به ابعادC وA،Bاگر سه قطعه زمین مربعی شکل       . 7
  هاي مساوي چقدر است؟ ابعاد زمین

1 (2  2 (4  3 (2.5  4 (5  

) داراي تابع چگالی احتمال به صورت Xاگر کمیت تصادفی   .  8 ) 5xf x 5e ; x 0−=    باشد، دهک هشتم توزیع کدام است؟<
1 (55e−  2 (( )1 ln 8

8
  3 (( )1 ln 5

5
  4 (88e−  
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) وα مقدار  داراي توزیع یکنواخت به صورت ذیل باشد،Xدر صورتی که متغیر تصادفی  . 9 )E Xترتیب برابراست   به
  :با

1 (( ) 1E X 3.5 ,
7

= α =  

2 (( )E X 171.5 , 7= α =  
3 (( )E X 2.5 , 7= α =  

4 (( ) 1E X 2.5 ,
7

= α =  

( )
0 x 0

f x 0 x 7
0 x 7

<
= α ≤ ≤
 >

  

  : tاي، مقدار بحرانی توزیع دار و اندازه نمونه براي هر سطح معنی  . 10
  .باشد  میZتر از مقدار بحرانی توزیع همیشه بزرگ) 2    .تبرابر صفر اس) 1
  .باشد  میZتر از مقدار بحرانی توزیع همیشه کوچک) 4  .باشد  میZبرابر با مقدار بحرانی توزیع) 3

 برابر سال قبل، در سال دوم، سه برابر سـال قبـل و در سـال                 2 در سال اول   با تغییر مدیریت در یک کارخانه، فروش         .  11
  به طور متوسط، مقدار فروش از شروع مدیریت جدید چند برابر شده است؟. سوم، چهار برابر سال قبل شده است

1 (2.5  2 (36
13

  3 (32 3  4 (3  

هـاي ریاضـی      احتمال اینکه کتاب  . دهیم  کتاب ریاضی و چهار کتاب اقتصاد را در یک ردیف کنار هم قرار می               سه  . 12
  :هاي اقتصاد نیز کنار هم قرار بگیرند، برابر است با کنار هم و کتاب

1 (2
35

  2 (1
2

  3 (12
7!

  4 (1
6!

  

)، کمترین مقدار عبارت2x و1xبراي دو مقدار . 13 )
2

2
i

i 1
x a

=

  : برابر است با∑−

1 (2 2
1 2x x+  2 (3  صفر (( )2

1 2
1 x x
2

+  4 (( )2
1 2

1 x x
2

−  

2S روز گذشته    100اي واریانس قیمت نفت در      اگر تخمین نقطه    . 14  درصـدي بـراي     95 باشد، فاصـله اعتمـاد     =10
2رانیمقادیر بح(واریانس جامعه کدام است؟  2

0.975,d.f 0.025,d.fX 73.361 , X 128.422=   .)باشند  می=

1 (990 990,
128.422 73.361

 
 
 

    2 (73.361 128.422,
990 990

 
 
 

  

3 (99 99,
1284.22 733.61

 
 
 

    4 (733.61 1284.22,
99 99

 
 
 

  

)انـد   ب در فرضیه صفر و یک بیان شده        که به ترتی   1µ و 0µاگر اختلاف بین مقدار     . 15 )0 0 1 1H : , H :µ =µ µ =µ 
  : بیان شود، توان آزمونµ∆با

  . استµ∆مستقل از) 2  .یابد  کاهش میµ∆با افزایش) 1
  . متناسب استµ∆با) 4  .یابد  می افزایشµ∆با افزایش) 3
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اگر تخمین زننده    . 16 min maxX X
X

2
+

 با توزیع نرمال با امید ریاضی nاي به حجم     در نمونه  Xاي   و میانگین نمونه   =

µ2 و واریانسσ،نسبت کارایی  تعریف شده باشد ( ) ( )( )V ar X / Var Xعبارت است از :  

1 (n
2

  2 (2
n

  3 (n
2

  4 (n
2

  

)تخمین حداکثر درستنمایی واریانس  .  17 )2σاي به حجم اي با توزیع نرمال مبتنی بر نمونه  در جامعهnبرابر است با :  

1 (
( )

n 2
i

i 1
X X

n
=

−∑
  2 (

( )
n 2

i
i 1

X X

n 1
=

−

−

∑
  3 (

( )
n 2

i
i 1

X X

n 2
=

−

−

∑
  4( 

( )
n 2

i
i 1

X X

n 1
=

−

+

∑
  

)سون داریمدر یک توزیع پوا . 18 ) ( )1P X 0 P X 2
2

= = ) مقدار= )P X   : برابر است با<0

1 (11 e−−  2 (1
2

  3 (21 e−−  4 (41 e−−  

 30و  Aده درصد محصـولات خـط  . شوند  تولید میB وAاي به تساوي توسط دو خط تولید   محصولات کارخانه   . 19
 اینکه ایـن   احتمال اگر کالایی به طور تصادفی انتخاب شود و سالم باشد،.  معیوب هستند  Bدرصد محصولات خط  
  باشد چیست؟  Bمحصول از خط تولید

1 (3
4

  2 (7
16

  3 (7
8

  4 (1
3

  

) داراي توزیع کاي ـ دوXمتغیر تصادفی  . 20 )2χضریب تغییرات این متغیر کدام است؟.  است15 با امید ریاضی  

1 (1
2

  2 (1
2

  3 (2  4 (2  
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  اي ریزي شهري و منطقه برنامه
  کدام مقیاس داراي صفر قراردادي است؟  . 1

  نسبی) 4  اي رتبه) 3  اي فاصله) 2  اسمی) 1

  هاي مقابل کدام است؟ اختلاف میانگین هندسی و میانگین حسابی داده  . 2
1 (0.24  2 (0.27  
3 (0.25  4 (0.28 

x 9 12 16
f 2 3 2  

  انحراف چارکی کدام است؟. پذیري کارکنان یک مجموعه در جدول زیر تنظیم شده است توزیع نمرات مسئولیت  . 3
18≥  16 18−  14 16−  12 14−  10   نمرات  >10  −12
  فراوانی  5  10  7  18  8  4

1 (2.12  2( 2.16  3 (2.14  4 (2.18  

ایـن  ضریب پراکندگی . باشد   می 808ها   و مجموع مجذورات این داده     168ها   داده آماري مجموع تمام داده     40در  . 4
  ها کدام است؟ داده

1 (0.38  2 (0.25  3 (0.35  4 (0.42  

صد این دانشجویان نمـرات بیشـتر از یـا       در 20.باشد   می 63.6نمرات دانشجویان داراي توزیع نرمال با میانگین        . 5
) دارند، اگر 72مساوي )P Z 0.84 0.8≤   ، انحراف معیار کدام است؟=

1 (8  2 (10  3 (9  4 (12  

  توان ساخت؟  چند رمز عبور چهارحرفی میSTANDARDا حروف کلمه ب  . 6
1 (576  2 (606  3 (596  4 (612  

)اگر   . 7 )C ov X, Y    چگونه است؟Y وXگاه رابطه بین  باشد، آن=0
  مستقل از هم) 2  رابطه غیرخطی یا مستقل از هم) 1
  .اي وجود ندارد رابطه) 4    رابطه غیرخطی) 3

 درصد نه 25 ندارند و درصد برچسب قیمت30 درصد تاریخ مصرف ندارند،45از محصولات تولیدي یک کارخانه  . 8
ها انتخاب شـود،   اگر کالایی از بین آن.  درصد کل محصول معیوب است 4تاریخ مصرف دارند و نه برچسب قیمت،      

  با کدام احتمال این کالا تاریخ مصرف و برچسب قیمت دارد و سالم است؟
1 (0.45  2 (0.50  3 (0.48  4 (0.54  

  ضریب چولگی کدام است؟. باشد  می121 و میانه134.4 و چارك سوم112.4در یک توزیع آماري چارك اول  . 9
1 (0.206  2 (0.224  3 (0.218  4 (0.226  

  است، مد کدام است؟ و این توزیع از چولگی معقولی برخوردار 42 و میانه36در یک توزیع آماري میانگین برابر  . 10
1 (40  2 (48  3 (45  4 (54  

   مجسمه قرار داد؟3 و2 و2توان در سه پارك مورد نظر به تعداد هفت مجسمه متمایز را به چند طریق می  . 11
1 (84  2 (168  3 (105  4 (210  
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) تابع aبه ازاي کدام مقدار  . 12 )

4 8
x 3 x

P X x ; x 0,1,2,3
a

  
  −  = =    یک تابع احتمال است؟=

1 (156  2 (220  3 (216  4 (224  

) محاسبه شده است،14.5 برابر2X و امید ریاضی3.5 برابرXامید ریاضی متغیر تصادفی  . 13 )V 2 X 5−    کدام است؟+
1 (9  2 (7.5  3 (8.5  4 (6  

 بار این آزمایش تکرار شود انحراف معیار تعداد         96 درصد است، اگر   60لیاحتمال موفقیت در یک آزمایش برنو       . 14
  ها در این توزیع کدام است؟ موفقیت

1 (4.8  2 (3.2  3 (3.6  4 (2.4 

ایـن نـوع   . کنـیم  گیري مـی  جهت بررسی اجراي یک پروژه بسیار وسیع شهري از برخی مناطق به تصادف نمونه   . 15
  گیري کدام است؟ نمونه

  اي طبقه) 4  منظم) 3  اي خوشه) 2  تصادفی ساده) 1

)تابع چگالی احتمال به صورت   . 16 ) ( )3k 16 x x 0 x 4
f x

0

 − ≤ ≤= 


   کدام است؟kعدد.  داده شده است

1 (1
32

  2 (1
8

  3 (1
16

  4 (1
64

  

انحـراف معیـار    . کنـیم    عضوي، انتخاب مـی    64ونه، به طور تصادفی نم    12 و واریانس  72اي با میانگین    از جامعه   . 17
  میانگین کدام است؟

1 (1.5  2 (1.25  3 (1.75  4 (1.8 

یـک نمونـه    . انـد    درصد مردم از عملکرد کارکنان شهرداري راضـی        80کند که   روابط عمومی شهرداري ادعا می     . 18
آماره آزمون براي بررسی صحت . اند  درصد آنان از عملکرد شهرداري راضی75تایی از مردم انتخاب شده که     400

  این ادعا کدام است؟
1 (2.5−  2 (1.5−  3 (1.25  4 (1.75 

   کدام است؟y وxضریب همبستگی بین دو صفت  . 19
1 (0.4  2 (0.2  
3( 0.5  4 (0.6 

x 5 9 11 7
y 8 12 10 6  

  

 سایر جاي
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 (GIS)سنجش از دور و سیستم اطلاعات جغرافیایی 

ایم و میـانگین   هاي بیشتر از چارك سوم را حذف کرده      هاي کمتر از چارك اول و داده        در یک توزیع متقارن، داده      . 1
  هاي اصلی کدام است؟  میانگین حسابی داده. باشد  می72پیراسته 

  . بینی نیست قابل پیش) 4  72بیشتر از) 3  72کمتر از) 2  72) 1

ضـریب پراکنـدگی   . باشـد   مـی 405هـا   و مجموع مربعـات ایـن داده  81ها  داده آماري مجموع تمام داده   45در  . 2
3متغیرهاي جدیدي که هر یک از

2
   واحد بیشتر باشد، کدام است؟ 4.5هاي مفروض  داده

1 (0.125  2 (0.225  3 (0.25  4 (0.5  

   است؟ 36.5ها کمتر از  چند درصد داده. اند بندي شده هاي آماري پیوسته یک پژوهش در جدول زیر گروه داده  . 3
  

45 50−  40 45−  35 40−  30 35−  25 30−  20   حدود دسته  −25
  فراوانی  12  17  19  20  15  7

  

1 (56  2 (60  3 (63  4 (64 

) داده آماري،25در  . 4 )4
ix x 6075−   ضریب کشیدگی کدام است؟ . باشد  می3و انحراف معیار جامعه برابر  ∑=

  3) 4  1) 3  0.263) 2  صفر ) 1

  توان ساخت؟  چند رمز عبور چهارحرفی می» SKEWNESS«با حروف کلمه  . 5
1 (224  2 (242  3 (268  4 (286  

1احتمال قبولی در آزمایش اول . کند شخصی در چهار آزمایش متوالی شرکت می  . 6
2

، احتمال قبولی در هر آزمایش 

1در آزمایش قبل    بعدي با شرط قبولی     
2

1 و در صورت رد در آزمایش قبل        
4

باشد و اگر حداقل در سه آزمایش   می
  احتمال پذیرش وي کدام است؟ . قبول شود، پذیرفته خواهد شد

1 (5
32

  2 (7
32

  3 (9
32

  4 (11
32

  

)رو، مقدار در توزیع احتمال جدول روبه  . 7 )V 2X 3−    کدام است؟ +
1 (5.9  2 (9.6  
3 (10.8  4 (11.8  ( )

x 3 5 6 8
f x 0.2 0.4 0.15 α

  

. دهنـد    رأي می  C درصد به نامزد   20 و B درصد به نامزد   A،30 درصد به نامزد   50بینی  در یک انتخابات، طبق پیش       .  8
  دهند؟   رأي میCزد نفر به نام2 وB نفر به نامزدA،1 نفر به نامزد3 نفر آماده رأي دادن، با کدام احتمال6از
1 (0.018  2 (0.054  3 (0.06  4 (0.09  

یک مهره از ظرف خارج کرده و به جاي آن دو مهره بـه رنـگ   .  است مهره آبی موجود  9 مهره قرمز و   6در ظرفی   . 9
 ـ   اگر هر دو مهره خارج شـده همرنـگ  . کنیم دیگر در ظرف می ریزیم سپس یک مهره خارج می   دام  باشـند، بـا ک

  احتمال هر دو مهره قرمز است؟
1 (2

5
  2 (3

5
  3 (5

17
  4 (12

17
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  ست؟هاي نارسا کدام ا  پیام کوتاه، انحراف معیار تعداد پیام150در ارسال. نارساست» هاي کوتاه پیام«چهار درصد از  .   10
1 (1.8  2 (2.4  3 (3.2  4 (4.5  

 واحد این کـالا  4000با کدام احتمال از بین.  عدد آن معیوب است125 واحد کالا به طور متوسط100,000از هر   . 11
)ست؟  کالا معیوب ا2حداکثر )5e 0.007− =  

1 (0.108  2 (0.112  3 (0.129  4 (0.135  

) با تابع چگالی احتمالXامید ریاضی متغیر تصادفی  . 12 ) 3
1 ; 0 x 8

f x 6 x
0 ;

 < <= 



   کدام است؟،

1 (3.2  2 (3.6  3 (4.2  4 (4.6  

Xپس از محاسـبات لازم    . ایم   عضوي انتخاب کرده   100در یک جامعه آماري یک نمونه      . 13 S و =35.5  حاصـل   =8
) درصد اطمینان، میانگین جامعه در کدام فاصله است؟ 92با. شده است )1.75

0S 0.46=   
1 (( )34.9 , 36.1  2 (( )34.1 , 36.9  3 (( )33.9 , 37.1  4 (( )33.4 , 37.6  

  رو، کدام است؟   در جدول روبهx نسبت بهyشیب خط رگرسیون برآوردي  . 14
1 (0.525  2 (0.575  
3 (0.625  4 (0.675  

x 5 7 11 12 15
y 3 4 6 8 9

  

  شده یتس را به کار برد؟  در محاسبه آماره کاي دو، جدول توافقی با کدام درجه آزادي، بهتر است دستور اصلاح  . 15
  5بیشتر از) 4  3بیشتر از) 3  2) 2  1) 1

 دیگر جاي
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  محیط زیست
  نامند؟  اي از تمام مشاهدات جامعه استفاده شود، آن را چه می اگر در بررسی فرضیه  . 1

  همبستگی ) 4  پارامتریک ) 3  استنباطی ) 2  توصیفی ) 1

   کدام است؟ 24 و18 و6.75 و54 و12هاي  میانگین هندسی داده  . 2
1 (14.4   2 (15.6  3 (16  4 (18  

  ام است؟ شده جدول زیر، میانگین حسابی کد بندي هاي آماري دسته در داده  . 3
  

255 265−  245 255−  235 245−  225 235−  215   حدود دسته  −225
  فراوانی تجمعی  11  28  51  72  90

  

1 (241  2 (242  3 (243  4 (244 

  شده زیر کدام است؟  بندي هاي آماري طبقه انحراف چارکی در داده  . 4
  

24≥  20 24−  16 20−  12 16−  8   فاصله طبقات  >8  −12
  فراوانی مطلق  4  12  16  18  9  5

  

1 (3.74  2 (3.77  3 (3.82  4 (3.84 

 محاسبه 9 و 7،10ها به ترتیب    ها متفاوت و واریانس     ، میانگین 200 و 110 و 90در سه جامعه با تعداد مشاهدات       . 5
  جامعه مورد قبول است؟ کدام عدد براي واریانس ترکیب این سه . اند شده

1 (8.775  2 (8.825  3 (8.95  4 (8.59  

هـا در کـدام بـازه      درصد داده84حداقل» شف  بی  چی« بنا بر قضیه     64 و واریانس  52در یک پژوهش با میانگین      . 6
  است؟ 

1 (( )32,72  2 (( )40,64  3 (( )42,62  4 (( )44,60  

  در یک توزیع با ضریب چولگی مثبت، کدام نابرابري برقرار است؟   . 7
   مد > میانه >میانگین) 2     مد > میانگین >میانه) 1
   میانه >یانگین  م>مد) 4     میانگین> میانه >مد ) 3

) داریـم  15 داده آماري با میانگین    60 براي  . 8 )2
ix 15 300− ) و ∑= )4

ix 15 4500− ضـریب کشـیدگی    . ∑=
  کدام است؟ 

  صفر ) 4  3) 3  1) 2  0.5) 1

   نفره جاي داد؟ 4 نفره و3 نفره و2هاي  نفر کارمند جدید را در اتاق9توان  به چند طریق می  . 9
1 (1080  2 (1170  3 (1260  4 (1350  

ها همرنگ  اگر فقط دو مهره از آن. آوریم  مهره بیرون می3 مهره سیاه است، 5 مهره سفید و   4از ظرفی که داراي     . 10
  اند؟   مهره سیاه خارج شده1 مهره سفید و2باشند، با کدام احتمال

1 (2
5

  2 (3
5

  3 (3
7

  4 (4
7
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آوریم، بـا کـدام      ها بیرون می    به تصادف دو مهره از بین آن      . ایم   مهره یکسان نوشته   10 را بر روي     10 تا 1 اعداد  . 11
  اند؟   هم احتمال اعداد این دو مهره متوالی

1 (1
4

  2 (1
5

  3 (1
6

  4 (2
9

  

 و احتمال قبـولی وي در       0.6احتمال قبولی وي در امتحان اول     . کند  درپی شرکت می     شخصی در سه امتحان پی      . 12
شرط پذیرش، قبولی حـداقل در      .  است 0.3 یا 0.6امتحان قبلی به ترتیب   امتحانات بعدي به شرط قبولی یا رد در         

  دو امتحان است؛ احتمال پذیرش وي کدام است؟ 
1 (0.405  2 (0.496  3 (0.504  4 (0.512  

) تابعaبه ازاي کدام مقدار . 13 )

5
x

P X x ; x 0,1, 2,3, 4,5
a

 
 
 = =    یک تابع احتمال است؟ =

1 (16  2 (32  3 (48  4 (64  

)اگر  . 14 )E X ) و=3.5 )2E X ) باشد،=14.5 )V 2X 3−    کدام است؟ +
1 (7.5  2 (8  3 (10  4 (9  

)اگر  . 15 ) ( ) ( )E XY 9 , E Y 2.5 , E X 3.2= = )هگا  باشد، آن= ) ( ) ( )V X V Y V X Y+ −   برابر با کدام است؟ −
1 (2−  2 (1−  3 (2  4 (1  

شده،   نهال کاشته5با کدام احتمال از. شوند یشده سبز م  هاي کاشته    درصد نهال  80هاي موجود،   بینی  بنا بر پیش    . 16
  شود؟   نهال سبز می2حداقل

1 (0.99328  2 (0.99216  3 (0.98736  4 (0.98924  

  ع، امید ریاضی مربع انحراف معیار است؟ در کدام توزی  . 17
   استودنت t) 4  ـ دو  کاي) 3  برنولی ) 2  پواسون ) 1

 پرنـده تلـف     5 پرنده مهاجر با کـدام احتمـال       2500از بین .  در هزار است   1.2نسبت تلفات در پرندگان مهاجر     . 18

3شوند؟ می
1 0.048
e

 
= 

 
  

1 (0.0972  2 (0.0986  3 (0.1007  4 (0.1005  

) با تابع چگالی احتمال      X متغیر تصادفی   . 19 ) ( )1 2x k ; 0 x 1
P x 3

0

 + ≤ ≤= 


 kبـا تعیـین   .  داده شـده اسـت     

1Pمقدار 0 X
2

 ≤ ≤ 
 

   کدام است؟ 

1 (1
2

  2 (1
3

  3 (7
12

  4 (5
12

  

اگـر  . باشـد    مـی  5 و انحـراف معیـار     16کارکنان یک سازمان توزیع نرمال با میـانگین       پذیري    نمرات مسئولیت   . 20
( )P Z 0.44 0.67≤    دارند؟ 13.8 باشد، چند درصد کارکنان نمراتی کمتر از=

1 (17  2 (33  3 (34  4 (67  

 جاهاي دیگر
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میانگین ایـن   . باشد   می −1 و 2 برابر Z بر حسب متغیر استاندارد    24 و 33 در یک توزیع نرمال اندازه دو مقدار        . 21
 جامعه کدام است؟

1 (25.5  2 (26  3 (26.5  4 (27  

 بتوان تقریب Xداقل چقدر باشد تا براي آمارهدر یک توزیع آماري پیوسته داراي چولگی شدید، مقدار نمونه ح  . 22
  نرمال به کار برد؟

1 (30  2 (50  3 (60  4 (100  

 درصد افراد یک نمونه     55با کدام احتمال حداقل   . دارند پنجاه درصد از کارکنان شرکتی تحصیلات دانشگاهی          . 23
) نفره از آنان تحصیلات دانشگاهی دارند؟100تصادفی )1S 0.1587−

−∞ =  
1 (0.1587  2 (0.3174  3 (0.6587  4 (0.8413  

   در جدول زیر کدام است؟ y وx شیب خط رگرسیون دو صفت  . 24
1 (0.2  2 (0.25  
3 (0.3−  4 (0.4−  

X 5 3 4 7 1
Y 7 9 3 2 4

  

   برابر کدام است؟ 0.9,5,7Fوارون عدد   . 25
1 (0.05,7,5F  2 (0.1,5,7F  3 (0.1,7,5F  4 (0.9,7,5F  

  



 

  
  
  

  مدیریت و حسابداري
  .رست است د1گزینه   . 1

  :بنابراین. است از واریانس سودهایی که از میانگین سود کمتر باشند براي شرکت عبارت) واریانس نیمه(واریانس سودهاي نامطلوب 
  :کنیم ها را محاسبه می ابتدا میانگین داده

  ix 0 9 5 8 12 7 4 5 6 2 4 10 72 6
N 12 12

+ + + + + + + + + + +
µ = = = =∑  

)هاي نامطلوب سپس داده )ix < µنیمک  را مشخص می:  
  i; x 6 0 , 2 , 4 , 4 , 5 , 5<   هاي نامطلوب داده→

  :کنیم هاي نامطلوب را محاسبه می در انتها واریانس داده

  
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k
2

i 2 2 2 2 2 2
i 1

x
0 6 2 6 4 6 4 6 5 6 5 6

:S.V
k 6

=

− µ
− + − + − + − + − + −

= =
∑

  واریانس نیمه

  36 16 4 4 1 1 62 10.33
6 6

+ + + + +
= = =  

  . درست است2 گزینه   . 2
 : ست که دو خاصیت زیر را داردتنها شاخص مرکزي ا) میانگین (µ :یادآوري

  ( )ix 0− µ =∑  
  ( )2

ix : min− µ∑  
  :بنابراین

  ( )
75

i
i 1

x 15 0 15
=

− = → µ =∑  

  ( )2
i2 x 432 5.76 5.76 2.4

N 75
− µ

σ = = = → σ = =∑  

  تشریحیهاي پاسخ
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  : داریم، است0.2 برابرiy ضریب تغییراتازآنجاکهحال 

  
( )

( )

i

i

i
i

i

1
X a XY 2

Y
Y 1

X a X
2

1 1 2.4
2 2CV 0.2

1 1a 15 a
2 2

+

+

σ
σσ

= = = = =
µ µ µ + +

  

  1 152.4 0.2 0.2a 1.2 1.5 0.2a 0.2a 0.3 a 1.5
2 2

→ × = × + → = + → = − → = −  

  . درست است1 گزینه   . 3
  :ام است؛ بنابراین80 درصدي همان صدك80نظور از متغیرم

) الف
icFکنیم  را در جدول محاسبه می:  

  

i

i i

c

C L 12 15 15 18 18 21 21 24 24 27 27 30

F 5 10 9 11 8 7 N F 50

F 5 15 24 35 43 50

− − − − − − −

= =∑  

است کهاي  اولین طبقهصدك در ) ب
ic

aN 80 50F 40
100 100

×
≥ = ) طبقهباشد؛ بنابراین = )24   .استدار  كصد طبقه −27

  .طبقه پیوسته است) ج
  :مقدار صدك هشتادم برابر است با) د

  i 1 a 80
a i 80N 50i

c
aN 80 50F 35 5100 100P L I P 24 3 24 3 25.875

F 8 8
− =

=

×
− −

= + × → = + × = + × =  

  . درست است1 گزینه   . 4
  :آوریم  گشتاوري به دست میرابطهله ابتدا مقدار چولگی را به کمک هاي مسئ با توجه به داده

  :راه حل اول

  
( )

( )

3
i

3 3

x 60
1.5N 40Sk 0.096

15.6252.5

− µ

= = = =
σ

∑
  

Sk ازآنجاکه ،اولاً   .چوله به راست است، توزیع <0
Sk ازآنجاکه ،ثانیاً   . تقریباً نرمال است، توزیع≥0.1

   :)ستیت( دوم راه حل
) مقدار ازآنجاکه ،اولاً )3

ix − µ∑بت است پس چولگی مثبت و به سمت راست است مث.  
 مخرج است و مقدار چولگی  ازتر کوچک با جایگذاري مقادیر در کسر چولگی گشتاوري مشخص است که صورت خیلی ،ثانیاً
  . پس اختلاف زیادي با نرمال ندارد، باشد0.5 از تر بزرگتواند  نمی

  :یادآوري

Skتقریباً نرمال   0.1≤ →  
0.1تفاوت اندك با نرمال   Sk 0.5< ≤ →  

Skتفاوت فاحش با نرمال   0.5> →  
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  . درست است1گزینه   . 5
  .  بار در آن تکرار شده استC،2 بار و حرفS،3 است که حرفE وS،U،C شامل حروفSUCCESSکلمه

  : کنیمحالات زیر را بررسیراي ساختن رمزهاي چهارحرفی باید ب
  :E وS،U،C حرف غیر تکراري4حرفی با چهارـ تمام کلمات 

  
4

4! 24
4

 
 × =
 
 

  

  :E وS،U حرف دیگر از حروف2 و انتخاب C حرف2با چهارحرفی ـ تمام کلمات 

  
3 4! 36

2!2

 
 × =
 
 

  

  :E وC،U حرف دیگر از حروف2 و انتخاب S حرف 2با چهارحرفی ـ تمام کلمات 

  
3 4! 36

2!2

 
 × =
 
 

  

  :E وC،U حرف دیگر از حروف1 و انتخاب S حرف3با چهارحرفی ـ تمام کلمات 

  
3 4! 12

3!1

 
 × =
 
 

  

  :S حرف2  وC حرف 2 باچهارحرفی  تمام کلمات ـ

  4! 6
2!2!

=  
  :برابر است باچهارحرفی  تعداد کل رمزهاي بنابراین،

  24 36 36 12 6 114+ + + + =  
  . درست است2ینه  گز  . 6

  6 5 1 6!= × × × =  تحالاکل  
  :حالات مساعد

  :  باشد5باید  باشد رقم یکان 5 براي آنکه عدد مضرب ،اولاً
5 4 3 2 1 1 5! 1= × × × × × =   5 تعداد اعداد مضرب:   حالت5   حالت4   حالت3   حالت2   حالت1   حالت1  ×

      
  

    6 و1،2،3،4اعداد   5عدد  
1که هست زیراپذیر باشد   بخش3مجموع ارقام بر( باشد 3باشد باید هم مضرب 6 براي آنکه عدد مضرب،ثانیاً 2 3 6 21+ + + + = (

  : بنابراین؛)6 و2،4یکی از اعدادرقم یکان زوج باشد یعنی  (2و هم مضرب 
      یکان  

5 4 3 2 1 3 5! 3= × × × × × =   6 تعداد اعداد مضرب :   حالت5   حالت4   حالت3   حالت2   حالت1   حالت3  ×

      

  یکی از اعداد                                               
    مانده  عدد باقی5  6یا 2،4                                                

  5! 1 5! 3 5! 4= × + × =   حالات مساعد×
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  :و احتمال مورد نظر برابر است با
!5  حالات مساعد 4 5!

6!
×

= =
4

6 5!
×

×
4 2
6 3

=    احتمال=  حالات ممکن  =
 

  . درست است1 گزینه   . 7

  

X
Y

( )

( )

1 2 5 f y

2 0.2 0.3 0 0.5
4 0.1 0.15 0.25 0.5

f x 0.3 0.45 0.25

−

  

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

C ov X , Y E XY E X E Y 6.6 1.85 3 1.05

E XY xy f x , y 2 1 0.2 2 2 0.3 2 5 0 4 1 0.1 4 2 0.15 4 5 0.25 6.6

E X x f x 1 0.3 2 0.45 5 0.25 1.85

E Y y f y 2 0.5 4 0.5 3

= − = − × =

= = × − × + × × + × × + × − × + × × + × × =

= = − × + × + × =

= = × + × =









∑∑
∑
∑

  

  . درست است2 گزینه   . 8
  :اي است؛ بنابراین  مساوي داراي توزیع چندجمله وبرد، باختنعداد 

  ( ) ( ) ( ) ( )3 1 1
1 2 3

5!P x 3 , x 1 , x 1 0.4 0.25 0.35 0.112
3!1!1!

= = = = × × × =  

  :ادگی محاسبات بهتر است موارد زیر را در نظر بگیریدبراي س

  
( )

3 3
3

5! 20
3!1!1!

4 2 80.4
10 5 125 8 1 7 112020 0.112

125 4 20 1000025 10.25
100 4

35 70.35
100 20

 =



    = = =        → × × × = =


= =


 = =


  

  . درست است3 گزینه   . 9
  : برقرار استز که شرایط قضیه بیشود مشخص میبا بررسی مسئله و اطلاعات آن 

  تولید  معیوب
A : 0.40 0.03
B : 0.36 0.02
C : 0.24 0.01

→
→
→

  

  

  P(Cکالا معیوب و کارگر(
24 1

24 24 1100 100
40 3 36 2 24 1 120 72 24 216 9

100 100 100 100 100 100

×
= = = =

+ +× + × + ×
  

  )Pکالا معیوب(
)   P(Cکارگر|کالا معیوب=
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  . درست است1 گزینه   . 10
  : در آناي منفی است که  در هر آزمایش داراي توزیع دوجملهpی با احتماللامین آزمایش برنوxامین موفقیت درrوقوع

  ( ) r x r
x 1

P x p q
r 1

−
− 

 =
 − 

  

)ودش مین اشتباهی که حسابرسی متوجه میدودر این سؤال احتمال آنکه  )r )مین اشتباه باشدپنج ،=2 )x  از رابطه زیر به ،=5
  :آید دست می

  ( ) ( ) ( )2 35 1 36 64P x 0.6 0.4 4 0.09216
100 10002 1

− 
 = = × × =
 − 

  

  . درست است3 گزینه   . 11
  :  داریمλ با پارامتر پواسوندر هر توزیع 

  

( )
x

2

eP x
x!

−λ λ
=


µ = λ


σ = λ → σ = λ

  

  :توجه به اطلاعات مسئله داریمحال با 

  ( )
0eP X 0 0.018 e 0.018

0!
2 4

−λ
−λ λ

= = = → =

σ = λ = → λ =

  

  :بنابراین

  ( )
3 3e 0.018 4 18 64 192P X 3 0.192

3! 3! 1000 6 1000

4 ; e 0.018

−λ

−λ

 λ ×
= = = = × = =




λ = =

  

  . درست است3 گزینه   . 12
xαبراي یک متغیر تصادفی  < < βبا توزیع یکنواخت داریم :  

  
( )

( ) ( )
X

2
2

1f x

E X ,
2 12

 = β − α

 β − αα + β

= σ =


  

1 متغیر واریانس ،بنابراین x 5− <   :برابر است با با توزیع یکنواخت >

  ( ) ( )( )
X

22
2 5 1 36 3

12 12 12
− −β − α

σ = = = =  
  . درست است1 گزینه  . 13

nازآنجاکه جامعه محدود و انتخاب بدون جایگذاري است و داریم 16 0.15 0.05
N 97

= > انحراف معیار توزیع ، براي محاسبه
  :براینکنیم؛ بنا از ضریب تصحیح استفاده میمیانگین نمونه 

  
X

X

X
2

6N n 97 16 81 6 81 9 0.5625
N 1 97 1 96 16 16 16 16n 16

n 16 ; N 97 ; 6

 σ− − ×
σ = × = × = = = = − − × ×


= = σ =
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  . درست است4 گزینه   . 14

  

x 20x 4
n 5

y 15y 3
n 5


 = = =




= = =


∑

∑
  

  

( ) ( ) ( )( )2 2x x y y x x y y
x y x x y y

4 1 2
2 4 2 1

1 1 1
3 2 1 1

0 4 0
4 5 0 2

1 4 2
5 1 1 2

4 0 0
6 3 2 0

10 10 3

− − − −
− −

−
−

− −
→

−
−

= = = −∑ ∑ ∑

  

  

  ( )( )

( ) ( )2 2

x x y y 3r 0.3
10 10x x y y

− − −
= = = −

×− −

∑
∑ ∑

  

  . درست است1 گزینه   . 15
ijeF    ijoF  

    کارمند  کارگر        کارمند  کارگر
25 40 20

50
×

=  25 10 5
50
×

  راضی  7  18  25  راضی  =

25 40 20
50
×

=  25 10 5
50
×

  ناراضی  =
→  

  ناراضی  3  22  25

        N 50=  40  10    
  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ij

ij

2
2 2 2 2o e2

e

F F 7 5 18 20 3 5 22 20 4 4 4 4 10 2
F 5 20 5 20 5 20 5 20 5

− − − − −
χ = = + + + = + + + = =

∑ ∑  
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  علوم اقتصادي
  . درست است2 گزینه  . 1

  : داریم،انحراف از میانگین هستند برحسب مسئله يها  دادهازآنجاکه

  
( )

( )
( )( )

2 2
t

2 2
t

t t

x x x

y y y

x x y y x y

 − =

 − =


− − =


∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑

  

  :داریم) ضریب همبستگی نمونه (rرابطهبا توجه به 

  ( )( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )
( )22

t t2
2 2 2 22 2 t t

x yx x y yx x y y
r r

x yx x y yx x y y

 − −− −  = → = =
− −− −

∑∑∑
∑ ∑∑ ∑∑ ∑

  

)جاي  اشتباهاً به3در گزینه (ها نیست  که در گزینه )2
t tx y∑2 از 2

t tx y∑استفاده شده است (.  
1معادله خط رگرسیون به صورتاگر  2

ˆ ˆŷ x= β + β،2 باشدβ̂ و داریماست شیب خط رگرسیون :  

  
( )

Y X X

X Y Y

2

2
2 2 2

2 2 2 22

x x
S S S n 1ˆ ˆ ˆ ˆr r r
S S S

−

−β = → = β → = β = β

∑

( )2y y

n 1

−

−
∑

( )
( )

2 2
t2 2

2 22 2
t

x x xˆ ˆ
yy y

−
= β = β

−

∑ ∑
∑∑

  

  .پاسخ سؤال است و وجود دارد 2که رابطه آخر در گزینه 
  . استفاده شده استβ̂ از2β̂يجا اشتباهاً بهنیز  4در گزینه 

  . درست است1 گزینه  . 2
+)ˆاریبی یا تورش(2   βواریانس( ) ( ) ( ) ( )( )22ˆ ˆ ˆ ˆ ˆMSE E V ar Eβ = β − β = β + β − β = β  

  :شود  دیده میطورکه همان
  .  استفاده شده است»−« از »+«جاي  نادرست است، زیرا به3گزینه 
  .استفاده شده است) β̂تورش( از β)ˆتورش(2جاي زیرا به  ست است، نادر2گزینه 

  . درست است1 گزینه  . 3

  ( ) XX

X

2 2
3 2

2

9 9 15 135

15

+
σ = σ = × =

σ =

  

  . درست است4 گزینه  . 4
) جامعهkبراي مقایسه میانگین )k   :شود  زیر استفاده میبه صورته فیشر  از آزمون تحلیل واریانس آمار≤2

( )

( )

( )
3,16k 1,k n 1

SS Tr 12
43k 1F F 2

SSE 32 2
k n 1 16

− −
−= → = = =

−

  

( ):SS Tr   مربعات بین گروهی=12
:SSE   مربعات درون گروهی=32

n 5 , k 4= =  
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  . درست است4 گزینه  . 5

  ( )

( )
X X

X
X X

1.25X
X 0.25X 1.25X

1.25X

1.25
CV CV CV

1.25+

σ σ σ
= = = = =

µ µ µ
  

X وقتی ضریب تغییرات،دقت کنید
X

X
CV

 σ
= µ 

50µکند دیگري نیازي به مقادیر  تغییر نمی 20σ و=   .نیست =

  . درست است3 گزینه  . 6

)کمترین واریانس   )
1 2 n

n

1 in a a .... a
i 1n

i i
i 1

x

T a x T X X
n

= = = =
=

=

= → = = →
∑

∑  

  . درست است4 گزینه  . 7
  : برابر است باC وA،Bه است، بنابراین مجموع مساحت سه قطع2a برابر باaدانیم مساحت هر مربع به ضلع  میطورکه همان

  2 2 27 5 1 75= + +   C وA،Bمجموع مساحت سه قطعه=
  : پس؛ شود23aها آن باید مجموع ، تقسیم کنیمaع را بین سه قطعه مربع با ضلع یکسانمجمواین حال اگر بخواهیم 

  2 23a 75 a 25 a 5= = → = →    قطعه یکسان سهمجموع مساحت=

  . درست است3 گزینه  . 8

  
( ) 5x 5x 5

00

ln5

P X 0.8 5e dx 0.8 e 0.8 1 e 0.8

1 1 ln 5e 0.2 5 ln 5 ln 5
5 5 5

α α− − − α

− α

 < α = → = → − = → − = 

→ = = → − α = → − α = − → α =

∫  

  . درست است1 گزینه  . 9
xαغیر تصادفی براي هر مت < < βبا توزیع یکنواخت داریم   

  
( )

( )

( )

( )

0, 7

1 1f x f x
7
7E X 3.5E X
22

α= β=

 = = β − α → 
α + β  = ==  

  

  . درست است2 گزینه  . 10
 ، با توجه به شکل، مقدار ناحیه بحرانی براي سطوح برابر)پراکندگی بیشتر(تر است   متقارن و از توزیع نرمال کوتاهtازآنجاکه توزیع

  .در آن از نرمال بیشتر است
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  . درست است3 گزینه  . 11
  سال اول

1x  سال قبل  =2 =  

  سال دوم
2x  سال اول  =3 =  

  سال سوم

33 3
Gx 2 3 4 24 2 3⇒ = × × = =  

3x  سال دوم  =4 =  

  . درست است1 گزینه  . 12
3 را باهاي ریاضی کتاباگر  :کل حالات 2 1R , R , R4 ا ب را اقتصادهاي  کتاب و 3 2 1E ,E , E , E ،گاه آن نمایش دهیم:  

  اه حالات جایگشت کل کتاب=!7
  :هاي اقتصاد نیز کنار هم باشند، داریم کتابهاي ریاضی کنار هم و  حال اگر بخواهیم کتاب: حالات مساعد

  
1 2 3 1 2 3 4

R E

R R R E E E E
  

  2! 3! 4!= ×   حالات مساعد×
  :بنابراین احتمال مورد نظر برابر است با

!2  حالات مساعد 3! 4! 2! 3!
7!

× × ×
= =

4!×
7 6× 5 4!× ×

2
35

=  
  حالات ممکن

  احتمال  =
 

  . درست است4 گزینه . 13

)کمترین مقدار )
2

2
i

i 1
x a

=

1 زمانی است که ∑− 2x x
a

2
+

= µ   : باشد، بنابراین=

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 2 2
1 2 2 1 1 2 1 21 2 1 2 1 2

i 1 2
i 1

x x x x x x x xx x x x x xmin x x x 2
2 2 2 4 4 4 2

=

− − − −+ + +     = − = − + − = + = =     
     ∑  

)همواره :یادآوري ) ( )2 2a b b a− =   . است−
  . درست است1 گزینه  . 14

  
( ) ( ) ( )

2 2

0.025 0.975

2 2 2
2 2

2

2

n 1 S n 1 S n 1 S 99 10 99 10, ,
128.422 73.361

n 100 ; S 10

  
− − − × ×   χ = → σ = =     σ χ χ  

 = =

  

مقدار شود تا   پایین گذاشته میدحتر در مخرج کسر  عدد بزرگ است، تر کوچکازآنجاکه در یک بازه همواره حد پایین  :یادآوري
  . شودتر کوچک آن
  . درست است3 گزینه  . 15

  :دانیم، توان آزمون عبارت است از طورکه می همان
0H وقتی نادرست باشد0Hاحتمال رد کردن فرض   ) 0Pرد|نادرست= (H  
)حال اگر اختلاف میان مقدار بیان شده در فرض صفر )0Hو فرض مقابل ( )1H0 زیاد شود، در صورت نادرست بودنH آن را ،

  :هاي زیر براي مثال، در فرض. کنیم با احتمال بیشتري رد می

  ( ) ( )
0 0

1 1

H : 8 H : 8
1 4 2 0.5

H : 12 H : 8.5

µ = µ =  → ∆µ = → ∆µ = 
µ = µ =  

  

) در حالت0Hفرض   .شود؛ بنابراین، توان آزمون بیشتر خواهد بود  با اطمینان بیشتري رد می1(
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  . درست است2 نهگزی  . 16
  :کنیم ها را محاسبه می زننده ابتدا واریانس هر یک از تخمین

  
( )

( )
( )

2

2

min

V ar X
n

V ar x
V ar X

σ

σ
=

= ( )
2

maxV ar x
σ

+ 2 22
4 4 2





 σ σ = =


  

  :آوریم را به دست میحال نسبت کارایی 

  ( )
( )

2

2

V ar X 2n
nV ar X

2

σ

= = =
σکاراییX بهX  

  . درست است1 گزینه  . 17
 این پارامترها مانند MLE باشد، در این صورت برآورد2σ و واریانس مجهولµ داراي توزیع نرمال با میانگین مجهولXاگر

  :روش گشتاوري عبارت است از

  ( )
n 2

i
2 2 2i 1

ˆ X

X X
ˆ X X

n
=

µ =

 −
σ = = −

∑  

  . درست است3ینه گز . 18
  : داریم)متوسط تعداد اتفاقات (λ با پارامتر پواسوندر توزیع 

  ( )
xeP x ; x 0,1,2,...

x!

−λλ
= =  

)ازآنجاکه ) ( )1P X 0 P X 2
2

= =   : داریم،=

  
0 2

02e 1 e 4 2 2
0! 2 2!

−λ −λ
λ≥λ λ

= × → λ = → λ = ± → λ =  
)بنابراین )P X   :برابر است با <0

  ( ) ( )
2 0

2e 2P X 0 1 P X 0 1 1 e
0!

2

−
−

 > = − = = − = −

λ =

  

  . درست است2 گزینه  . 19
  0.1معیوب        تولید  
  
  

1A :
2

  
      0.9سالم    

    0.3معیوب       
  

1B :
2

  









  

        0.7سالم    
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  :بنا بر قضیه بیز داریم

Pکالا سالم و خط( (B  
1 0.7 72

1 1 160.9 0.7
2 2

×
= =

× + ×
  

Pکالا سالم( (  
) Pخط|کالا سالم= (B  

  . درست است4 گزینه  . 20
  : درجه آزادي باشد، داریمn دو با- داراي توزیع کايXمتغیراگر 

  
( ) ( )X

X X

X X

n 152 2

E X n E X 15

2n 30

2n 30

=

= µ = = 
  σ = → σ = 
 

σ = σ =  

  

  : را محاسبه کنیمXتغییراتتوانیم ضریب  حال می

  X
X

X

30 2 15CV
15 15

σ ×
= = =

µ
  

 یعنی 2 که جواب  ساده کرده است15 را با15احتمالاً طراح سؤال هنگام ساده کردن صورت و مخرج کسر آخر، به اشتباه 
  . سنجش انتخاب شده استد در کلی4گزینه 
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  اي ریزي شهري و منطقه برنامه
  . درست است2 گزینه  . 1

  . داراي صفر قراردادي و مقیاس نسبی داراي صفر واقعی استاي مقیاس فاصله

  . درست است4 گزینه  . 2

  i iF X 2 9 3 12 2 16 86: X 12.28
N 7 7

× + × + ×
= = =   حسابیمیانگین ∑=

  ( ) ( ) ( )1 2
2 237F F 2 3 2 2 2N 7

G 1 2: X X X ..... 9 12 16 3 4 3 4= × × = × × = × ×   دسیهنمیانگین ×
  

  7 74 3 3 4 7 73 4 3 4 3 4 12= × × × = × =  
  

  GX X 12.28 12 0.28= − = −   ها اختلاف میانگین=
  . نیز مطرح شده بودحسابداري و مدیریتهاي   رشته86 سال  سراسري آزمون در دقیقاًاین سؤال

  . درست است3 گزینه  . 3
3 از رابطهانحراف چارکی 1Q Q

SIQR
2
−

  .ابتدا باید چارك اول و سوم را محاسبه کنیم شود؛ بنابراین، محاسبه می =
براي محاسبه چارك اول و سوم،

icFآوریم  را در جدول به دست می:  

  
i

i

c

C L 10 10 12 12 14 14 16 16 18 18
F 5 10 7 18 8 4 N 52

F 5 15 22 40 48 52

− < − − − − ≥
=  

)ـ چارك اول )1Qاي است که در آن   در اولین طبقه
ic

1NF 13
4

≥ 10طبقه( باشد =   :؛ بنابراین)−12

  1
13 5Q 10 2 11.6

10
−

= + × =  

)ـ چارك سوم )3Qاي است که در آن   در اولین طبقه
ic

3NF 39
4

≥ 14طبقه( باشد =   :؛ بنابراین)−16

  3
39 22Q 14 2 15.88

18
−

= + × =  
  :داریمایت در نهو 

  3 1Q Q 15.88 11.6:SIQR 2.14
2 2
− −

= =   انحراف چارکی=

  . درست است1 گزینه  . 4

  i

22 2i i2

1.6 16CV 0.38
4.2 42

x 168 42
N 40 10

x x 808 202 42 2.56 2.56 1.6
N N 40 10 10


σ = = = = µ


µ = = =

     σ = − = = − = → σ = =       

∑

∑ ∑
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  . درست است2 گزینه  . 5
63.6µداراي توزیع نرمال با )  دانشجویاننمرات (Xآنکهابتدا با توجه به  است آن را به  72 حداقلها آن درصد 20 و نمره=

) استانداردحالت )Z کنیم  میتبدیل:  

  ( ) ( )X 72 63.6 8.4P X 72 P P Z 0.2 I− µ −   ≥ = ≥ = ≥ =   σ σ σ   
  

)حال ازآنجاکه  )P Z 0.84 0.8≤   :، داریم است=
  ( ) ( ) ( )P Z 0.84 0.8 P Z 0.84 0.2 II≤ = → ≥ =  

  :بنابراین

  ( ) ( ) 8.4I , II 0.84 10→ = → σ =
σ

  

  . درست است2 گزینه  . 6
  . بار در آن تکرار شده است2 نیزD بار و حرفA،2ف است که حرR وS،T،A،N،D شامل حروفSTANDARDکلمه

  :باید حالات زیر را بررسی کنیمحرفی هاي چهار رمزنبراي ساخت
  :R وS،T،A،N،Dف غیرتکراري حر6حرفی با چهارـ کلمات

  6
4! 15 4! 360

4
 

× = × = 
 

  

  :R وS،T،A،Nحرف دیگر از 2و D حرف تکراري2 چهارحرفی باـ کلمات

  5 4! 10 12 120
2 2!

 
× = × = 

 
  

  :R وS،T،D،N حرف دیگر از2 وA حرف تکراري2ت چهارحرفی باکلماـ 

  5 4! 10 12 120
2 2!

 
× = × = 

 
  

  :A حرف تکراري2و D حرف تکراري2با چهارحرفی ـ کلمات

  4! 6
2!2!

=  

360  :است بابرابر  چهارحرفی بنابراین تعداد کل رمزهاي 120 120 6 606+ + + =  

  . درست است1 گزینه  . 7

  
( )

( )X,Y Cov X, Y 0

|X,Y
Cov X, Y 0

→ =

→
≠




  

  . درست است3 گزینه  . 8
Aتاریخ دارد   A   تاریخ ندارد→′: :  

Bبرچسب دارد   Bبرچسب ندارد→′: :  
  : داریممسئلهبا توجه به اطلاعات 

  
( )
( )
( )

P A 0.45

P B 0.30

P A B 0.25

=


=
 = 
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  :برابر است با ،دن درصد کالاهایی که هم تاریخ و هم برچسب داربنابراین
  ( ) ( ) ( ) ( )

0.5

P A B P A B 1 P A B 1 0.45 0.30 0.25 0.5′′ ′ = = − = − + − =     

 که تاریخ و برچسب دارند کالاهاییکل کالاها از جمله ) درصد 96(0.96کل کالاها معیوب است پس) درصد 4(0.04ازآنجاکه
  :شده تاریخ مصرف داشته باشد و سالم باشد برابر است با بنابراین، احتمال آنکه کالاي انتخاب ؛نیز سالم است

  0.96 0.5 0.48× =  
  . درست است3 گزینه  . 9

  :منیک  چندکی استفاده می ضریب چولگیرابطهبراي محاسبه ضریب چولگی از هاي مسئله،  با توجه به داده

  
3 2 1

Q
3 1

1 2 3

Q 2Q Q 134.4 2 121 112.4 4.8SK 0.218
Q Q 134.4 112.4 22

Q 112.4 , Q Md 121 , Q 134.4

− + − × + = = = = − −
 = = = =

  

  . درست است4 گزینه  . 10
  : یعنی؛ چولگی پیرسون با هم برابرندروابطکه توزیع آماري از چولگی معقولی برخوردار است  زمانی

  ( ) ( )1 2
3 MdMoSk Sk Mo 3 Md

µ −µ −
= → = → µ − = µ −

σ σ
  

36µآنکهحال با توجه به  Md و=   :داریم است، =42
  ( )36 Mo 3 36 42 Mo 54− = − → =  

  . درست است4 گزینه  . 11
  :، برابر است باام باشدkدر سلول شیء knو... در سلول اول و شیء 1nکهبه طوري  سلول k درء شیnتعداد حالات توزیع

  7! 210
2!2!3!

= 1تعداد حالات= 2 3n 2 , n 2 , n 3
n 71 2 k

n!
n !n !...n !

= = =
=

→  

  . درست است2 گزینه  . 12
  :مبا توجه به تابع احتمال توزیع فوق هندسی داری :راه حل اول

  ( )

k N k 4 8
N 12x n x x 3 x

P x a 220
N n 3a
n

−     
     − −         = = → = = =        

 
 

  

  :با توجه به تعریف تابع احتمال گسسته داریم :راه حل دوم

  ( )

12
3

3

x 0

4 8 4 8 4 8 4 8
0 3 1 2 2 1 3 0

P x 1 1 a 220
a

 
 
 

=

            
+ + +           

            = → = → =∑



  

  :یادآوري

  N k N k k N k k N k
....

n 0 n 1 n 1 n 0
− − −          

= + + +          −          
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  . درست است1 گزینه . 13

  
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )2 22

V 2X 5 4V X 4 2.25 9

V X E X E X 14.5 3.5 2.25

 − + = = × =


= − = − =
  

  . درست است1 گزینه  . 14
Pقیتی با احتمال موفل برنوکه آزمایش صورتیدر n را =0.6   :داریم و استاي   دوجملهحاصل، توزیع ، بار تکرار کنیم=96

  
2 2

2
6 4 6 4 64 36 8 6 8 6npq 96 16 6 4.8

10 10 10 10 100 1010
× × ×

σ = = × × = × × × = = = =  

  . درست است2 گزینه  . 15
  .کنیم اي استفاده می گیري خوشه وقتی جامعه وسیع باشد از نمونه

  . درست است4 گزینه  . 16
  :ابع احتمال داریمبا توجه به تعریف ت

  ( ) ( ) [ ]
42 44 3

0
0

16x x 1f x dx 1 k 16x x dx 1 k 1 k 128 64 1 k
2 4 64

+∞

−∞

 
= → − = → − = → − = → = 

  
∫ ∫  

  . درست است1 گزینه  . 17
)انحراف معیار میانگین نمونه )Xσاز تقسیم انحراف معیار جامعه ( )Xσ تعداد نمونهجذر  بر( )n ؛ بنابراینآید  میبه دست:  

  
12 12x 1.5x 8n 64

12 ; n 64x

σσ = = = =

σ = =

  

X اگرزیرا،  استاستفاده کرده» 12واریانس«از » 12انحراف معیار«جاي عبارت  اهاً به طراح سؤال اشتب،دقت کنید
2 12σ در را  =

X،نظر بگیریم 12σ   :هیم داشتخوا خواهد بود و =

  X
X

12 2 3 3
8 4n 64

σ
σ = = = =  

  .ها نیست در گزینهکه 

  . درست است1 گزینه . 18
  : باید از آزمون زیر استفاده کنیم، درصد رضایت مردمدربارهشده از طرف شهرداري  با توجه به ادعاي مطرح

  0
0

1

H : P 0.8
p 0.8

H : P 0.8
=

= →  ≠
  

0

0 0

p p 0.75 0.8 0.05 1: Z 2.5
0.4 0.4p q 0.8 0.2
20400n

− − − −
= = = = = −

×
  آماره آزمون

p 0.75 , n 400= =  
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  . درست است4 گزینه  . 19

  
x 5 9 11 7 32x 8

n 4 4
y 8 12 10 6 36y 9

n 4 4

 + + +
= = = =


+ + + = = = =

∑

∑
  

  

( ) ( ) ( )( )2 2x x y y x x y y
x y x x y y

9 1 3
5 8 3 1

1 9 3
9 12 1 3

9 1 3
11 10 3 1

1 9 3
7 6 1 3

20 20 12

− − − −
− −
− −

→

− −
= = =

∑

∑ ∑ ∑

  

  ( )( )

( ) ( )2 2

x x y y 12 12 6r 0.6
20 1020 20x x y y

− −
= = = = =

×− −

∑
∑ ∑
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  (GIS)سنجش از دور و سیستم اطلاعات جغرافیایی 
  . درست است1گزینه   . 1

Mdدانیم در هر جامعه متقارن می Moµ = ) 25%مثلاً( حال اگر به یک اندازه .است» میانگین حسابی «µ است که در آن =
Md باز هم جامعه متقارن و،از ابتدا و انتهاي مشاهدات حذف کنیم Moµ =  ؛ است»میانگین پیراسته «µاما این بار . است =

  . خواهد بود72 میانگین حسابی نیز، است72سته میانگین پیراازآنجاکهپس در این سؤال 

  . درست است4گزینه   . 2
)اگر مشاهدات به صورت ) ii 1, 2,..., 45 x=مشاهدات جدید به صورت، باشند i

3 x 4.5
2

  :هستند، بنابراین +

  
3

X 4.5 X2
3

X 4.5 32 XX 4.5
2

X

X X

i

22 2
i i2

3 123
3.62 52CV 0.5

3 3 9 7.24.5 4.5
2 2 5

x 81 9
N 45 5

x x 405 9 144 12
N N 45 5 25 5

+

+
+

 
 
 

 
      

 

σ
×σ

= = = = =
µ µ + × +




µ = = =




      σ = − = − = → σ =      

∑

∑ ∑

  

  . درست است2گزینه   . 3
 صدك چون  و)میانه، چارك، دهک یا صدك( یک چندك است 36.5 مورد نظر است؛36.5 کمتر ازهاي دادهدرصد ازآنجاکه 

براي به .  هستند36.5 درصد مشاهدات کمتر یا مساويaدرواقع،. کنیم ام فرض میa را صدك36.5هاست، شامل تمام چندك
، ابتداaدست آوردن مقدار

icF کنیم در جدول محاسبه می را:  

  

i

i i

c

C L 20 25 25 30 30 35 35 40 40 45 45 50

F 12 17 19 20 15 7 N F 90

F 12 29 48 68 83 90

− − − − − − −

= =∑  

)دار طبقه  است، طبقه صدك36.5با توجه به آنکه مقدار صدك برابر با )35   :؛ بنابراینخواهد بود −40

  i 1
a i

i

c
a N a 90F 48 0.9a 48100 100P L I 36.5 35 5 1.5 a 60

F 20 4
−

×
− − −

= + × → = + × → = → =  

  . درست است1گزینه   . 4

  
( )

( )

4
i

4 4

4
i

x x 6075
243N 25E 3 3 3 0
813

x X 6075 , 3 , N 25

 −
 = − = − = − =

σ
 − = σ = =

∑

∑
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  . درست است4گزینه   . 5
  . بار در آن تکرار شده استE،2 بار و حرفS،3 است که حرفN وS،K،E،W شامل حروفSKEWNESSکلمه

  :باید حالات زیر را بررسی کنیم چهارحرفیبراي ساختن رمزهاي 
  :N وS،K،E،Wبا پنج حرف متمایزرمزهاي چهارحرفی ـ 

  5
4! 120

4
 

× = 
 

  

  :N وS،K،Wتمایزم حرف 4 حرف دیگر از2 وE حرف2بارمزهاي چهارحرفی   ـ

  4 4! 72
2 2!

 
× = 

 
  

  :N وE،K،W حرف متمایز4 حرف دیگر از2 وS حرف2بارمزهاي چهارحرفی ـ 

  4 4! 72
2 2!

 
× = 

 
  

  :N وE،K،Wف متمایز حر4 حرف دیگر از1 وS حرف3بارمزهاي چهارحرفی ـ 

  4 4! 16
1 3!

 
× = 

 
  

  :E حرف2 وS حرف2باهارحرفی رمزهاي چـ 

  4! 6
2!2!

=  

  :هاي چهارحرفی برابر است بابنابراین تعداد کل رمز
  120 72 72 16 6 286+ + + + =  

  . درست است2گزینه   . 6
  . شکست بخورد1 آزمایش یا اصلاً شکست نخورد یا فقط4سپس باید در.  آزمایش است3 شرط پذیرش، قبولی در حداقلآنجاکهاز

  

    اول    دوم    سوم  چهارم    
1 1 1 1 1
2 4 2 2 32

× × × =  →  p  p   p    q 

1 1 1 1 1
2 2 4 2 32

× × × =  →  p   p   q    p  
1 1 1 1 1
2 2 2 4 32

× × × =  →  p   q    p    p  

1 1 1 1 1
2 2 2 2 16

× × × =  →  q    p   p   p 














  شکست 1 

1 1 1 1 1
2 2 2 2 16

× × × =  →  p   p   p    p  



  شکست 0 

  : برابر است با)  شکست1 موفقیت یا حداکثر3حداقل(بنابراین احتمال پذیرش 

  1 1 1 1 1 7
32 32 32 16 16 32

+ + + + =  

  . درست است4گزینه   . 7
  :با توجه به تعریف تابع احتمال داریم

  ( )f x 1 0.2 0.4 0.15 1 0.25= → + + + α = → α =∑  
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  :بنابراین

  ( )
x 3 5 6 8

f x 0.2 0.4 0.15 0.25  

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22

2 2 2 2 2 2

1.8 10 5.4 16

0.6 2 0.9 2

V 2X 3 4V X 4 2.95 11.8

V X E X E X 33.2 5.5 33.2 30.25 2.95

E X x f x 3 0.2 5 0.4 6 0.15 8 0.25

E X x f x 3 0.2 5 0.4 6 0.15 8 0.25

− + = = × =

 = − = − = − =

 = = × + × + × + ×

= = × + × + × + ×

∑
∑

   

   






  

  . درست است4گزینه   . 8
  :؛ بنابرایناي است یع چندجملهها داراي توز تعداد رأي

  ( ) ( ) ( ) ( )3 1 2
1 2 3

6! 1 3 4 9P x 3 , x 1 , x 2 0.5 0.3 0.2 60
3!1! 2! 8 10 100 100

= = = = = × × × =  

  . درست است3گزینه   . 9
Pهردو همرنگ قرمز( Pهردو همرنگ قرمز(  ) ( 

(آبیهر دو همرنگ ( P Pهر دو همرنگ قرمز+) (  =  
Pهر دو همرنگ( ( 

) Pهر دو قرمز|هر دو همرنگ= (  
 

6 5
15 16

× 
30 30 5

30 72 102 17
= = =

+
  

6 5 9 8
15 16 15 16

× + × 
=  

  

  : قرمز خارج کنیم مهرهاگر هر دو بار :یادآوري
  

  آبی 9، قرمز  6     آبی 11، قرمز  5

   قرمز حذف1
→  5

16
   بار دوم قرمز=

   اضافهآبی 2
6

15
   بار اول قرمز=

  : خارج کنیمآبی  مهرهر هر دو بارگا

  آبی 9، قرمز  6     آبی 8، قرمز  8

   حذفآبی 1
→  8

16
  آبی بار دوم =

   قرمز اضافه2
9

15
  آبی بار اول =

  . درست است2گزینه   . 10
pاگر آزمایش برنولی با احتمال موفقیت n را=0.04  داراي توزیع )اتعداد پیام نارس(  حاصل توزیع، کنیمبار تکرار =150

  :است که در آناي  دوجمله

  4 96 16 6 6 4σ npq 150 6 2.4
100 100 100 10

× ×
= = × × = × = =  



 آمار و احتمال
 

  

 

758  
 

  . درست است3گزینه   . 11
125pمعیوب بودن هر کالا داراي توزیع برنولی با احتمال

100000
nاي با حال اگر نمونه.  است=  توزیع ، کالا انتخاب کنیم=4000

  :؛ زیرا براي آن فراهم شده استپواسون اما شرایط تقریب به توزیع ،اي است جملهه دوتعداد معیوب در نمون

  125n 4000 100 , np 4000 5 10
100,000

= ≥ = × = ≤  
λمتر ا با پارپواسونال از توزیع ؤ براي حل سبنابراین، np 5=   :کنیم  استفاده می=

  ( ) ( ) ( ) ( )
5 0 5 1 5 2

5 5 5 5

e 5 e 5 e 5P X 2 P X 0 P X 1 P X 2
0! 1! 2!

e 5e 12.5e 18.5e 18.5 0.007 0.129

− − −

− − − −

≤ = = + = + = = + +

= + + = = × =

  

  . درست است1گزینه   . 12

  ( ) ( ) ( )
2 85 5 58 8 53 33 3 3

1
0 03 0

1 x 1 3 3 1 2E X xf x dx x dx dx x 8 2 3.2
6 6 5 30 10 10

6x

+∞

−∞

 
 = = × = = = = = =
 
 

∫ ∫ ∫  

  . درست است2گزینه  . 13
) واریانس جامعهازآنجاکه )2σ ونامعلوم  n 100 30= ن میانگین میبراي تخ) الف ـ 2( نرمال بوده و مورد   جامعه حتماً، است<
  : داریم شود و برقرار میجامعه 

  ( )α
2

X μ S 8Z μ x Z 35.5 1.75 35.5 1.4 34.1,36.9
S n 100
n

−
= → ∈ ± = ± × = ± →  

  . درست است3ه گزین  . 14

  
x 50x 10

n 5
y 30y 6

n 5


= = =


 = = =

∑

∑
  

  

( ) ( ) ( )2x x x x y y
x y x x y y

25 15
5 3 5 3

9 6
7 4 3 2

1 0
11 6 1 0

4 4
12 8 2 2

25 15
15 9 5 3

Σ 64 Σ 40

− − −
− −
− −
− −

→

= =

  

  ( )( )
( )2

x x y y 40 5b 0.625
64 8x x

− −
= = = =

−

∑
∑

  

  . درست است1گزینه   . 15
kجدول که تعداد طبقات  صورتیدر k  برابر با درجه آزادي، باشد=2 1 1− یتس براي آزمون  و بهتر است از تصحیح شود می =

  .استفاده کنیم
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  محیط زیست
  . درست است1گزینه   . 1

  .شود  سرشماري از تمام مشاهدات جامعه استفاده می بادر آمار توصیفی

  . درست است4گزینه   . 2
  5N

G 1 2 N: x x x x 12 54 6.75 18 24= × × × = × × × ×میانگین هندسی  
  : را بگیرند5 یا مضرب5د توانی ازننیم تا بتوان کافی است تمام اعداد زیر رادیکال را تجزیه کبراي محاسبه مقدار میانگین هندسی

  ( ) ( ) ( ) ( )
27

34
2 3 2 3 5 10

2
312 54 6.75 18 24 3 2 2 3 2 3 2 3 2 3
2

 
× × × × = × × × × × × × × = ×  

 
  

  :بنابراین
  5 5 10 2

Gx 2 3 2 3 18= × = × =  

  . درست است2گزینه   . 3
  :کنیم براي محاسبه میانگین حسابی در جدول فراوانی از رابطه زیر استفاده می

  i iF x

N
µ = ∑  

  .است تعداد مشاهدات N فراوانی مطلق طبقه وiF مرکز طبقه،ixکه در آن
)ق در جدول فراوانی به جاي فراوانی مطلکه ازآنجا،اولاً )iF، تجمعی فراوانی( )icF ابتدا فراوانی مطلق طبقات را .  شده استداده

  :آوریم از رابطه زیر به دست می
   فراوانی مطلق طبقه= فراوانی تجمعی طبقه −  طبقه ماقبل تجمعیفراوانی  

N،طبقه آخر همان تعداد مشاهدات است با توجه به آنکه فراوانی تجمعی و   : خواهد بود؛ بنابراین داریم=90

  
ic

i

C L 215 225 225 235 235 245 245 255 255 265

F 11 28 51 72 90

F 11 17 23 21 18 N 90

− − − − − −

=

  

  :کنیم هاي جدول اعداد بزرگی هستند، براي محاسبه میانگین به صورت زیر عمل می ازآنجاکه حدود دسته ،ثانیاً
)طبقه) الف )232   :اي بیشترین فراوانی است؛ بنابراین جدول به صورت زیر خواهد بود دار−248

  

i

x 2 1 0 1 2

C L 215 225 225 235 235 245 245 255 255 265

F 11 17 23 21 18

′ − −

− − − − − −  

  :کنیم میانگین را با مرکز طبقات جدید محاسبه می )ب

  X
i i

i i

i i i i

x 2 1 0 1 2
F x 18 2F 11 17 23 21 18 N F 90
N 90 10

F x 22 17 0 21 36 F x 18

′

′ − −
′

= = → µ = = =

′ ′− − =

∑∑
∑
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)هاي اصلی میانگین داده )ج )Xµبرابر است با :  

  

X X X

X

k k

2I a 10 240 242
10

L U 235 245a 240
2 2

2 , I 10
10

′

′

µ = µ × + → µ = × + =

 + + = = =


µ = =


  

  . درست است2گزینه   . 4
3انحراف چارکی از رابطه 1Q Q

SIQR
2
−

  .شود؛ بنابراین، ابتدا باید چارك اول و سوم را محاسبه کنیم  محاسبه می=
براي محاسبه چارك اول و سوم،

icFآوریم  را در جدول به دست می:  

  

i

i

c

C L 8 8 12 12 16 16 20 20 24 24

F 4 12 16 18 9 5 N 64

F 4 16 32 50 59 64

− < − − − − ≥

=  

)ارك اولـ چ )1Qاي است که در آن   در اولین طبقه
ic

1NF 16
4

≥ 8طبقه( باشد =   :؛ بنابراین)−12

  1
16 4Q 8 4 12

12
−

= + × =  

)ـ چارك سوم )3Qاي است که در آن   در اولین طبقه
ic

3NF 48
4

≥ 16طبقه( باشد =   :؛ بنابراین)−20

  3
48 32Q 16 4 19.55

18
−

= + × =  
  :داریمدر نهایت و 

  3 1Q Q 19.55 12: ISQR 3.77
2 2
− −

= =   انحراف چارکی=

  . درست است3گزینه   . 5
  :کنیم دقت می) ترکیبی( واریانس کل رابطهابتدا به اطلاعات مسئله و 

  

 سوم دوم اول 

in 90 110 200 
2
iσ 7 10 9 

iµ ( )1 2 3µ ≠ µ ≠ µ ≠ µ 

  

( )
0

22 2
i ii i i i2

i i i

nn n

n n n

>

µ − µσ σ
σ = + >∑∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

)جامعه انتظار داریم واریانس کلسه هاي   با توجه به متفاوت بودن میانگینشود، مشاهده می طورکه همان )2σ از میانگین 

هاي جوامع واریانس
2

i i

i

n

n

 σ
 
 
 

∑
∑

   : پس؛ بیشتر باشد

  
2

i i

i

n 90 7 110 10 200 9 8.825
90 110 200n

σ × + × + ×
= =

+ +
∑
∑
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2در نتیجه باید 8.825σ   .چنین است 3 گزینه تنها باشد که <
)جامعه برابرندسه هاي  شد میانگین گر در سؤال مطرح می، ادقت کنید )1 2 3µ = µ = µ، میانگین کلگاه آن ( )µ ها آن نیز با 

  :یمبرابر بود و داشت

  ( )
0

22 2
i ii i i i2

i i i

nn n
8.825

n n n

=

µ − µσ σ
σ = + = =∑∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

  .بود  2 گزینه ،پاسخ درستو 

  . درست است1گزینه   . 6
  :شف داریم بی بر قضیه چی بنا

  ( ) 2
1P k X k 1

k
µ − σ ≤ ≤ µ + σ ≥ −  

)ها در بازه  درصد داده84 حداقلازآنجاکه )k , kµ − σ µ + σخواهیم داشت، وجود دارد :  

  2
2 2

1 84 1 16 100 10 51 k k
100 100 16 4 2k k

− = → = → = → = = 

52µحال با توجه به آنکه =،2 64σ =،8σ 5k و=
2

  :کردتوان بازه مورد نظر را مشخص   می است،=

  ( ) ( )5 5k , k 52 8 , 52 8 32,72
2 2

 µ − σ µ + σ → − × + × → 
 

  

  . درست است2گزینه   . 7

  

Skچوله به راست، تمایل به چپ → 0> →  

  . درست است4گزینه   . 8

  

( )

( )

4
i

4 2

2
i2

x 4500
N 60E 3 3 0

5

x 300 5
N 60

 − µ


= − = − =
σ


− µ

σ = = =


∑

∑
  

  . درست است3گزینه   . 9
  :، برابر است باام باشدkدر سلول شیء knو …ل و در سلول اوشیء  1nسلول به طوري که k درء شیnتعداد حالات توزیع

  9! 1260
2!3!4!

= 1تعداد حالات= 2 3n 2 , n 3 , n 4
n 91 2 k

n!
n !n ! n !

= = =
=

→
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  . درست است3گزینه   . 10
P مهره سیاه1مهره همرنگ سفید و(2 (  

Pمهره همرنگ(2 (  2) 2رنگ مهره هم= P مهره سیاه1 مهره سفید و| (  
  

4 5
2 1

  
  
  

  

4 5 5 4
2 1 2 1

     
+     

      

  
3
7

=  

  سیاه و2
   سفید1

  سفید و2
   سیاه1

4 5
2 1

9
3

   
   
   

 
 
 

=
4 5 5 4
2 1 2 1

9
3

     
+     

     
 
 
 

=  

 

  . درست است2گزینه   . 11

10حالت   
45

2
 

= 
 

  حالات ممکن:  

,1,2,3حالت   4,5,6,7 ,8,9,10 9=
    

   

ü ü ü ü ü

ü ü ü ü

  حالات مساعد:   

9  حالات مساعد 1
45 5

=    احتمال=  حالات ممکن  =

  . درست است3گزینه   . 12
  . شکست بخورد1 یا اصلاً شکست نخورد یا فقطامتحان سه است پس باید در  امتحان2 قبولی در حداقل، شرط پذیرشازآنجاکه

    اول    دوم    سوم    
4 3 6 72

10 10 10 1000
× × =  →  p   p    q  

6 4 3 72
10 10 10 1000

× × =  →  p    q    p  

6 6 4 144
10 10 10 1000

× × =  →  q    p    p  











  شکست 1 

6 6 6 216
10 10 10 1000

× × =  →  p    p    p  



  شکست 0 

  :برابر است با)  شکست1 موفقیت یا حداکثر2حداقل (شپذیر بنابراین احتمال

  72 72 144 216 504
1000 1000

+ + +
=  



  89سؤالات آزمون سراسري
  

 

763 
 م

  . درست است2گزینه  . 13
  :راه حل اول

xاي لهخاص از توزیع دوجمحالت  n xn
p q

x
− 

 
 

1p زمانی که
2

1q و=
2

  :، به صورت زیر است باشد=

  ( ) ( )
n

5
n 5

5
n 1 5 x1P x P xx 2 x 2 32

x 0,1, 2, , n x 0,1, 2, ,5

=

   
        =         = =→           =  =

 

  

  :بنابراین در این سؤال

  

5 5
x x

a 32
a 32

   
   
   = → =  

  :راه حل دوم
   شود، پس 1ید مجموع مقادیر تابع احتمال برابر با در هر تابع احتمال گسسته با

  ( )
5 5

x 0

5 5 5
0 1 5 2P x 1 1 1 a 32

a a
=

     
+ + +     

     = → = → = → =∑


  

  :یادآوري

  nn n n
2

0 1 n
     

+ + + =     
     

  

  . درست است4گزینه   . 14

  
( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )2 22

V 2X 3 4V X 4 2.25 9

V X E X E X 14.5 3.5 2.25

− + = = × =


= − = − =
  

  . درست است3گزینه   . 15

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
89 3.2 2.5

V X V Y V X Y V X V Y V X V Y 2Cov X, Y 2Cov X, Y 2

Cov X, Y E XY E X E Y 9 3.2 2.5 1

 + − − = + − + − = =  



= − = − × =


 

  

  . درست است1گزینه   . 16
pراي توزیع برنولی با هاي سبز دا  درصد نهالازآنجاکه n پس تعداد نهال سبز در ، است=0.80 شده داراي   نهال کاشته=5

  :، داریماي خواهد بود توزیع دوجمله

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 5 1 45 5
P X 2 1 P X 0 P X 1 1 0.8 0.2 0.8 0.2 0.99328

0 1
   

≥ = − = − = = − − =   
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  . درست است1گزینه   . 17
   :داریم) متوسط تعداد اتفاقات (λ با پارامتر پواسوندر هر توزیع 

  
( )
X

X

2

E X = λ
σ = λ


σ = λ

  

  .  مربع انحراف معیار است، و امیدند امید و واریانس با هم برابرپواسونپس در توزیع 

  . درست است1گزینه  . 18
1.2p نسبت تلفات در پرندگان داراي توزیع برنولی با ازآنجاکه

1000
nد تلفات در  است، پس تعدا=  پرنده مهاجر داراي =2500

  : زیرا، برقرار استپواسون اما شرایط تقریب ؛اي است توزیع دوجمله

  1.2n 2500 100 , np 2500 3 10
1000

= ≥ = × = ≤  
np با پارامتر پواسونبنابراین براي حل مسئله از توزیع  3λ =   :کنیم  استفاده می=

  ( )
x 3 5

x 5, 3
3

e e 3 1 243 48 243P x 0.0972
x! 5! 120 1000 120e

−λ −
= λ=λ

= → = × = × =  

  . درست است4گزینه   . 19
  : داریمبا توجه به تعریف تابع احتمال

  ( ) ( ) [ ]
1 12

00

1 1 1f x dx 1 2x k dx 1 x kx 1 1 k 1 k 2
3 3 3

+∞

−∞

 = → + = → + = → + = → = ∫ ∫  

1Pبنابراین 0 X
2

 < < 
 

  : برابر است با

  ( )
1 1
2 2 2

00

1 1 1 1 1 5P 0 X 2x 2 dx x 2x 1
2 3 3 3 4 12

    < < = + = + = + =       ∫  

  . درست است2گزینه   . 20
16µداراي توزیع نرمال با) پذیري لیتنمرات مسئو (Xبا توجه به آنکه متغیر 5σ و=  است، براي محاسبه درصد افرادي که =

  :کنیم  میتبدیل استاندارد حالت آن را به اند،  گرفته13.8 ازنمرات کمتر

  ( ) ( )X 13.8 16P X 13.8 P P Z 0.44
5

− µ − < = < = < − σ 
  

)نرمال استاندارد در ازآنجاکهحال  ) ( )P Z P Z< α = > −αداریم است ،:  
  ( ) ( ) ( )

0.67

P Z 0.44 P Z 0.44 1 P Z 0.44 0.33< − = > = − ≤ =  

  . درست است4گزینه   . 21

  i

i

x 33,24i
i z 2, 1

33 332X 2Z
24 241

1

=
= −

− µ − µ = → σ =− µ  σ= →  − µ − µσ − = → σ =
 σ −

  

  33 24 33 48 2 3 81 27
2 1
− µ − µ

= → µ − = − µ → µ = → µ =
−
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  . درست است1گزینه   . 22
  . درست است1گزینه   . 23

) درصد افراد جامعه 50ازآنجاکه )p  درصد یک نمونه 55 براي محاسبه احتمال اینکه حداقل، تحصیلات دانشگاهی دارند=0.5
  :کنیم  میتبدیل استاندارد حالت ابتدا به صورت زیر آن را به .تایی تحصیلات دانشگاهی داشته باشند100

  ( ) ( )p P 0.55 0.5 0.05P p 0.55 P P Z P Z 1
0.5pq 0.5 0.5
10n 100

      − − ≥ = ≥ = ≥ = ≥ 
 ×       

  

  :داریم راهنمایی سؤال با توجه بهحال 
  ( ) ( ) ( ) ( )P Z P Z1S 0.1587 P Z 1 0.1587 P Z 1 0.1587≤ α = ≥ −α−

−∞ = → ≤ − = → ≥ =  

  . درست است4گزینه   . 24

  

x 20x 4
n 5

y 25y 5
n 5


 = = =




= = =


∑

∑
  

  

( )( ) ( )2x x y y x x

2 1x y x x y y
5 7 1 2 4 1
3 9 1 4

0 0
4 3 0 2

9 97 2 3 3
1 4 3 1 3 9

8 20

− − −

− −

−
−

→
−

−−
− −

= − =∑ ∑

  

  ( )( )
( )

x x y y 8b 0.4
20x x

− − −
= = = −

−
∑

∑
  

  . درست است3گزینه   . 25
  1 ,n ,m 0.1,7,5

,m ,n 0.9,5,7

1 1F F
F F−α

α
= → =  

  



 

  



 

 

  
  
  
  
  

  
  پیوست

  



  

 

  



 

  
  
  

 مرتب شده باشد و يیا هر کمیت دیگري از مشاهدات است که برحسب زمان ا سري زمانی مجموعه :تعریف
nمعمولاً آن را به صورت 2 1x ,..., x , xدهند  نشان می. 

کاربرد اصلی . اند  و به طور متوالی به هم وابستهنیستندشود که مستقل  هاي زمانی به مشاهداتی مربوط می تجزیه و تحلیل سري
  .است» بینی پیش«هاي زمانی  تجزیه و تحلیل سري

  دهنده سري زمانی  اجزاي تشکیل
ها طبیعی بوده و تعدادي دیگر ناشی از عوامل  تواند به علت تغییرات بعضی از عوامل که تعدادي از آن تغییرات سري زمانی می

یک سري زمانی، تغییراتی که نتیجه چهار مؤلفه اصلی هستند، معمولاً براي تحلیل . اقتصادي و اجتماعی هستند، به وجود آید
  :اند از این تغییرات عبارت. شوند درنظر گرفته می

  روند -1
 سیر طبیعی سري مدت در میانگین سري زمانی؛ به عبارت دیگرروند عبارت است از تغییرات دراز :تعریف

 زمانی را نادیده گرفته و به نماي کلی آن  افت و خیزهاي سريحالتمدت روند گویند که در این زمانی را در دراز
 .کنند توجه می

  .شوند روي نقشه با یک منحنی ساده نشان داده میبر هاي زیادي دارند، ولی  ها از نزدیک پستی و بلندي کوه  رشته،براي مثال

  
  تغییرات فصلی -2

 .آیند هاي تناوبی کوتاه پیش می ه تغییراتی هستند که در دور،تغییرات فصلی :تعریف

 بینی هاي پیش هاي زمانی و مدل سري
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اگر . کنند اي روي یک دوره کمتر از یک سال عمل می  مربوط به عواملی هستند که به طریقی منظم و چرخه فصلیتغییرات
  .مشاهدات سري زمانی به صورت هر سه ماه، ماهانه، هفتگی و یا روزانه ثبت شوند، تغییرات فصلی در سري زمانی وجود دارد

  
  اي تغییرات دوره -3

 .نامند اي می ال را تغییرات دورهسري زمانی با دوره نوسان بیشتر از یک سحرکات نوسانی در یک  :تعریف

نوسانات . کنند  افت و خیزهایی است که بعد از یک دوره بیشتر از یک سال رجعت میدلیلهاي زمانی به  در سرياي  دورهتغییرات 
  . همیشه این طور نیستاماپیروي کنند، هاي مشابهی بعد از فواصل زمانی مساوي  اي ممکن است به طور دقیق از طرح دوره
اي را بالا و پایین خط روند  توان نوسانات دوره  تصور شود، میt در شکل مشخص است، اگر خط روند، موازي با محورطورکه همان

  .نامند می» اي تغییرات دوره« چنین نوساناتی را ؛مشخص کرد

  
  تغییرات نامنظم -4

 را کند  به طریقی نامنظم عمل میو بینی نشدنی است  که کاملاً تصادفی و نتیجه نیرویی پیشاتیتغییر :تعریف
 .نامند نامنظم یا تصادفی میتغییرات 

 این تغییرات به وسیله عواملی ،براي مثال. ها منظم نیست دهند و دوره زمان وقوع آن گونه تغییرات، طرح معینی را نشان نمی این
مدت  بینی نشدنی است و به طور معمول کوتاه ها نامنظم و پیش آیند که رفتار آن ها و غیره به وجود می ، اعتصابمانند سیل، زلزله

  .شود اي و تغییرات دیگر می اي زیاد است که باعث پیدایش تغییرات دوره ها به اندازه هستند، ولی گاهی اوقات اثر آن
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  هاي سري زمانی مدل
   مدل جمعی-1

هاي سري زمانی انواع مدل






  
   مدل ضربی-2

  

  بینی هاي پیش مدل
توان به دو دسته   این فنون را می؛بینی، فنون مختلفی وجود دارد  و تعیین مدل پیشیهاي زمان بینی رفتار سري براي پیش

  .هاي کیفی تقسیم کرد ی و روشهاي کم روش

  بینی هاي کمی پیش مدل
 مقادیر آینده را با استفاده از مبانی  بتواندشده از سري زمانی و تجزیه و تحلیل اجزاي آن، ر اساس رفتار مشاهدهگر ب اگر تحلیل

  :اند از ها عبارت این مدل. شود بینی در سري زمانی استفاده می هاي کمی براي پیش بینی کند، از مدل ریاضی پیش

   سادهل مد-1
هاي ساده  مدل. ها در هر نوع سري زمانی استفاده کرد توان از آن اند و می ر ساده و ابتداییبینی بسیا هاي کمی پیش برخی از مدل

بینی  توان با مقایسه خطاي پیش اند، به طوري که می هاي پیچیده یا نسبتاً پیچیده معمولاً مبنایی براي ارزیابی صحت مدل
  :اند از هاي ساده عبارت ترین مدل دو نوع از معروف. دها پی بر  به درجه اعتبار آن،هاي ساده هاي پیچیده با مدل مدل
گونه رشد یا کاهش بلندمدتی از خود نشان  رود که هیچ هایی به کار می این مدل براي سري :بینی بدون تغییر مدل پیش) الف
  .دهند نمی
 با روند صعودي یا نزولی از خود رود که یک رفتار نمایی هایی به کار می این مدل براي سري :بینی با درصد تغییر مدل پیش) ب

  .دنده مینشان 

   میانگین متحرك مدل-2
هایی که تغییرات نامنظم دارند و فاقد روند و تغییرات فصلی هستند، استفاده  بینی سري هاي میانگین متحرك براي پیش از مدل

  .شوند مدت به کار گرفته می بینی کوتاه ها براي پیش علاوه این نوع مدل به. شود می
در این روش، بیشترین وزن به نقطه مرکزي . شود نامیده می» میانگین متحرك مرکزي موزون«هاي متحرك  یکی از انواع میانگین

  .شود ها کاسته می شود و سپس به تناسب دور شدن مشاهدات از مرکز، از وزن آن داده می

   ساده نمو همواردل م-3
این روش براي آن دسته از . شود بینی مقادیر آینده سري زمانی استفاده می اي پیشدر بسیاري از موارد، مدل نمو هموار ساده بر

  .ها مورد نظر نیست اي در آن هاي زمانی مفید است که تغییرات منظمی دارند و تغییرات فصلی و دوره سري

لت ـ وینترز مدل-4 ه   
لت ـ وینترز براي پیش همچنین این مدل داراي یک حالت مجزا براي . رود میبه کار هایی که روند دارند  بینی در سري مدل ه

  .هایی با تغییرات فصلی است هایی با تغییرات غیرفصلی و یک حالت مجزا براي سري سري

  اتورگرسیو ـ میانگین متحرك تلفیقی دل م-5
 از .شود ز توجه میمل روند به تغییرات فصلی و تصادفی نیااند، علاوه بر ع  معروفARIMAهاي  به مدلکه ها  این مدلدر 
 نمو هموار  وهاي متعددي چون مدل رگرسیون ساده، رگرسیون چندگانه، میانگین متحرك توان مدل  میARIMAهاي  مدل

  .ساده را استخراج کرد



 آمار و احتمال
 

  

 

772  
 

   اقتصادسنجیدل م-6
ک متغیر وابسته و یک یا چند متغیر مستقل اي که بین ی هاي احتمالی هستند و بر روابط احتمالی هاي اقتصادسنجی، مدل مدل

ف اقتصادسنجی است که در بسیاري از مواقع، مدل هاي معرو  یکی از مدل»مدل رگرسیون خطی«. وجود دارد، تأکید دارند
  .هاي زمانی است احتمالی مناسبی براي تعیین روند بلندمدت در سري

  بینی  پیشیفیهاي ک مدل
اي آشفته است که  گیري، اطلاعات کامل و دقیقی از گذشته در دست نیست و یا محیط به گونه در بسیاري از موارد براي تصمیم

بینی  هاي کیفی براي پیش در چنین شرایطی از روش. گیري قرار داد بینی آینده و تصمیم توان اطلاعات گذشته را ملاك پیش نمی
نظران و متخصصان آن  تخصص، قضاوت و قدرت پیشگویی صاحببینی، تجربه،  ها مبناي پیش  در این روش.شود آینده استفاده می

  :اند از  عبارتي کیفیها ترین روش  مهم.گیري است حوزه تصمیم

  روش دلفی -1
عضاي آن یرد و هیچ عضوي از گروه از سایر اگ کننده شکل می این روش بر اساس نظر یک گروه از متخصصان و یک نفر هماهنگ

  :فرآیند روش دلفی به صورت زیر است. شود کننده اصلی انجام می  از طریق هماهنگخبر ندارد بلکه همه ارتباطات
  

  کننده ها توسط هماهنگ بینی درخواست پیش

↓  
  کننده از اعضاي گروه ها توسط هماهنگ بینی دریافت پیش

↓  
  :کند کننده موارد زیر را تعیین می ماهنگه

  ها میانه پاسخ) الف
  ها دامنه پاسخ نیم) ب

↓  
بینی  کننده، توضیحات لازم را از کسانی که پیش هماهنگ

  .کند دامنه قرار نگرفته است، درخواست می ها در نیم آن

↓  
  :کننده د زیر براي متخصصان توسط هماهنگارسال موار

  ها میانه پاسخ) الف
  ها دامنه پاسخ نیم) ب
  توضیحات) ج

→

  

  

  روش طوفان مغزي -2
خواهیم  با استفاده از این روش می. روش طوفان مغزي استهاي کیفی،  بینی  متداول در پیشهاي بسیار مهم و یکی از روش

بینی  اندازیم تا پیش  وجود آوریم و سیلی خروشان از عقاید و نظرهاي بدیع به راهتحرکی بزرگ در فکر و ذهن اعضاي گروه به 
  .تر باشد نهایی به واقعیت نزدیک
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اي تشکیل شود تا در آن هرکس بتواند آزادانه و بدون ترس از  اساس این فرضیه بنا شده است که جلسه طوفان مغزي برروش 
در جلسات طوفان مغزي یافتن نظرهاي جدید اولویت دارد و مطالعه .  کندرسد، ابراز انتقاد، هر فکري که به نظرش می

  .شود ها، به بعد موکول می پذیري آن امکان

  روش گروه اسمی -3
بینی وجود ندارد و در واقع، با آزاد گذاشتن کامل افراد و با تأکید و تشویق  طوفان مغزي، نظم و قاعده خاصی براي پیشدر روش 

که گروه  درحالی. تر کنیم گیري گروهی را بهتر و غنی اي برسیم و از این راه، تصمیم هیم به نظر و عقاید تازهخوا بر خودجوشی می
اسمی، روشی است که ضمن تشویق و ترغیب افراد به نوآوري و خلاقیت و فراهم آوردن شرایط مناسب براي آن، به فرایند 

  .دهد میبینی، نظم بیشتري  پیش

  هاي تلفیقی مدل
. هاي متعدد را به طور مجزا بررسی و آزمون کنند کنند که مدل بینی، تلاش می گران براي انتخاب بهترین مدل پیش  تحلیلاغلب

رویکرد انتخاب یک . شود  به عنوان بهترین مدل انتخاب می،هاي آن انحراف کمتري با واقعیت داشته باشد بینی مدلی که پیش
نی بر این تفکر بنا شده است که بالاخره بهترین مدل براي تبیین رفتار یک سري بی هاي مختلف پیش مدل خاص از بین مدل

  .بینی درستی ندارد پیش ،شده زمانی وجود دارد و هیچ مدلی غیر از مدل انتخاب
. تري ارائه دهد  درستبینی مقادیر پیشتواند  بینی می تحقیقات اخیر نشان داده است که ترکیب دو یا چند مدل خاص پیش

شده اطلاعات مفیدي دارند  شده، صرف نظر از مدل انتخاب هاي حذف بر این فرض بنا شده است که برخی مدل» ییکرد تلفیقرو«
  .بینی بسیار کوچک خواهد شد دیگر، واریانس خطاي پیشیکها با  گرفتن در کنار مدل انتخابی و ترکیب آن که با قرار

هاي زمانی  هاي پویا و دوره محیط هاي خوبی در بینی سنجی، پیش و اقتصاد ARIMAاي چون  هاي پیشرفته اگرچه مدل
بینی را  بینی به شدت خطاي پیش هاي پیش دهد که تلفیق مدل  نشان میبسیاري ولی تحقیقات ،مدت دارند مدت و کوتاه میان

  .دهد کاهش می
  



 

  



 

  
  
  
  
  

 )80 ـ یریتمد(  هاي زمانی است؟ ی سريهاي کم  روشهاي زیر جزو یک از روش کدام  . 1
  هلت ـ وینترز) 4  طوفان مغزي) 3  اسمی) 2  دلفی) 1

 .  استدرست 4گزینه  :حل

 )81 ـ مدیریت(  بینی داراي متغیر مستقل هستند؟ هاي پیش یک از مدل کدام  . 2
  اقتصادسنجی) 4  میانگین متحرك وزنی) 3  هلت ـ وینترز) 2  نمو هموار ساده) 1

 .  استدرست 4گزینه  :حل

 )82 ـ مدیریت(  تر است؟  براي محیط پویا مناسببینی، یک از روش پیش کدام  . 3
   ARIMA) 4  هلت ـ وینترز) 3  میانگین متحرك) 2  هموار نمو) 1

 .  استدرست 4گزینه  :حل

 )83 ـ مدیریت(  شود؟ هاي زمانی استفاده می بینی در چه نوع سري از مدل نمو ساده براي پیش  . 4
  .انی که تغییرات فصلی دارندهاي زم سري) 2  .هاي زمانی که تغییرات منظم دارند سري) 1
  .هاي زمانی که تغییرات فصلی و نامنظم دارند سري) 4  .اي دارند هاي زمانی که تغییرات دوره سري) 3

  .  استدرست 1گزینه  :حل

اول روند کلی، دوم تغییرات فصلی و سوم تغییرات ادواري . هاي زمانی چهار مؤلفه اصلی وجود دارد در سري  . 5
 )81  ـریزي شهري برنامه(  ست؟است، چهارمین آن کدام ا

  تغییرات نامنظم) 4  تغییرات اصلی) 3  تغییرات کلی) 2  تغییرات جزئی) 1

  . استدرست 4گزینه  :حل
  

 سؤالات کنکور
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  نرمال استانداردتوزیع جدول 

    
 

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753 

0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 

0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517 

0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879 

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 

0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 

0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 

0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 

0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 
           

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 

1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 

1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319 

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441 

1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545 

1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633 

1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706 

1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767 
           

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817 

2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857 

2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890 

2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916 

2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936 

2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952 

2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964 

2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974 

2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981 

2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986 

3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990 
  



  جداول آماري
  

 

777 
 م

  استیودنتـ  tجدول توزیع 

  
df t.90 t.95 t.975 t.99 t.995 

1 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66 

2 1.89 2.92 4.30 6.96 9.93 

3 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84 

4 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60 

5 1.48 2.02 2.57 3.36 4.03 

6 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71 

7 1.41 1.89 2.36 3.00 3.50 

8 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36 

9 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 

10 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17 

11 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11 

12 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06 

13 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01 

14 1.35 1.76 2.14 2.62 2.98 

15 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95 

16 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 

17 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90 

18 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88 

19 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86 

20 1.33 1.72 2.09 2.53 2.84 

21 1.32 1.72 2.08 2.52 2.83 

22 1.32 1.72 2.07 2.51 2.82 

23 1.32 1.71 2.07 2.50 2.81 

24 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80 

25 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80 

26 1.31 1.71 2.06 2.48 2.78 

27 1.31 1.70 2.05 2.47 2.77 

28 1.31 1.70 2.05 2.47 2.76 

29 1.31 1.70 2.05 2.46 2.76 

30 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 

40 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 

60 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 

120 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62 

infinite=Z 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58 



 آمار و احتمال
 

  

 

778  
 

  جدول توزیع کاي اسکور

  
df 2

.995χ  2
.990χ  2

.975χ  2
.950χ  2

.900χ  2
.100χ  2

.050χ  2
.025χ  2

.010χ  2
.005χ  

1 0.000 0.000 0.001 0.004 0.016 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 

2 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597 

3 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838 

4 0.207 0.297 0.484 0.711 1.064 7.779 9.488 11.143 13.277 14.860 

5 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 9.236 11.070 12.833 15.086 16.750 

           

6 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548 

7 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278 

8 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955 

9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589 

10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188 

           

11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757 

12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 18.549 21.026 23.337 26.217 28.300 

13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819 

14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319 

15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801 

           

16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267 

17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718 

18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156 

19 6.844 7.633 8.907 10.117 11.651 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582 

20 7.434 8.260 9.591 10.851 12.443 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997 

           

21 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401 

22 8.643 9.542 10.982 12.338 14.041 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796 

23 9.260 10.196 11.689 13.091 14.848 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181 

24 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559 

25 10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928 

 



  جداول آماري
  

 

779 
 م

  

df 2
.995χ  2

.990χ  2
.975χ  2

.950χ  2
.900χ  2

.100χ  2
.050χ  2

.025χ  2
.010χ  2

.005χ  

26 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290 

27 11.808 12.879 14.573 16.151 18.114 36.741 40.113 43.195 46.963 49.645 

28 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 37.916 41.337 44.461 48.278 50.993 

29 13.121 14.256 16.047 17.708 19.768 39.087 42.557 45.722 49.588 52.336 

30 13.787 14.953 16.791 18.493 20.599 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672 

           

40 20.707 22.164 24.433 26.509 29.051 51.805 55.758 59.342 63.691 66.766 

50 27.991 29.707 32.357 34.764 37.689 63.167 67.505 71.420 76.154 79.490 

60 35.534 37.485 40.482 43.188 46.459 74.397 79.082 83.298 88.379 91.952 

70 43.275 45.442 48.758 51.739 55.329 85.527 90.531 95.023 100.425 104.215 

           

80 51.172 53.540 57.153 60.391 64.278 96.578 101.879 106.629 112.329 116.321 

90 59.196 61.754 65.647 69.126 73.291 107.565 113.145 118.136 124.116 128.299 

100 67.328 70.065 74.222 77.929 82.358 118.498 124.342 129.561 135.807 140.169 

 



 آمار و احتمال
 

  

 

780  
 

  
 .. 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

 0.1 9.39 9.40 9.41 9.41 9.42 9.42 9.43 9.43 9.44 9.44 

 0.05 19.40 19.40 19.41 19.42 19.42 19.43 19.43 19.44 19.44 19.44 

2 0.025 39.40 39.41 39.41 39.42 39.43 39.43 39.44 39.44 39.44 39.45 

 0.01 99.40 99.41 99.42 99.42 99.43 99.43 99.44 99.44 99.44 99.45 

 0.001 999.40 999.41 999.42 999.42 999.43 999.43 999.44 999.44 999.44 999.45 

            

 0.1 5.23 5.22 5.22 5.21 5.20 5.20 5.20 5.19 5.19 5.19 

 0.05 8.79 8.76 8.74 8.73 8.71 8.70 8.69 8.68 8.67 8.67 

3 0.025 14.42 14.37 14.34 14.30 14.28 14.25 14.23 14.21 14.20 14.18 

 0.01 27.23 27.13 27.05 26.98 26.92 26.87 26.83 26.79 26.75 26.72 

 0.001 129.25 128.74 128.32 127.96 127.64 127.37 127.14 126.93 126.74 126.57 

            

 0.1 3.92 3.91 3.90 3.89 3.88 3.87 3.86 3.86 3.85 3.85 

 0.05 5.96 5.94 5.91 5.89 5.87 5.86 5.84 5.83 5.82 5.81 

4 0.025 8.84 8.79 8.75 8.71 8.68 8.66 8.63 8.61 8.59 8.58 

 0.01 14.55 14.45 14.37 14.31 14.25 14.20 14.15 14.11 14.08 14.05 

 0.001 48.05 47.70 47.41 47.16 46.95 46.76 46.60 46.45 46.32 46.21 

            

 0.1 3.30 3.28 3.27 3.26 3.25 3.24 3.23 3.22 3.22 3.21 

 0.05 4.74 4.70 4.68 4.66 4.64 4.62 4.60 4.59 4.58 4.57 

5 0.025 6.62 6.57 6.52 6.49 6.46 6.43 6.40 6.38 6.36 6.34 

 0.01 10.05 9.96 9.89 9.82 9.77 9.72 9.68 9.64 9.61 9.58 

 0.001 26.92 26.65 26.42 26.22 26.06 25.91 25.78 25.67 25.57 25.48 

            

 0.1 2.94 2.92 2.90 2.89 2.88 2.87 2.86 2.85 2.85 2.84 

 0.05 4.06 4.03 4.00 3.98 3.96 3.94 3.92 3.91 3.90 3.88 

6 0.025 5.46 5.41 5.37 5.33 5.30 5.27 5.24 5.22 5.20 5.18 

 0.01 7.87 7.79 7.72 7.66 7.60 7.56 7.52 7.48 7.45 7.42 

 0.001 18.41 18.18 17.99 17.82 17.68 17.56 17.45 17.35 17.27 17.19 

            

 0.1 2.70 2.68 2.67 2.65 2.64 2.63 2.62 2.61 2.61 2.60 

 0.05 3.64 3.60 3.57 3.55 3.53 3.51 3.49 3.48 3.47 3.46 

7 0.025 4.76 4.71 4.67 4.63 4.60 4.57 4.54 4.52 4.50 4.48 

 0.01 6.62 6.54 6.47 6.41 6.36 6.31 6.28 6.24 6.21 6.18 

 0.001 14.08 13.88 13.71 13.56 13.43 13.32 13.23 13.14 13.06 12.99 

            



  جداول آماري
  

 

781 
 م

   Fجدول توزیع فیشر 

  
2ν  p 1ν  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 0.1  8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.35 9.37 9.38 

 0.05  18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 

2 0.025  38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 

 0.01  98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39 

 0.001  998.50 999.00 999.17 999.25 999.30 999.33 999.36 999.37 999.39 
           

 0.1  5.54 5.46 5.39 5.34 5.31 5.28 5.27 5.25 5.24 

 0.05  10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 

3 0.025  17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 

 0.01  34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.35 

 0.001  167.03 148.50 141.11 137.10 134.58 132.85 131.58 130.62 129.86 
            

 0.1  4.54 4.32 4.19 4.11 4.05 4.01 3.98 3.95 3.94 

 0.05  7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 

4 0.025  12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 

 0.01  21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 

 0.001  74.14 61.25 56.18 53.44 51.71 50.53 49.66 49.00 48.47 
            

 0.1  4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.37 3.34 3.32 

 0.05  6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 

5 0.025  10.01 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 

 0.01  16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 

 0.001  47.18 37.12 33.20 31.09 29.75 28.83 28.16 27.65 27.24 
           

 0.1  3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 3.01 2.98 2.96 

 0.05  5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 

6 0.025  8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.82 5.70 5.60 5.52 

 0.01  13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 

 0.001  35.51 27.00 23.70 21.92 20.80 20.03 19.46 19.03 18.69 
           

 0.1  3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2.78 2.75 2.72 

 0.05  5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 

7 0.025  8.07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.99 4.90 4.82 

 0.01  12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 

 0.001  29.25 21.69 18.77 17.20 16.21 15.52 15.02 14.63 14.33 

  



 آمار و احتمال
 

  

 

782  
 

  
 .. 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

 0.1 2.54 2.52 2.50 2.49 2.48 2.46 2.45 2.45 2.44 2.43 

 0.05 3.35 3.31 3.28 3.26 3.24 3.22 3.20 3.19 3.17 3.16 

8 0.025 4.30 4.24 4.20 4.16 4.13 4.10 4.08 4.05 4.03 4.02 

 0.01 5.81 5.73 5.67 5.61 5.56 5.52 5.48 5.44 5.41 5.38 

 0.001 11.54 11.35 11.19 11.06 10.94 10.84 10.75 10.67 10.60 10.54 

            

 0.1 2.42 2.40 2.38 2.36 2.35 2.34 2.33 2.32 2.31 2.30 

 0.05 3.14 3.10 3.07 3.05 3.03 3.01 2.99 2.97 2.96 2.95 

9 0.025 3.96 3.91 3.87 3.83 3.80 3.77 3.74 3.72 3.70 3.68 

 0.01 5.26 5.18 5.11 5.05 5.01 4.96 4.92 4.89 4.86 4.83 

 0.001 9.89 9.72 9.57 9.44 9.33 9.24 9.15 9.08 9.01 8.95 

            

 0.1 2.32 2.30 2.28 2.27 2.26 2.24 2.23 2.22 2.22 2.21 

 0.05 2.98 2.94 2.91 2.89 2.86 2.85 2.83 2.81 2.80 2.79 

10 0.025 3.72 3.66 3.62 3.58 3.55 3.52 3.50 3.47 3.45 3.44 

 0.01 4.85 4.77 4.71 4.65 4.60 4.56 4.52 4.49 4.46 4.43 

 0.001 8.75 8.59 8.45 8.32 8.22 8.13 8.05 7.98 7.91 7.86 

            

 0.1 2.25 2.23 2.21 2.19 2.18 2.17 2.16 2.15 2.14 2.13 

 0.05 2.85 2.82 2.79 2.76 2.74 2.72 2.70 2.69 2.67 2.66 

11 0.025 3.53 3.47 3.43 3.39 3.36 3.33 3.30 3.28 3.26 3.24 

 0.01 4.54 4.46 4.40 4.34 4.29 4.25 4.21 4.18 4.15 4.12 

 0.001 7.92 7.76 7.63 7.51 7.41 7.32 7.24 7.17 7.11 7.06 

            

 0.1 2.19 2.17 2.15 2.13 2.12 2.10 2.09 2.08 2.08 2.07 

 0.05 2.75 2.72 2.69 2.66 2.64 2.62 2.60 2.58 2.57 2.56 

12 0.025 3.37 3.32 3.28 3.24 3.21 3.18 3.15 3.13 3.11 3.09 

 0.01 4.30 4.22 4.16 4.10 4.05 4.01 3.97 3.94 3.91 3.88 

 0.001 7.29 7.14 7.00 6.89 6.79 6.71 6.63 6.57 6.51 6.45 

            

 0.1 2.14 2.12 2.10 2.08 2.07 2.05 2.04 2.03 2.02 2.01 

 0.05 2.67 2.63 2.60 2.58 2.55 2.53 2.51 2.50 2.48 2.47 

13 0.025 3.25 3.20 3.15 3.12 3.08 3.05 3.03 3.00 2.98 2.96 

 0.01 4.10 4.02 3.96 3.91 3.86 3.82 3.78 3.75 3.72 3.69 

 0.001 6.80 6.65 6.52 6.41 6.31 6.23 6.16 6.09 6.03 5.98 

 



  جداول آماري
  

 

783 
 م

  
 p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 0.1 3.46 3.11 2.92 2.81 2.73 2.67 2.62 2.59 2.56 

 0.05 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 

8 0.025 7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.36 

 0.01 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 

 0.001 25.41 18.49 15.83 14.39 13.48 12.86 12.40 12.05 11.77 

           

 0.1 3.36 3.01 2.81 2.69 2.61 2.55 2.51 2.47 2.44 

 0.05 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 

9 0.025 7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 4.03 

 0.01 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 

 0.001 22.86 16.39 13.90 12.56 11.71 11.13 10.70 10.37 10.11 

           

 0.1 3.29 2.92 2.73 2.61 2.52 2.46 2.41 2.38 2.35 

 0.05 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 

10 0.025 6.94 5.46 4.83 4.47 4.24 4.07 3.95 3.85 3.78 

 0.01 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 

 0.001 21.04 14.91 12.55 11.28 10.48 9.93 9.52 9.20 8.96 

           

 0.1 3.23 2.86 2.66 2.54 2.45 2.39 2.34 2.30 2.27 

 0.05 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 

11 0.025 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.76 3.66 3.59 

 0.01 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 

 0.001 19.69 13.81 11.56 10.35 9.58 9.05 8.66 8.35 8.12 

           

 0.1 3.18 2.81 2.61 2.48 2.39 2.33 2.28 2.24 2.21 

 0.05 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 

12 0.025 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 

 0.01 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 

 0.001 18.64 12.97 10.80 9.63 8.89 8.38 8.00 7.71 7.48 

           

 0.1 3.14 2.76 2.56 2.43 2.35 2.28 2.23 2.20 2.16 

 0.05 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 

13 0.025 6.41 4.97 4.35 4.00 3.77 3.60 3.48 3.39 3.31 

 0.01 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 

 0.001 17.82 12.31 10.21 9.07 8.35 7.86 7.49 7.21 6.98 

 



 آمار و احتمال
 

  

 

784  
 

  
 .. 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

 0.1 2.10 2.07 2.05 2.04 2.02 2.01 2.00 1.99 1.98 1.97 

 0.05 2.60 2.57 2.53 2.51 2.48 2.46 2.44 2.43 2.41 2.40 

14 0.025 3.15 3.09 3.05 3.01 2.98 2.95 2.92 2.90 2.88 2.86 

 0.01 3.94 3.86 3.80 3.75 3.70 3.66 3.62 3.59 3.56 3.53 

 0.001 6.40 6.26 6.13 6.02 5.93 5.85 5.78 5.71 5.66 5.60 

            

 0.1 2.06 2.04 2.02 2.00 1.99 1.97 1.96 1.95 1.94 1.93 

 0.05 2.54 2.51 2.48 2.45 2.42 2.40 2.38 2.37 2.35 2.34 

15 0.025 3.06 3.01 2.96 2.92 2.89 2.86 2.84 2.81 2.79 2.77 

 0.01 3.80 3.73 3.67 3.61 3.56 3.52 3.49 3.45 3.42 3.40 

 0.001 6.08 5.94 5.81 5.71 5.62 5.54 5.46 5.40 5.35 5.29 

            

 0.1 2.03 2.01 1.99 1.97 1.95 1.94 1.93 1.92 1.91 1.90 

 0.05 2.49 2.46 2.42 2.40 2.37 2.35 2.33 2.32 2.30 2.29 

16 0.025 2.99 2.93 2.89 2.85 2.82 2.79 2.76 2.74 2.72 2.70 

 0.01 3.69 3.62 3.55 3.50 3.45 3.41 3.37 3.34 3.31 3.28 

 0.001 5.81 5.67 5.55 5.44 5.35 5.27 5.20 5.14 5.09 5.04 

            

 0.1 2.00 1.98 1.96 1.94 1.93 1.91 1.90 1.89 1.88 1.87 

 0.05 2.45 2.41 2.38 2.35 2.33 2.31 2.29 2.27 2.26 2.24 

17 0.025 2.92 2.87 2.82 2.79 2.75 2.72 2.70 2.67 2.65 2.63 

 0.01 3.59 3.52 3.46 3.40 3.35 3.31 3.27 3.24 3.21 3.19 

 0.001 5.58 5.44 5.32 5.22 5.13 5.05 4.99 4.92 4.87 4.82 

            

 0.1 1.98 1.95 1.93 1.92 1.90 1.89 1.87 1.86 1.85 1.84 

 0.05 2.41 2.37 2.34 2.31 2.29 2.27 2.25 2.23 2.22 2.20 

18 0.025 2.87 2.81 2.77 2.73 2.70 2.67 2.64 2.62 2.60 2.58 

 0.01 3.51 3.43 3.37 3.32 3.27 3.23 3.19 3.16 3.13 3.10 

 0.001 5.39 5.25 5.13 5.03 4.94 4.87 4.80 4.74 4.68 4.63 

            

 0.1 1.96 1.93 1.91 1.89 1.88 1.86 1.85 1.84 1.83 1.82 

 0.05 2.38 2.34 2.31 2.28 2.26 2.23 2.21 2.20 2.18 2.17 

19 0.025 2.82 2.76 2.72 2.68 2.65 2.62 2.59 2.57 2.55 2.53 

 0.01 3.43 3.36 3.30 3.24 3.19 3.15 3.12 3.08 3.05 3.03 

 0.001 5.22 5.08 4.97 4.87 4.78 4.70 4.64 4.58 4.52 4.47 

            

 0.1 1.94 1.91 1.89 1.87 1.86 1.84 1.83 1.82 1.81 1.80 

 0.05 2.35 2.31 2.28 2.25 2.22 2.20 2.18 2.17 2.15 2.14 

20 0.025 2.77 2.72 2.68 2.64 2.60 2.57 2.55 2.52 2.50 2.48 

 0.01 3.37 3.29 3.23 3.18 3.13 3.09 3.05 3.02 2.99 2.96 

 0.001 5.08 4.94 4.82 4.72 4.64 4.56 4.49 4.44 4.38 4.33 
 



  جداول آماري
  

 

785 
 م

  
 p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 0.1 3.10 2.73 2.52 2.39 2.31 2.24 2.19 2.15 2.12 

 0.05 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 

14 0.025 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.38 3.29 3.21 

 0.01 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 4.03 

 0.001 17.14 11.78 9.73 8.62 7.92 7.44 7.08 6.80 6.58 

           

 0.1 3.07 2.70 2.49 2.36 2.27 2.21 2.16 2.12 2.09 

 0.05 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 

15 0.025 6.20 4.77 4.15 3.80 3.58 3.41 3.29 3.20 3.12 

 0.01 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 

 0.001 16.59 11.34 9.34 8.25 7.57 7.09 6.74 6.47 6.26 

           

 0.1 3.05 2.67 2.46 2.33 2.24 2.18 2.13 2.09 2.06 

 0.05 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 

16 0.025 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 3.05 

 0.01 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 

 0.001 16.12 10.97 9.01 7.94 7.27 6.80 6.46 6.19 5.98 

           

 0.1 3.03 2.64 2.44 2.31 2.22 2.15 2.10 2.06 2.03 

 0.05 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 

17 0.025 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.16 3.06 2.98 

 0.01 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.68 

 0.001 15.72 10.66 8.73 7.68 7.02 6.56 6.22 5.96 5.75 

           

 0.1 3.01 2.62 2.42 2.29 2.20 2.13 2.08 2.04 2.00 

 0.05 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 

18 0.025 5.98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 2.93 

 0.01 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 

 0.001 15.38 10.39 8.49 7.46 6.81 6.35 6.02 5.76 5.56 

           

 0.1 2.99 2.61 2.40 2.27 2.18 2.11 2.06 2.02 1.98 

 0.05 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 

19 0.025 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 3.05 2.96 2.88 

 0.01 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52 

 0.001 15.08 10.16 8.28 7.27 6.62 6.18 5.85 5.59 5.39 

           

 0.1 2.97 2.59 2.38 2.25 2.16 2.09 2.04 2.00 1.96 

 0.05 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 

20 0.025 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.84 

 0.01 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 

 0.001 14.82 9.95 8.10 7.10 6.46 6.02 5.69 5.44 5.24 
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 .. 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

 0.1 1.92 1.90 1.87 1.86 1.84 1.83 1.81 1.80 1.79 1.78 

 0.05 2.32 2.28 2.25 2.22 2.20 2.18 2.16 2.14 2.12 2.11 

21 0.025 2.73 2.68 2.64 2.60 2.56 2.53 2.51 2.48 2.46 2.44 

 0.01 3.31 3.24 3.17 3.12 3.07 3.03 2.99 2.96 2.93 2.90 

 0.001 4.95 4.81 4.70 4.60 4.51 4.44 4.37 4.31 4.26 4.21 

            

 0.1 1.90 1.88 1.86 1.84 1.83 1.81 1.80 1.79 1.78 1.77 

 0.05 2.30 2.26 2.23 2.20 2.17 2.15 2.13 2.11 2.10 2.08 

22 0.025 2.70 2.65 2.60 2.56 2.53 2.50 2.47 2.45 2.43 2.41 

 0.01 3.26 3.18 3.12 3.07 3.02 2.98 2.94 2.91 2.88 2.85 

 0.001 4.83 4.70 4.58 4.49 4.40 4.33 4.26 4.20 4.15 4.10 

            

 0.1 1.89 1.87 1.84 1.83 1.81 1.80 1.78 1.77 1.76 1.75 

 0.05 2.27 2.24 2.20 2.18 2.15 2.13 2.11 2.09 2.08 2.06 

23 0.025 2.67 2.62 2.57 2.53 2.50 2.47 2.44 2.42 2.39 2.37 

 0.01 3.21 3.14 3.07 3.02 2.97 2.93 2.89 2.86 2.83 2.80 

 0.001 4.73 4.60 4.48 4.39 4.30 4.23 4.16 4.10 4.05 4.00 

            

 0.1 1.88 1.85 1.83 1.81 1.80 1.78 1.77 1.76 1.75 1.74 

 0.05 2.25 2.22 2.18 2.15 2.13 2.11 2.09 2.07 2.05 2.04 

24 0.025 2.64 2.59 2.54 2.50 2.47 2.44 2.41 2.39 2.36 2.35 

 0.01 3.17 3.09 3.03 2.98 2.93 2.89 2.85 2.82 2.79 2.76 

 0.001 4.64 4.51 4.39 4.30 4.21 4.14 4.07 4.02 3.96 3.92 

            

 0.1 1.87 1.84 1.82 1.80 1.79 1.77 1.76 1.75 1.74 1.73 

 0.05 2.24 2.20 2.16 2.14 2.11 2.09 2.07 2.05 2.04 2.02 

25 0.025 2.61 2.56 2.51 2.48 2.44 2.41 2.38 2.36 2.34 2.32 

 0.01 3.13 3.06 2.99 2.94 2.89 2.85 2.81 2.78 2.75 2.72 

 0.001 4.56 4.42 4.31 4.22 4.13 4.06 3.99 3.94 3.88 3.84 

 0.1 1.86 1.83 1.81 1.79 1.77 1.76 1.75 1.73 1.72 1.71

 0.05 2.22 2.18 2.15 2.12 2.09 2.07 2.05 2.03 2.02 2.00

26 0.025 2.59 2.54 2.49 2.45 2.42 2.39 2.36 2.34 2.31 2.29

 0.01 3.09 3.02 2.96 2.90 2.86 2.81 2.78 2.75 2.72 2.69

 0.001 4.48 4.35 4.24 4.14 4.06 3.99 3.92 3.86 3.81 3.77

      

 0.1 1.85 1.82 1.80 1.78 1.76 1.75 1.74 1.72 1.71 1.70

 0.05 2.20 2.17 2.13 2.10 2.08 2.06 2.04 2.02 2.00 1.99

27 0.025 2.57 2.51 2.47 2.43 2.39 2.36 2.34 2.31 2.29 2.27

 0.01 3.06 2.99 2.93 2.87 2.82 2.78 2.75 2.71 2.68 2.66

 0.001 4.41 4.28 4.17 4.08 3.99 3.92 3.86 3.80 3.75 3.70
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 p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 0.1 2.96 2.57 2.36 2.23 2.14 2.08 2.02 1.98 1.95 

 0.05 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 

21 0.025 5.83 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.97 2.87 2.80 

 0.01 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 3.40 

 0.001 14.59 9.77 7.94 6.95 6.32 5.88 5.56 5.31 5.11 

           

 0.1 2.95 2.56 2.35 2.22 2.13 2.06 2.01 1.97 1.93 

 0.05 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 

22 0.025 5.79 4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.93 2.84 2.76 

 0.01 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35 

 0.001 14.38 9.61 7.80 6.81 6.19 5.76 5.44 5.19 4.99 

           

 0.1 2.94 2.55 2.34 2.21 2.11 2.05 1.99 1.95 1.92 

 0.05 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 

23 0.025 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 2.90 2.81 2.73 

 0.01 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.30 

 0.001 14.20 9.47 7.67 6.70 6.08 5.65 5.33 5.09 4.89 

           

 0.1 2.93 2.54 2.33 2.19 2.10 2.04 1.98 1.94 1.91 

 0.05 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 

24 0.025 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2.99 2.87 2.78 2.70 

 0.01 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 

 0.001 14.03 9.34 7.55 6.59 5.98 5.55 5.23 4.99 4.80 

           

 0.1 2.92 2.53 2.32 2.18 2.09 2.02 1.97 1.93 1.89 

 0.05 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 

25 0.025 5.69 4.29 3.69 3.35 3.13 2.97 2.85 2.75 2.68 

 0.01 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 3.22 

 0.001 13.88 9.22 7.45 6.49 5.89 5.46 5.15 4.91 4.71 

           

 0.1 2.91 2.52 2.31 2.17 2.08 2.01 1.96 1.92 1.88 

 0.05 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27 

26 0.025 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 2.82 2.73 2.65 

 0.01 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.18 

 0.001 13.74 9.12 7.36 6.41 5.80 5.38 5.07 4.83 4.64 

           

 0.1 2.90 2.51 2.30 2.17 2.07 2.00 1.95 1.91 1.87 

 0.05 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25 

27 0.025 5.63 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.80 2.71 2.63 

 0.01 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 3.26 3.15 

 0.001 13.61 9.02 7.27 6.33 5.73 5.31 5.00 4.76 4.57 
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 .. 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

 0.1 1.84 1.81 1.79 1.77 1.75 1.74 1.73 1.71 1.70 1.69 

 0.05 2.19 2.15 2.12 2.09 2.06 2.04 2.02 2.00 1.99 1.97 

28 0.025 2.55 2.49 2.45 2.41 2.37 2.34 2.32 2.29 2.27 2.25 

 0.01 3.03 2.96 2.90 2.84 2.79 2.75 2.72 2.68 2.65 2.63 

 0.001 4.35 4.22 4.11 4.01 3.93 3.86 3.80 3.74 3.69 3.64 

            

            

 0.1 1.83 1.80 1.78 1.76 1.75 1.73 1.72 1.71 1.69 1.68 

 0.05 2.18 2.14 2.10 2.08 2.05 2.03 2.01 1.99 1.97 1.96 

29 0.025 2.53 2.48 2.43 2.39 2.36 2.32 2.30 2.27 2.25 2.23 

 0.01 3.00 2.93 2.87 2.81 2.77 2.73 2.69 2.66 2.63 2.60 

 0.001 4.29 4.16 4.05 3.96 3.88 3.80 3.74 3.68 3.63 3.59 

            

 0.1 1.82 1.79 1.77 1.75 1.74 1.72 1.71 1.70 1.69 1.68 

 0.05 2.16 2.13 2.09 2.06 2.04 2.01 1.99 1.98 1.96 1.95 

30 0.025 2.51 2.46 2.41 2.37 2.34 2.31 2.28 2.26 2.23 2.21 

 0.01 2.98 2.91 2.84 2.79 2.74 2.70 2.66 2.63 2.60 2.57 

 0.001 4.24 4.11 4.00 3.91 3.82 3.75 3.69 3.63 3.58 3.53 

            

 0.1 1.76 1.74 1.71 1.70 1.68 1.66 1.65 1.64 1.62 1.61 

 0.05 2.08 2.04 2.00 1.97 1.95 1.92 1.90 1.89 1.87 1.85 

40 0.025 2.39 2.33 2.29 2.25 2.21 2.18 2.15 2.13 2.11 2.09 

 0.01 2.80 2.73 2.66 2.61 2.56 2.52 2.48 2.45 2.42 2.39 

 0.001 3.87 3.75 3.64 3.55 3.47 3.40 3.34 3.28 3.23 3.19 
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 p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 0.1 2.89 2.50 2.29 2.16 2.06 2.00 1.94 1.90 1.87 

 0.05 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 

28 0.025 5.61 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.78 2.69 2.61 

 0.01 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.12 

 0.001 13.50 8.93 7.19 6.25 5.66 5.24 4.93 4.69 4.50 

           

 0.1 2.89 2.50 2.28 2.15 2.06 1.99 1.93 1.89 1.86 

 0.05 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.28 2.22 

29 0.025 5.59 4.20 3.61 3.27 3.04 2.88 2.76 2.67 2.59 

 0.01 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20 3.09 

 0.001 13.39 8.85 7.12 6.19 5.59 5.18 4.87 4.64 4.45 

           

 0.1 2.88 2.49 2.28 2.14 2.05 1.98 1.93 1.88 1.85 

 0.05 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 

30 0.025 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57 

 0.01 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 

 0.001 13.29 8.77 7.05 6.12 5.53 5.12 4.82 4.58 4.39 

           

 0.1 2.84 2.44 2.23 2.09 2.00 1.93 1.87 1.83 1.79 

 0.05 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 

40 0.025 5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 2.45 

 0.01 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 

 0.001 12.61 8.25 6.59 5.70 5.13 4.73 4.44 4.21 4.02 
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) مجموعروري بر نمادم )∑  
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  :3قانون 
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,c اگر:4قانون  b,a،اعداد ثابتی باشند  
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با توجه به آنکه  :5قانون 
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  :توانیم قانون زیر را مطرح کنیم حال می
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